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Sophus Lie. 
Von 


M. Noeruer in Erlangen. 


Die mathematische Wissenschaft betrauert den Verlust eines ihrer 
fiihrenden Geister: nachdem Lie ein Menschenalter hindurch rastlos ge- 
arbeitet, immer héhere und weitere Gebiete umfassend, immer richtung- 
gebend, ist er mitten in energisch kraftigem Schaffen abberufen worden. 
Unsere Annalen sind an dem Verluste noch unmittelbarer betheiligt: 
einem Theile der Redaction war Lie persénlich und wissenschaftlich 
auf’s Engste verbunden; die erste Hilfte seiner Schépfungen ist in ihren 
Banden niedergelegt oder zusammengefasst, und unsere Zeitschrift darf 
sich riihmen, Lie zuerst in seiner Bedeutung erkannt und seine Ideen 
verbreitet zu haben. Auch die Friichte seiner Einwirkung kommen schon 
in einer Reihe ihrer Publicationen in hervorragendem Masse zur Erscheinung. 
Wir entsprechen daher durch einen Nachruf auf Lie an dieser Stelle nicht 
nur einer wissenschaftlichen Pflicht gegen den grossen Forscher, sondern 
auch einem persénlichen Anliegen, und glauben diesen beiden Seiten am 
Besten dadurch gerecht werden zu kénnen, dass wir am Faden seines 
Lebenslaufes vorzugsweise der Entwicklung der Ideen Lie’s in den ersten 
Jahren seines Schaffens nachgehen, jener Zeit, aus welcher sein ganzes 
Werk zu erkliren ist und welche uns zudem dadurch niaher liegt, dass er 
sie theilweise in persénlichem Umgang und in Zusammenarbeit mit F. Klein 
verbracht hat.*) Ueber die spiateren Jahre geben wir nur eine Uebersicht, 


*) Die Bearbeitung des mir vorliegenden Materiales iibernehme ich an Stelle 
und mit Unterstiitzung von Herrn F. Klein, dem jetzt die Zeit zur Darstellung nicht 
zur Verfiigung stand. Von demselben finden sich iibrigens allgemeine Besprechungen 
der Lie’schen Methoden und Ziele in seinen autographirten Vorlesungen (Einleitung 
in die héhere Geometrie 1892/93 und 1893) und seinem Evanston Colloquium 1893, 
wie auch in seinem Gutachten tiber den Lobatschewsky-Preis 1897. Dazu kommen 
als Material besonders einige handschriftliche Aufzeichnungen, welche aus persin- 
lichen Besprechungen zwischen S. Lie und F. Klein Ostern 1891 und Herbst 1892 
niedergelegt sind und welche urspriinglich zu einer Einleitung in eine fiir die Annalen 
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welche das weite Gebiet weder nach der historisch-kritischen Seite, noch 
nach der Seite einer Wiirdigung der Bedeutung Lie’s hin erschépfen will. 
Wir kénnen uns um so eher auf die Genesis der Begriffe Lie’s beschriinken, 
als es noch verfriiht wire, die Tragweite seiner Anschauungen heute schon 
abzustecken, eine spitere vollistindige Wiirdigung aber nicht ausbleiben kann. 


Marius Sophus Lie wurde am 17. December 1842 in Nordfjordeid 
am Eidsfjord als sechstes und jiingstes Kind des dortigen Pastors Johann 
Herman Lie geboren. Nach sechsjaihrigem Besuche der Schule von Moss, 
einer Insel im Kristianiafjord, wohin sein Vater versetzt war, brachte er 
die Jahre 1857—1859 an der Nissen’schen Privat-Lateinschule von Christiania 
zu, gleichmiissig gut in allen Fachern, so dass er bei seinem Uebertritt 
an die Universitat von Christiania, 1859, ebenso sehr an das Studium der 
Philologie, als an das der Realfiacher dachte. Jedoch beschiiftigte sich 
Lie wihrend seines 6'/,-jahrigen Universititsstudiums vorzugsweise mit 
diesen Fichern, mit Naturwissenschaft, mit Astronomie, und hérte mathe- 
matische Vorlesungen bei Broch 1860/61, bei Bjerknes, bei Sylow auch 
iiber Substitutionentheorie, ohne dass der langsam Reifende damals noch 
einen tieferen Eindruck in dieser Richtung empfing. Vielmehr verliess er 
die Hochschule unter einem Drucke, an welchem ebensosehr der Mangel 
eines klaren Zieles, als eine wenig giinstige aussere Lage ihren Antheil 
hatten. Nach December 1865 bestandenem Realexamen verbrachte Lie 
einige Zeit mit Privat- und Schulunterricht und versuchte sich auch in 
gut aufgenommenen Vortriigen iiber Astronomie, ja dachte daran, sich 
praktisch dieser Wissenschaft zu widmen. Jetzt erst, im Laufe des Jahres 
1868, begann beim Selbststudium sein Interesse fiir Mechanik und Geo- 
metrie; er lernte mehr zufallig die franzésischen Werke iiber Mechanik 


beabsichtigte Sammlung von Lie’schen, anderwirts publicirten Aufsiitzen aus den 
ersten Jahren dienen sollten. Natiirlich wurden auch die hiufigen persénlichen und 
historischen Aeusserungen Lie’s in seinen Abhandlungen und Vorreden benutzt, wenn 
auch die aus spiterer Zeit mit grosser Vorsicht aufgenommen werden mussten. End- 
lich habe ich auch in die Briefe Lie’s an Klein, freilich erst fiir die Zeit seit 1878, 
und in die an Herrn Engel (seit 1884) Einsicht nehmen diirfen. 

Bekannt geworden sind mir ausserdem noch einige biographische Artikel und eine 
Universitiitsrede auf Lie von E. Holst, der Nachruf auf Lie von G. Darboux in den 
C. R. der Pariser Akademie von 27. Febr. 1899, ein solcher'von L. Bianchi in den 
Rendic. d. R. Acc. dei Lincei vom 9. Sept. d. J. und ein kiirzerer von E. Segre in 
den Atti d. R. Acc. d. Se. von Turin; endlich in der Sitzung der mathematischen 
Abtheilung der 71. Versammlung D. Naturf. u. Aerzte vom 18. Sept. d. J. ein miind- 
licher Nachruf von F. Engel. Eine Liste von Lie’s Arbeiten, die aber nur als vor- 
laufige gelten kann, findet sich in G. Loria’s Bollett. di Bibl. e St. d. Sc. Mat., Apr.- 
Juni-Heft; eine genaue Liste wird F. Engel einem im November der Siichs. Ges. d. 
Wiss. vorzutragenden Nachruf beifiigen. 
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von Duhamel, Jullien, Lamé, die geometrischen von Chasles, sowie Monge’s 
und besonders Poncelet’s Anwendungen der Analysis auf Geometrie kennen. 
Und die letzteren, in Verbindung mit Pliicker’s analytisch-geometrischen 
Werken regten endlich die bisher in ihm schlummernden Fihigkeiten 
plétzlich an und gaben ihm sogleich die Richtungslinie fiir sein ganzes 
Denken. Zwar von einer Reihe von Flugblittern, in denen er seine ersten 
Resultate hinauswarf, imsbesondere von einem 1869 der Universitit 
Christiania eingereichten Satz iiber die Steiner’sche Fliiche — iiber den 
Ort der Pole einer festen Ebene in Bezug auf die Kegelschnittschaar der 
Flache, der wieder eine Steiner’sche Fliche wird — wissen wir nur aus 
einer im Band III seines Archivs (1878) enthaltenen, gemischt synthetisch 
und analytisch gehaltenen Note. Aber gleich mit seiner ersten, der 
Oeffentlichkeit in geordneter Form iibergebenen originalen Arbeit offen- 
barte sich ihm das Bewusstsein einer ihm innewohnenden mathematischen 
Productionskraft. Sie tragt schon so sehr Keime seines spiiteren frucht- 
baren Schaffens an sich, dass wir genauer darauf einzugehen haben. 
Diese Abhandlung ,,Repriisentation des Imagindren der Plangeometrie“ 
ist in zwei bezw. vom Februar und August 1869 datirten Noten in den 
»Forhandlinger“ der Gesellsch. der Wiss. von Christiania von 1869 in 
deutscher Sprache veréffentlicht (der erste Theil der ersten Note wegen 
Schwierigkeiten der Zulassung bei der Ges. der Wiss. urspriinglich schon 
selbstindig, dann auch in Crelle’s J. Bd. 70 erschienen). Indem Lie einen 
imaginéren Punkt X=a2-+ yi, Z=—2-+ pi der XZ-Ebene im reellen 
xyz-Raum durch den Punkt (a, y,2) mit dem ,,G@ewicht“ p reprisentirt, 
erhalt er fiir jede imaginire Curve der X Z-Ebene als Bild eine ,,gestreifte“ 
Flache, deren Streifen, Linien grésster Neigung der Fliche, durch p = const. 
gegeben sind. Hervorzuheben ist schon hierbei die Angabe aller Be- 
wegungen des Raumes, fiir welche die gestreifte Fache Bild einer imaginiren 
Curve der XZ-Ebene bleibt; also bereits der fiir Lie charakteristische 
Operationsbegriff. Weiter aber ordnet Lie jeder der co* complexen Ge- 
raden g der XZ-Ebene eine reelle Raumgerade y zu, als O-Streifen 
(p=0) der entsprechenden gestreiften Ebene; und zwar werden die 
zwei Liniencoordinaten von g, in ihre reellen und imaginaren Theile 
zerlegt, gerade die vier Pliicker’schen Coordinaten der Raumgeraden y». 
Kin zweiter Ausgangspunkt Lie’s — die Deutung der zwei Paare Bestim- 
mungsstiicke von g als Coordinaten zweier reeller Punkte zweier gegebener 
reeller Ebenen und die Auffassung von y als Verbindungslinie dieser beiden 
Punkte — ist zwar einfacher, liefert aber nicht mehr als der friihere. 
Lie erhalt zu den oo® reellen Punkten P des xyz-Raumes durch p = 0 
zuerst oo® Imaginir-Punkte der X Z-Ebene, zu diesen dann vermége einer 
polaren Beziehung dieser Ebene oo*® Imaginiir-Gerade g und aus ihnen 
1* 
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durch eine Abbildung einen Liniencomplexf von oo® reellen Raumgeraden y. 
Dabei wird das Entsprechen zwischen den Punkten P und den Geraden y 
von f ein derart reciprokes, dass auch umgekehrt den Punkten P’ von y 
Gerade y’ durch P entsprechen, so dass ein zweiter Complex [’ von Ge- 
raden y’ entsteht. [ und [’ sind Complexe 2° Grades, wie sie weiterhin 
bei Lie als ,,Reye’sche“ oder, nach der spiteren Bezeichnung, als ,,tetra- 
edrale“ Complexe erscheinen, nur mit metrisch specialisirtem Tetraeder. 
Lie verfolgt schon, wie hierbei den Punkten einer beliebigen Geraden des 
Raumes die Erzeugenden einer Art eines Hyperboloids, denen einer Ebene 
des Raumes die Sehnen einer Raumcurve 3‘* Ordnung entsprechen, er 
verfolgt die Abbildung von Regelfliichen 3** Ordnung auf Ebenen, von 
Pliicker’schen Complexflichen auf Flichen 2** Ordnung, iiberhaupt die 
gegenseitige Abbildung der beiden Complexe in den Punktraum. Und 
wenn schon diese Untersuchungen die Vertrautheit mit den Arbeiten von 
Chasles, theilweise auch von Hamilton, vor Allem aber mit Pliicker’s damals 
gerade publicirter Liniengeometrie zeigen, so verrathen sie doch auch eine 
merkwiirdige Selbstiindigkeit des Autodidakten, vor Allem aber ist das freie 
Schalten mit der Raumanschauung, die in der Geometrie irgend welche Ele- 
mente als die erzeugenden ansieht — so schon von einer Geometrie der Ebene 
spricht, welche die durch einen Punkt gehenden Kreise als ihre ,,Geraden“ 
benutzt — der hervortretende Zug. Man erkennt den achten Geist Pliicker’s. 

Dass die hier gefundene Punkt-Geraden-Transformation eine besondere 
Art von ,,Beriihrungstransformation“ ist, sollte fiir Lie von Wichtigkeit 
werden. 

Fiir Lie hatte die Arbeit noch den unmittelbaren Erfolg, dass Broch 
ihm ein Universitatsstipendium und die Méglichkeit zur Fortsetzung seiner 
Studien im Auslande vermitteln konnte. Er wandte sich fiir den Winter 
1869/70 zuniichst nach Berlin, und hier wurde es von einschneidender 
Bedeutung fiir seine Entwicklung, dass er sogleich mit F. Klein zusam- 
mentraf und in engsten Ideenaustausch trat, der sich bald zu einer 
Arbeitsgemeinschaft herausbildete. In Klein, der damals schon, in Ver- 
waltung der Erbschaft Pliicker’s, den zweiten Band von dessen Linien- 
geometrie herausgegeben, wie auch eine Reihe eigener Forschungen iiber 
allgemeine Liniencomplexe 2*° Grades veréffentlicht hatte, fand Lie nicht 
nur mannigfache Férderung durch den Hinweis auf ihm bisher fremd 
gebliebene Gebiete, sondern vor Allem das offene Verstiindniss fiir seine 
liniengeometrischen Interessen, in welchem sich seine eigenen bisher noch 
unfertigen Gedanken kliéren konnten. Auch in dem Interesse fiir Trans- 
formationen trafen Beide zusammen, wenn auch Klein, mitten in der 
modern algebraisch-geometrischen, Clebsch’schen Richtung stehend, mehr 
den projectiven und constructiven, zuordnenden Charakter betonte, Lie aber, 
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von dem engeren Sinne des Projectiven unbeschriinkt, mehr den erzeugen- 
den, den allgemeinen Charakter der Transformationen. Der gegenseitige 
Anschluss wurde fiir die Beiden um so enger, als sie fiir ihre schon fest- 
gelegte Richtung bei Weierstrass keine weitere Anregung, nur in Kummer’s 
Seminar einige Aufmunterung erhalten konnten. Anfangs beschiftigten sie 
sich eingehend mit der Abbildung des linearen Complexes auf den Punkt- 
raum, die im Sommer 1869 von anderer Seite (dem Referenten) gegeben 
worden war. Indem Lie zugleich an die Complexstudien seiner ersten Arbeit 
anschloss und hier, von Klein angeregt, die auftretenden Curven und 
Flichen anschaulicher erfasste, ergab sich ihm als Frucht eine Note ,,Ueber 
die Reciprocititsverhiltnisse des Reye’schen Complexes“ (Gott. Nachr. vom 
16. Febr. 1870, dat. Jan. 1870), welche aber nicht nur die friiher theil- 
weise gelegten Keime weiter entwickelte, sondern auch die ersten Ansiitze 
zu fast allen spiter zur Entfaltung gekommenen Ideen aus der Verwandt- 
schaftslehre schon deutlich erkennen lisst. 

Es handelt sich um den oben genannten Complex, der, specialisirt 
schon bei Binet und Chasles auftretend, allgemein von Reye als Er- 
zeugniss zweier collinearer riumlicher Systeme 1868 discutirt worden 
war, hier aber, wovon sein spiterer Name, als Gesammtheit der Geraden 
auftritt, welche die Seitenflichen eines Tetraeders nach constantem Doppel- 
verhiltniss schneiden. Bei Lie stellt sich als fundamentale Thatsache 
die Ableitung seiner Higenschaften aus den Transformationen dar, welche 
der Complex in sich erleiden kann: den oo* vertauschbaren Collinea- 
tionen des Raumes, welche sein Fundamentaltetraeder unverindert lassen — 
einer continuirlichen Schaar von Transformationen, die eine _,,endliche“, 
d. h. von einer endlichen Anzahl] von Parametern abhingige, ,,Gruppe“ 
bilden. Das Charakteristische fiir Lie ist, dass ihm gar nicht mehr 
der Geradencomplex an sich das geometrische Object der Betrachtung 
bleibt; vielmehr wendet er seine Transformationen auf irgend ein 
weiteres Element: eine Raumcurve, eine Flache, an und erzeugt hier- 
durch neue Gebilde (Gattungen) von dreifach unendlichen Schaaren von 
Elementen, die alle als covariante Gebilde zum Complex und Tetraeder 
beziiglich der Transformationsschaar angesehen werden. Hierin geht Lie 
tiber seine beiden urspriinglichen Quellen, Monge’s analytische Erzeugungen 
von Gebilden und die Ortsconstructionen der projectiven Geometrie, weit 
hinaus; hauptsiichlich dadurch, dass er mit Pliicker die Willkiirlichkeit des 
Raumelements, auch innerhalb des Geradencomplexes, betont. So theilt er 
die von Complexgeraden umhiillten Raumcurven in Gattungen, unter denen 
dann die Punkte des Raumes nur eine specielle bilden, und von denen 
wieder jede Gattung die andere durch Umbhiillung erzeugt; indem drei 
sich beriihrende Complexcurven immer zugleich ihre Osculationsebene 
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gemeinsam haben, wird jede dieser Curven durch ,,Rollen“ von einfach 
unendlich vielen einer andern Gattung erzeugt. Weiter aber werden Trans- 
formationen erértert, welche jede dieser Gattungen in jede andere iiber- 
zufiihren erlauben, und zwar jede durch eine Gattung erzeugte Complex- 
curve oder -fliche in eine durch irgend eine zweite Gattung erzeugte 
solehe Curve oder Fliaiche; und es wird schon von den algebraischen Haupt- 
tangentencurven dieser Complexflichen gehandelt. 

Die hier von Lie angewandten Transformationen sind alle, in noch 
deutlicherer Weise, als in der Imaginirarbeit, das was er spiater als 
»Beriihrungstransformationen“ bezeichnet hat, und zwar solche von jeder 
existirenden Art, endliche und sogar ,,unendliche“ Gruppen, ohne dass 
freilich diese Gruppenbegriffe selbst, oder auch nur die spiteren Lie’schen 
Begriffe von ,,vereinigten Flachenelementen“ hier schon explicit hervortriaten. 
Wohl zu bemerken ist aber, dass die dem Complexe angehérigen Flichen, 
im Wesentlichen die tetraedralsymmetrischen Flichen von De la Gournerie 
(1867), in ihrer mehrfachen Erzeugung als Verallgemeinerung vieler be- 
kannten Flichen, so der Centrafliichen, erscheinen und als Transformation 
der Minimalfldichen aufgefasst werden kénnen, in die sie durch logarith- 
mische Abbildung iibergehen — eine Bemerkung, die Lie sehr bald 
darauf (Sommer 1870) machte, als er sich mit seiner Geraden-Kugel- 
Transformation zu beschiftigen anfing, die aber erst 1879 (,,Weitere 
Untersuchungen iiber Minimalflichen“, Archiv IV) ausgefiihrt wurde [nach 
einer der Gesellschaft von Christiania den 5. Juli 1870 eingereichten, aber 
ungedruckt gebliebenen Note; vgl. die Andeutungen im ,,Résumé“, Forh. 1872]. 
Auch die Auffassung des Liniencomplexes als eine partielle Differential- 
gleichung erster und eine solche zweiter Ordnung definirend, der Complex- 
flichen als deren Integralflachen, ist hiernach dem Sommer 1870 zuzu- 
weisen [entgegen einer Bemerkung Lie’s im Math. Ann. XXIV, p. 540}. 


Dieser Sommer 1870, den Lie bis zum Ausbruch des Krieges in Ge- 
meinschaft mit Klein in Paris verlebte, ist iiberhaupt als die Glanzzeit 
fiir seine ersten Conceptionen zu bezeichnen. Zuniichst entstanden die 
gemeinsamen Noten ,,Sur une certaine famille de courbes et de surfaces“ 
(C. R. vom 6. und 13. Juni), welche die in der Note iiber den Reye’schen 
Complex noch iibersehenen Raumcurven, bezw. Flichen betrachten, die 
durch eine continuirliche geschlossene Schaar von oo', bezw. oO%, der 
linearen Tetraeder-Transformationen in sich iibergehen, die ,, W-Curven und 
-Flaichen“, eine Bezeichnung, die von dem Staudt’schen ,,Wurf* abgeleitet ist 
und den ,,courbes anharmoniques“, nach dem spiiteren Ausdrucke Halphen’s, 
entspricht. Die Curven sind die Integralcurven eines Systems gewdhnlicher 
linearer Differentialgleichungen mit linearen Coefficienten, das eben nichts 
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weiter aussagt, als die in der Transformationsschaar enthaltene ,,infinitesi- 
male“ Transformation. Hier tritt dieser fiir Lie so wichtig gewordene Begriff 
zum ersten Male bei ihm auf, abgeleitet aus dem der continuirlich von 
einem Parameter abhingigen Schaar. Freilich war der Begriff selbst 
schon lange vorher von Sylvester in der Theorie der linearen Transforma- 
tionen der Formen, zur Ableitung der die Invarianten definirenden par- 
tiellen Differentialgleichungen, eingefiihrt worden. 

Was aber als Fortschritt zu betrachten ist, ist der Hinweis auf gewisse 
weitere Differentialgleichungen, welche durch die Kenntniss der Transfor- 
mationsschaar und ihrer W-Curven von selbst mitintegrirt werden, derjenigen 
niimlich, deren Integrale durch die Schaar in ebensolche tbergefiihrt 
werden; in den Noten freilich nur andeutungsweise, explicit erst in der 
in diesen Annalen, IV, vom Marz 1871, publicirten Ausfiihrung tiber die 
ebenen W-Curven. Man braucht nur, wenn 7 = const. die Trajectoriencurve 
der infinitesimalen Transformation ist, 7 als neue Variable einzufiihren, um 
die Zuriickfiihrung auf Quadratur zu erkennen. Indem die Ausfiihrung in 
Ann. IV so alle fiinf Classen von linearen co*-Gruppen der Ebene discutirt, 
ergeben sich zwar als W-Curven an sich nur bekannte Curven, wie die 
logarithmische Spirale, aber mit theilweise neuen Eigenschaften, und die 
bekannten werden allgemeinen Gesichtspunkten eingeordnet. Und dann wird 
auch ein Grund des Erfolgs der Integrationsmethode erkannt: die Einfitihrung 
von 9 ist schon eine Art von Vorausnahme des viel spiiteren Begriffs der 
Differentialinvarianten. Uebrigens gehért eine noch directere Verwendung 
der Hiilfs-Differentialgleichung, ohne deren vorgingige Integration, auch 
einer spiitereu Zeit an (s. unten, 8.26). Der Lie’sche Gedankengang war der, 
die oo® Collineationen des Raums mittelst logarithmischer Abbildung durch 
die oo® Translationen eines zweiten Raums zu ersetzen; und hieraus ent- 
standen die in der genannten ungedruckten Note vom Juli 1870 zuerst 
auftretenden Translationsfliichen. 

Leider ist die fiir die Annalen beabsichtigte Ausfithrung auch der 
rdumlichen Betrachtungen der C. R.-Noten nicht fertig gestellt worden. 
Aus den noch vorhandenen Bruchstiicken von Entwiirfen,*) wie aus der 
zweiten Note selbst, geht hervor, dass der Zusammenhang der Complexe 
von W-Curven und -Flichen mit den partiellen Differentialgleichungen, 
insbesondere fiir Satze wie der, dass die W-Curven einer W-Fliche Haupt- 
tangentencurven auf derselben sind, in Lie’s Geist schon véllig entwickelt 
war, sodass diese Arbeit einen wichtigen Durchgangspunkt zu den sogleich 
zu besprechenden Entwicklungen, welche in Annalen V zusammengefasst 
worden sind, bildet. Weiterhin wird in diesen Entwiirfen die Ausdehnung 


*) Im Besitze des Herrn Klein. 
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der projectiven und Reciprocitits-Begriffe vom Endlichen auf Linien- und 
Flichenelement, also auch auf das ganze differentielle Gebiet (die spatere 
Theorie der Beriihrungstransformationen) schon sehr deutlich; und es tritt 
der Begriff der infinitesimalen Transformation und der Transformations- 
gruppe, wenn auch in specieller Form, noch mehr in den Vordergrund, als 
in der eben angefiihrten Annalenarbeit, welche die Curvencomplexe selbst, 
also die erzeugten Gebilde, zum Ausgangspunkt nimmt. 

Die hier hervorgehobenen Ideen der gemeinsamen W-Noten, mit Aus- 
nahme der letzterwahnten Begriffe, gehéren Lie allein an, wahrend die in- 
variantentheoretischen Beziehungen und das auf Specialisirungen des Grund- 
tetraeders Beziigliche auf Klein zuriickgeht. Gleichvertraut war beiden das 
Operiren mit linearen Substitutionen; und die Einfiihrung des Begriffes der 
Abgeschlossenheit der Transformationsschaar, wie des der Vertauschbarkeit, 
ist auf den Einfluss der Galois’schen Ideen zuriickzufiihren, die damals 
im Gebiete der discontinuirlichen Substitutionsgruppen durch das eben 
erschienene Werk von C. Jordan, und den ein Jahr vorher in diesen 
Annalen (Bd. I) auf Veranlassung von Clebsch veréffentlichten Commentar 
verbreitet wurden. Waren ja doch diese Ideen, die auch zu den in der 
Zahlentheorie gebrauchten Begriffen von linearen Gruppen offene Analogien 
darboten, schon von Jordan selbst ebenfalls 1869 auf das Gebiet aller 
Gruppen von Bewegungen des Raums, der continuirlichen wie der dis- 
continuirlichen, angewandt worden (Annali di Mat., ser. 2, II), doch ohne 
dass hierbei die analytische Seite in Betracht gezogen worden wire. 


Noch nach anderer Richtung sollten die damaligen Untersuchungen 
der franzésischen Mathematiker fiir die beiden Forscher von nachhaltiger 
Wichtigkeit werden, indem sie zugleich bei Lie eine verwandte Saite 
beriihrten. In der von Liouville, Lamé, J. A. Serret, Bonnet tiberkommenen 
Tradition bearbeitete man in Paris das Gebiet, welches nach Monge und 
Poncelet als Application de ]’Analyse & la Géometrie bezeichnet werden kann; 
und zwar war das Interesse vorzugsweise den Massverhdiltnissen der Flachen 
zugewandt: den Kriimmungscurven, den Orthogonalsystemen, etc. Und 
eine ganz analoge Richtung verfolgte man zugleich von projectiver Seite 
her, im Kreise der Schiiler Chasles’s: hier versuchte man, durch Heran- 
ziehen des imaginaéren Kugelkreises auch complicirte Massverhiiltnisse 
einem besseren Verstiindniss und einer allgemeinen Behandlungsweise 
zuganglich zu machen. Beide Richtungen trafen in den Untersuchungen 
der ,,Anallagmatiker* — Laguerre, Moutard, Darboux — zusammen; es 
war ein Vorgang, der als ein Spiegelbild von Lie’s eigener an Monge und die 
projective Geometrie anschliessender Entwicklung auf diesen sonst schwer 
zuginglichen Forscher tiefen Eindruck machen musste. Zudem kamen 
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die beiden Freunde gerade mit Darboux sogleich in naheren persdnlichen 
Verkehr. 

Zwischen den Entwicklungen der anallagmatischen Richtung, die sich 
auf eine Art von Kugelgeometrie bezog, und denen der Liniengeometrie — 
z. B. zwischen den von Darboux miindlich mitgetheilten Formeln fiir das 
Orthogonalsystem der confocalen Cykliden und den Klein’schen Formeln 
fiir die cot zur nimlichen Kummer’schen Brennfliche gehérigen Complexe 
zweiten Grads; oder zwischen den Translationseigenschaften der Minimal- 
flichen und Eigenschaften der beim Reye’schen Complex auftretenden 
Lie’schen Flachen — herrschte eine unverkennbare Analogie. Sollte nicht 
ein Uebertragungsprincip existiren, welches zwischen beiderlei Betrachtungs- 
weisen vermittelte? 

Lie erinnerte sich an seine Beschiiftigung mit der Abbildung des linearen 
Complexes auf den Punktraum, an den hierbei in diesem Raume auf- 
tretenden ausgezeichneten Kegelschnitt; ein Schritt weiter: die Verlegung 
des Kegelschnitts in den Kugelkreis, und die merkwiirdige Beriihrungs- 
transformation, welche die Geraden eines Raumes R, in die Kugeln eines 
Raumes R, iiberfiihrt, und damit, als Umbhiillungsgebilde, die Haupt- 
tangentencurven der Flachen von R, in die Kriimmungscurven der Flaichen 
von R,, stand da! 

Es war Anfang Juli, dass Lie diesen entscheidenden Schritt that, 
von dem er aber erst am 31. October der Pariser Akademie Mittheilung 
machen konnte (C. R.: ,Sur une transformation géométrique“; unter dem 
24. October der Ges. von Christiania in der am 9. December erschienenen 
Note: ,Om en Classe geometriske Transformationer“). Zur volleren 
Wiirdigung desselben muss man hier noch den Inhalt der ungedruckten 
Note vom Juli 1870 heranziehen; daselbst soll schon [ef. ,,Kurzes Résumé etc.“ 
in Forh. von 1872, S, 24] der Reye’sche Complex ausdriicklich als 
partielle Differentialgleichung 2‘ Ordnung aufgefasst sein — nimlich als 
alle Flaehen definirend, deren beide Haupttangenten in jedem Punkte 
harmonisch liegen zu den beiden Erzeugenden des Complexes in ihrer 
Ebene; wobei denn die zum Complex gehirige partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung, welche den jedem Punkt zugeordneten Complexkegel 
darstellt, ein singulires Integral jener Gleichung zweiter Ordnung wird; 
und ebenso sollen die dem Complex angehérigen reciproken Beziehungen 
als Beriihrungstransformationen ihrer Integralflichen betrachtet sein. 

In der That hatte Lie sich im Sommer 1870 intensiv mit Monge’s 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen befasst: mit dessen Eigenart, 
einerseits eine Reihe sehr allgemeiner geometrischer Begriffe, wie den der 
Erzeugung von Flichen durch Umhiillung, weiter auszubilden und die 
Gesetze dieser Erzeugung durch partielle Differentialgleichungen auszu- 
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driicken; andrerseits die Integrationen von solchen Gleichungen auf jene 
geometrischen Begriffe zuriickzufiihren. An der Hand dieser Anschauungen 
kam nun Lie zuerst ein Begriff zur Klarheit, der seiner bisherigen Denk- 
weise mehr unbewusst zu Grunde gelegen: der Gedanke des Fiéchenele- 
mentes, des Grésseninbegriffs (2, y,2,p= os Ae De iy) als des eigentlichen 
Elementes der ganzen Theorie. Mit diesem neuen Begriff suchte Lie zuerst 
in Monge’s Ideen, spiiterhin auch in Cauchy’s Integrationsverfahren ein- 
zudringen; vor Allem in die Thatsache, dass zur Integration einer partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung F(z, y, z, p,q) = 0 schon die Integration 
des bekannten kanonischen Systems von gewdhnlichen Differentialgleichungen 
1** Ordnung zwischen 2, y, 2, p,q, auf welches jedes Integrationsverfahren 
zuerst fiihrt, geniigt. Die allgemeine Aufgabe stellt sich fiir Lie dahin, die 
oo* Flachenelemente, die durch F = 0 definirt sind (also zu jedem Punkte 
des Raums eine Kegelhaube von solchen), entsprechend der Lagrange’schen 
»vollstindigen Lésung“ auf co? Elementvereine von je co? Elementen zu 
vertheilen. Wie er etwas spiiter erkannte, brauchen iibrigens diese Vereine 
nicht gerade Flichen zu bilden, sondern deren consecutive Elemente haben 
nur die Gleichung dz — pdx — q dy =O zu befriedigen, d. h. miissen in der 
Art ,,vereinigt“ liegen, dass immer das successive Element durch den Punkt 
des vorhergehenden geht. Wiahrend nun jenes kanonische System fiir Monge 
nur oo® Punktkurven als ,,Charakteristiken“ definirt, die je die Richtung 
der Erzeugenden der Kegelhauben haben, definirt dasselbe System fiir Lie 
oo* ,charakteristische Streifen“, nimlich jene Curven, je verbunden mit 
den oo’ Flachenelementen von F =O, die sich an die Linienelemente 
einer solchen Curve anschmiegen. Diese Auffassung fiihrt Lie dann zur 
Einsicht: dass, wenn fiir zwei benachbarte charakteristische Streifen bei 
einer Stelle die entsprechend benachbarten Flichenelemente von F' = 0 
vereinigt liegen, dies lings der Ausdehnung der beiden Streifen iiherhaupt 
geschieht. Und von dieser Grundlage aus iibersieht er den ganzen Inhalt 
und Umfang, welche irgend ein Integrationsverfahren von F = 0 haben 
kann: indem man von irgend einem nicht-charakteristischen Streifen — 
d. h. irgend eimer Curve mit F’'— 0 zugehdrigen Flichenelementen, bei 
Cauchy von einer Anfangscurve in yO — ausgeht, und von jedem 
Element desselben den hier auslaufenden charakteristischen Streifen zieht, 
erhilt man immer eine Integralmannigfaltigkeit, und zwar die allgemeinste, 
wenn man die Ausgangscurve beliebig andert. Die Integration ist also 
nur zur Bildung dieser co’ charakteristischen Streifen erforderlich, wahrend 
die zu Grunde gelegte Ausgangscurve die willkiirlichen Elemente mit sich 
bringt. Insbesondere kénnte man auch, mit Jacobi, die von einem fest- 
gewiahlten Punkte ausgehenden charakteristischen Streifen zusammenfassen. 
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Diese Grundauffassung Lie’s, welche die Integralausdriicke mit zwei 
Variabeln auf solche mit nur einer Variabeln zuriickfihrt, die willkiirliche 
Zusammenfassung der Streifen zu Flichen aber als blosses Corollar behandelt, 
ist, mit den Anwendungen auf die nun zu besprechenden Abbildungen 
und die weiteren Problemstellungen Lie’s, bis jetzt von den Differential- 
geometern vielleicht noch zu wenig benutzt worden. Uebrigens ist sie in 
der angefiihrten Schlussform auch bei Lie nur nach und nach entstanden, 
indem noch die Abhandlung in Annalen V (1871) die Integralflaichen von 
F =O nur als Zusammenfassung von irgend co! Charakteristikencurven, 
die eine Curve umhiillen, aufnimmt, fiir den Begriff des ,,Streifens“ aber 
noch keinen besonderen Ausdruck hat; ein solcher tritt vielmehr nur erst 
in einer der Christiania-Gesellschaft im Sept. 1871 iiberreichten ungedruckten 
Note und in den spiiter zu besprechenden Noten vom Frihjahr 1872 
explicite auf. Auch hat die Betrachtungsweise ihren Vorliufer in dem Lie 
seit 1871 bekannt gewordenen Werke P. du Bois-Reymond’s von 1864,*) 
in welchem der Begriff des Streifens, unter der Bezeichnung _,,Integral- 
streifen“, und dessen Bestimmung durch ein Anfangselement, geometrisch 
entwickelt und benutzt wird, wenn auch nicht so allgemein und umfassend 
wie bei Lie. 

Zuniichst verband Lie diese Gedankenrichtung nur mit den Begriffen 
der Pliicker’schen Geradencomplexe. Indem er damit an die Abbildung 
des linearen im Raume R, gelegenen Complexes auf den Punktraum R, 
herangeht, erkennt er, dass sie durch zwei lineo-lineare Gleichungen ge- 
leistet wird; dass aber durch solche in den beiden Riumen Liniencomplexe 
entstehen, deren Geraden je den Punkten des andern Raumes zugeordnet 
sind, und die im Allgemeinen zwei Reye’sche Complexe werden. Ein 
Complex m‘" Grades nun bestimmt ihm ein Integrationsproblem, namlich 
in jedem Punkte x, y, 2 einen Kegel m‘" Grades, d. h. co! Richtungen 
dx:dy:dz und damit eine Gleichung f(s, y, 2, dx, dy, dz) = 0, die Glei- 
chung fiir die Charakteristikenrichtungen einer partiellen Differentialglei- 
chung 1" Ordnung, welche die Gleichung jenes Kegels in Ebenencoordi- 
naten ist; und deren Integration verlangt, alle Flichen anzugeben, die in 
jedem ihrer Punkte den beziiglichen Kegel beriihren. Die Correspondenz 
zwischen R, und R,, auf die Lie hier gefiihrt wurde, hat zugleich das 
Besondere, dass Complex-Curvenrichtungen der beiden Riume eindeutig 
einander zugeordnet werden, und zugleich reciprok, insofern, wenn man 
zwei sich entsprechende Complexcurven betrachtet, immer irgend eine von 
beiden als von den Punkten ihres Raumes erzeugt, die andere als von den 
entsprechenden Complexgeraden umhiillt angesehen werden darf. Von zwei 


*) Beitrige zur Interpretation der partiellen Differentialgleichungen mit drei 
Variabeln. Erstes Heft. Leipzig 1864. 
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sich entsprechenden Flichenelementen wird das eine ganz beliebig, insofern 
als, wenn ein Punkt sich auf einer Fliche bewegt, die entsprechende 
Gerade wieder eine Fiche umhiillt: die Brennfliche der durch sie erzeugten 
Congruenz. 

Lie zégert aber nicht, diese Betrachtungen in ihrer generellen Be- 
deutung aufzufassen und baut daraus seinen allgemeinsten Begriff einer 
Beriihrungstransformation auf. Zu den altbekannten Transformationsarten, 
bei denen Beriihrung eine invariante Beziehung ist: der gewdhnlichen 
durch drei Gleichungen zwischen den Coordinaten vermittelten Punkt- 
transformation, und der mittelst eimer aequatio directrix von Pliicker 
dargestellten reciproken Punkt-Flichen-Transformation, speciell der dua- 
listischen Verwandtschaft, trat hier eine durch zwei lineare Gleichungen 
vermittelte reciproke Transformation, eine ganz neue Art, mit Eigen- 
schaften der Beriihrung, der Zurtickfiihrbarkeit auf gewéhnliche und par- 
tielle Differentialgleichungen, die alle, wie aus seinem Begriff des Flichen- 
elementes (xyzpq) hervorgeht, erhalten bleiben, wenn man die zwei linearen 
Gleichungen durch zwei ganz beliebige Gleichungen zwischen zwei Werth- 
systemen 2, ¥, 2,3 X_Y_%_ ersetzt: eine Punkt-Curven-Transformation. Zugleich 
erkennt Lie, indem er alle Beriihrungstransformationen zwischen zwei 
Raumen als durch fiinf Gleichungen zwischen 2,y,2,p,q, UNd 22 Yo %PoQ 
gegeben auffasst, aus denen die p,q zu eliminiren sind: dass es keine 
anderen solche Transformationen geben kann, als die drei eben vom 
Punktstandpunkt aus charakterisirten Arten. 

So grundlegend fiir Lie’s spitere Thitigkeit diese Generalisirungen 
wurden, so interessant gestaltete sich sogleich die Anwendung auf das 
speciell-vorliegende Problem. Die Specialisirung ging dahin, dass, statt 
der allgemeinen tetraedralen Complexe, in R, der allgemeine lineare Com- 
plex L, in R, der ,Minimalcomplex* M, d. h. der Complex der den 
Kugelkreis schneidenden Geraden, der ,,Minimalgeraden“ oder Geraden von 
Linge Null, gesetzt wurde. Nun gehen die Punkte einer beliebigen Geraden 
von R, in die eine Schaar imaginiirer Geraden einer Kugel von R, iiber — 
die freilich, umgekehrt, durch ihre zweite Schaar noch auf eine andere 
Gerade von R, abgebildet wird —, die sich an die Gerade von R, an- 
schmiegenden Flichenelemente in die Flaichenelemente der Kugel von R,. 
Die Geraden irgend eines linearen Complexes von R, transformiren sich 
in die Kugel von R,, welche eine feste Kugel unter constantem Winkel 
treffen, senkrecht, wenn jener Complex mit JL ,,involutorisch“ lag; sich 
schneidende Gerade in sich beriihrende Kugeln. Die Gesammtheit der 
projectiven Transformationen des Raumes R, geht in die der Kugeltrans- 
formationen in FR, iiber, von denen solche aller Arten auftreten: die 
gewéhnlichen Bewegungen, vor Allem die Transformationen durch reciproke 
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Radien und Paralleltransformationen — also eine auf ihre Fundamente zuriick- 
gefiihrte vollstindige Analogie zwischen der Geraden- und Kugelgeometrie, eine 
merkwiirdige intimste Beziehung zwischen der allgemeinen projectiven und 
zwischen der metrischen, auf reciproke Radien gegriindeten Geometrie. Es 
war zugleich die erste, wirkliche Geometrie mit der Kugel als Element; 
geometrisch durch die Unterscheidung der beiden Geradenschaaren der Kugel 
(Vorzeichen des Radius) iiquivalent der spiiteren Laguerre’schen Auffassung 
der Semisphiren, eine Unterscheidung, welche die darauf folgende 
Darboux’sche und die spitere Reye’sche Kugelgeometrie nicht treffen. 

Dazu gesellte nun Lie noch infinitesimal-geometrische Betrachtungen, 
die ihm die zu einem Complex von oo* Curven gehdrige partielle Dif- 
ferentialgleichung 1** Ordnung neu interpretirten: dass nimlich irgend 
eine von solchen Curven umhiillte ,,Complexcurve“ in jedem ihrer Punkte 
nicht nur in der Richtung einer Erzeugenden des zugehirigen Kegels 
lauft, sondern auch dessen Tangentenebene zur Schmiegungsebene hat; 
dass also die Integralfliichen in jedem ihrer Punkte von den beriihrenden 
Complexcurven osculirt werden und insbesondere, wenn der Complex ein 
Geradencomplex ist, dessen Geraden zu Haupttangenten, ihre charakte- 
ristischen Curven zu Haupttangentencurven haben. 

Und gleich das erste Ergebniss dieser Anschauungen erdffnete die 
weitesten Perspectiven und war geeignet, einen kraftigen Anstoss zur 
Verfolgung dieser Theorien zu geben: eine Abbildung der Hawpttangenten- 
curven der Flachen von R, auf die Krii gscurven der Flichen von R,. 
In der That sind, nach einer in Forh. 1882 ausgesprochenen Formulirung, 
diese beiden Curvenarten als Ort von co! Flichenelementen anzusehen, 
unter denen je zwei consecutive einer Geraden, bezw. einer Kugel an- 
gehéren. So ergaben sich, da die franzésischen Mathematiker die Kriim- 
mungscurven der Cykliden bestimmt hatten (C. R. t. 59), auf der Kummer’- 
schen Fliche 4** Ordnung und 4%" Classe die Haupttangentencurven als 
algebraische Curven 16 Ordnung und Classe: Curven, welche, wie Klein 
sodann erkannte, mit einem von ihm in Math. Ann. II behandelten, aus 
der EKigenschaft der Fliche als Singularitatenfliche von oo’ Complexen 
zweiten Grades fliessenden, Curvensystem identisch waren. 

Unter den mannigfaltigen Richtungen, nach denen Lie diese Dinge ver- 
folgte — so durch Untersuchung derjenigen partiellen Differentialgleichungen 
1** Ordnung, deren charakteristische Curven Kriimmungscurven sind; 
ferner, mittelst Betrachtung der Kriimmungsmittelpunktsflichen, derjenigen 
Gleichungen, deren charakteristische Curven geodiitische Curven werden; 
oder auch durch Betrachtung von Liniencomplexen mit infinitesimalen Trans- 
formationen in sich, als Erweiterung der friiheren W-Theorie — miissen wir 
noch eine hervorheben: die Aufstellung einer jeweils zugehérigen partiellen 
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Differentialgleichung 2’. Ordnung. Sie tritt auf, wenn man die Flachen 
sucht, welche an jeder Stelle drei consecutive Punkte mit einer Complex- 
curve der Gleichung 1‘* Ordnung gemein haben, oder deren Haupt- 
tangentencurven harmonisch liegen zu zwei Complexrichtungen; wenn man 
also die Flachen sucht, welche irgend oo der Charakteristiken der Glei- 
chung 1** Ordnung enthalten. MHierbei erscheinen die bekannten Glei- 
chungen von Monge-Ampére und deren Nachfolgern, mit der Reduction 
durch eine Beriihrungstransformation auf eine in den zweiten Differential- 
quotienten lineare Form, in neuem Lichte; und Lie verfolgt den besonderen 
Zweck, alle derartigen Gleichungen anzugeben, welche ein oder zwei erste 
allgemeine Integrale haben. Reichste Ausfiihrungen finden sich in Lie’s 
Noten in den Forh. von 1871: ,,Over en Classe geometriske Trans- 
formationer“, von denen die beiden ersten Abschnitte, in norwegischer 
Sprache, Lie 1871 als Doctordissertation und MHabilitationsschrift in 
Christiania gedient haben, wihrend die iibrigen Abschnitte, wie fast alle 
Arbeiten Lie’s, in deutscher Sprache geschrieben sind; und in der in 
diesen Annalen, Bd. V, im Herbst 1871 erschienenen grossen Abhandlung: 
»Ueber Complexe, insbesondere Linien- und Kugel-Complexe, mit An- 
wendung auf die Theorie partieller Differentialgleichungen“. Zusammen- 
fassend sind die in diesen Arbeiten zur Geltung gekommenen, beherrschen- 
den Gedanken Lie’s: die Zugrundelegung des Fldchenelementes, der Begriff 
der Beriihrungstransformation, die Aufstellung aller solcher, ohne und mit 
Wechsel des Raumelements, die Durchdringung der Monge’schen Ideen- 
bildungen mit diesen geometrischen Begriffen, ihre ausgiebige Verwendung 
fiir metrische Differentialverhaltnisse der Flachentheorie und fiir die Auf- 
fassung der partiellen Differentialgleichungen. 


Lie hatte Anfangs August bei Beginn des Krieges Paris verlassen, um 
zu Fuss nach Italien zu wandern, wurde aber schon in Fontainebleau irr- 
thiimlicherweise als Spion verhaftet und einige Wochen festgehalten. Seine 
Weiterreise fiihrte ihn dann iiber Italien und die Schweiz, und auf dem 
Riickweg nach Christiania traf er nochmals kurz mit Klein zusammen, um 
eine gemeinsame, in den Berichten der Berliner Akademie vom 15. December 
1870 erschienene Note iiber die oben erwihnten Haupttangentencurven der 
Kummer’schen Fliche zusammenzustellen. Dass die gestaltlichen Betrach- 
tungen derselben, wie auch die Bestimmung der Pliicker’schen Zahlen der 
Curven, Lie nicht angehéren, ist charakteristisch fiir die Art seiner geo- 
metrischen Denkweise. Sicherlich wird man ihn, der bisher in seinem ganzen 
Gedankengange und in seinen Darstellungen den freiesten Gebrauch von 
Raumanschauungen gemacht, der aus solchen Anschauungen heraus die 
analytischen Forschungen aufgefasst und mit neuen Ideen iiber Trans- 
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formationen und differentielles Verhalten der Mannigfaltigkeiten durch- 
setzt hatte, dessen Bedeutung sogar zum grossen Theile gerade darauf 
beruht, dass er die ganze Beweglichkeit der projectiv-algebraischen Be- 
trachtungsweisen, welche auch das complexe Gebiet im vollen Umfang in 
unserem Raum zulassen, ohne Weiteres auf das Differentielle und Tran- 
scendente anwendet, in erster Linie nicht als Analytiker, sondern als 
Geometer zu bezeichnen haben. Aber seine Anschauung bezieht sich eben 
auch nur auf dieses Verhalten von Gebilden im Unendlich-Kleinen oder 
begrenzten Gebiete. Das concrete Bild einer Gesammt-Mannigfaltigkeit in 
ihrer Gestalt, d. h. in ihren endlichen Formenbeziehungen, deren Wechsel 
bei variabeln Parametern, die Realitiitsfragen iiberhaupt, haben Lie nie 
interessirt. In jenem Gebiet aber, das in den geometrischen Elementen 
und Operationen nur eine Versinnlichung, eine Zusammenfassung von ganz 
abstracten Begriffsbildungen, oft von den complicirtesten, sieht, war Lie 
Meister. Bezeichnend ist, dass Lie sich von vornherein nie auf das Alge- 
braische beschrinkte, sondern nur einen allgemeinen Functions- oder Abhingig- 
keitsbegriff benutzte, der geometrisch eben mit reinen Mannigfaltigkeits- 
begriffen zusammenfiel und dem erst spit einige Merkmale der analytischen 
Function zugefiigt wurden. Aber einen Vortheil begrifflich-geometrischer 
Auffassung analytischer Beziehungen hat Lie wie kein Anderer ver- 
werthet: was in den Methoden der Formelsprache, die je besondere Ele- 
mente auszeichnen, oft die verschiedenartigste Darstellung annimmt, 
fallt, als begrifflich Gleiches, ihm unter einheitlichen Gesichtspunkt — 
wie sich ihm etwa die vom Standpunkt der Punktcoordinaten so ver- 
schiedenartigen Gebilde: Punkt, Curve, Fliche unter dem Grundbegriffe 
der Flachenelement-Erzeugung zusammenordnen. Seine Raumauffassungen, 
die er seine ,synthetische‘ Methode zu nennen pflegte, werden in ihm 
wahrhaft schépferisch anregend zu neuen Grundbegriffen. 

Indess mag hierbei darauf hingewiesen werden, dass Lie, wie es scheint, 
seine geometrischen Begriffe doch nicht so weit differentiell ausgebildet 
hat, dass sie auch das Verhalten aller Beriihrungstransformationen an 
speciellen Stellen, wo sie unbestimmt werden, umfassen, wobei der im 
allgemeinen geltende Begriff der Invarianz von Beriihrung seine unmittel- 
bare Bedeutung andert; und doch ist diese Ausbildung im Anschluss an 
Pliicker méglich und liegt auch im Wesentlichen geleistet vor. Auch das 
hingt mit dem Umstande zusammen, dass Lie bei seinen Transformationen 
erst nur einen unbestimmten Functionsbegriff, spiiterhin einen beschrinkten 
Giiltigkeitsbereich, ohne analytische Fortsetzung, im Auge hat. 

Der auf allgemeinen Mannigfaltigkeitsbegriffen beruhenden Denkweise, 
wie sie unter den Geometern seit Ende der sechziger Jahre mehr und 
mehr Gemeingut geworden ist, ist nun die Richtung zuzuschreiben, welche 
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die Fortbildung von Lie’s Ideen iiber Beriihrungstransformationen in den 
beiden folgenden Jahren nimmt: 1871, in Ausgestaltung der Kriimmungs- und 
Orthogonaltheorien der Kugelgeometrie, auf eine Kriimmungstheorie hiherer 
Réume; von hier aus, 1872, auf ein geometrisches Eindringen in die Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen 1°” Ordnung von mehr als drei Variabeln. 

Die erstere Ausbildung ist in einigen Noten Lie’s (in den Gitt. 
Nachr. vom Mai und November 1871, und in der ungedruckt gebliebenen, 
Sept. 1871 der Akad. von Christiania iiberreichten), welche analogen Noten 
von Klein folgen, niedergelegt. Wenn Klein (Gétt. Nachr. Marz 1871) 
das Dupin’sche Theorem auf Involutionsbeziehungen an Liniencomplexen 
principiell iibertragt, indem er den Pliicker’schen Geradenraum als metrischen 
Punktraum von vier Dimensionen auffasst, so verallgemeinert nun Lie um- 
gekehrt die Kriimmungsbeziehungen selbst, deren Element die Kugel ist, 
auf den Punktraum von » Dimensionen (R,), und stellt durch die oot! 
Kugeln desselben und ihre ,,.Involutionsbeziehungen“ eine Beziehung zur 
metrischen Geometrie des R,+; her (gleichsam durch Schnitt der Minimal- 
kegel des R,4; mit einem ebenen R,), wobei die conformen Transforma- 
tionen des R,4; in solche Beriihrungstransformationen des R, iibergehen, 
welche Kriimmungscurven in ebensolche iiberfiihren, und zwar in die all- 
gemeinsten dieser Kigenschaft. Die Darboux’sche Methode zur Uebertragung 
von Orthogonalsystemen (C. R. Aug. 1869) ist hiervon verschieden. Wie 
jede dieser ersten Arbeiten Lie’s einen Ideenfortschritt aufweist, so auch 
die zwei Géttinger Noten, indem sie nicht nur die Ueberleitung zu der 
oben genannten Theorie von 1872 bilden, sondern auch, wenn auch noch 
in schiichterner Weise, zum ersten Male die in den W-Noten concipirten 
Ideen mit bewusster Betonung in allgemeine gruppentheoretische Operationen 
umsetzen, so wenn Lie aus einer endlichen Zahl infinitesimaler Opera- 
tionen die endliche Gruppe der friiher genannten ,,inearen Kugeltrans- 
formationen“ des R,, mit 15 Parametern, erzeugt. 

Eine dritte fiir die Gétt. Nachr. bestimmte Note iiber den R,, welche, 
in Erweiterung der Arbeit in Annalen V, die Integrationsfragen noch 
scharfer betonen sollte,*) unterblieb, da sich bei Lie um diese Zeit die Ideen 
zu rasch fortbildeten, als dass er Musse zu ihrer ausfihrlichen Be- 
arbeitung hiitte finden kénnen. Dass alle diese Probleme der metrischen 
Geometrie nur Specialfille der allgemeinen Theorie der partiellen Dif- 
ferentialgleichungen vorstellen, zu deren Behandlung auch bei generellster 
Fragestellung seine geometrischen Mittel sehr wohl ausreichen wiirden: 
das war die Ueberzeugung, die sich ihm immer mehr aufdrangte. Wenn 
er bislang mit seinen neuen Vorstellungen nur die Monge’schen Probleme 


*) Kin Entwurf von Mai 1872 befindet sich in den Hiinden des H. Klein. 
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erfasst hatte, so musste jetzt sein Ziel werden, mit Hiilfe der zuletzt 
gewonnenen geometrischen Begriffserweiterungen der allgemeinen Ortho- 
gonalitiits- oder Involutionsbeziehungen, in die Entwicklungen der Ana- 
lytiker, wie Cauchy und Jacobi, iiber partielle Differentialgleichungen mit 
nm —1 unabhingigen Variabeln einzudringen. Und nicht nur dies gelang 
ihm, sondern er ging sehr bald dariiber hinaus zu neuen allgemeinen 
Integrationstheorien vor. 


Ein ,.Kurzes Résumé mehrerer neuen Theorien“ vy. 30. April 1872 
(Forh. v. 3. Mai), aus nur vier Seiten bestehend, und eine noch ktirzere 
Note ,Zur Theorie der Differentialprobleme“ (Forh. v. 14. Nov. 1872) 
enthalten schon programmatisch die Lie’schen Ideen zur Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen 1” Ordnung: die Beriihrungstransforma- 
tionen haben den Zweck, diese Gleichungen auf ihre einfachsten Formen 
zuriickzufiihren; aber eine solche Gleichung hat noch keine Invariante, 
indem sie auf jede andere, wie auf =O, zuriickgefiihrt werden kann; 
wohl aber zwei Gleichungen F = 0, F, = 0. Fiir sie ist das Poisson- 
Jacobi’sche Klammersymbol (F'F;) ,,charakteristisch“, d. h. invariant, da 
(FF) =0 — eben die oben (8S. 16) besprochene Relation der Orthogonalitit 
oder der ,,.Involution* — die Bedingung ausdriickt, dass die beiden Glei- 
chungen F=0, F,=0 ,,in Involution“ sind, d. h. dass sie ein gemeinsames 
vollstiindiges Integral mit » — 2 willkiirlichen Constanten besitzen. Und 
indem Lie den Charakteristikenbegriff von Lagrange und Monge, und insbe- 
sondere seinen der ,,charakteristischen Streifen“, auf héhere Riume erweitert, 
fasst er fiir » — 1 unabhiingige Variable die ganze Cauchy’sche Methode, 
die zur Integration von F' = 0 die Angabe aller F, verlangt, fiir welche 
(FF,) =0 ist, in den Satz zusammen: Beriihren sich zwei Integral- 
mannigfaltigkeiten M, 1, von »—1 Dimensionen, in einem Punkt, so 
haben sie einfach unendlich viele Flichenelemente, die einen charakte- 
ristischen Streifen bilden, gemeinsam; und — indem man die von den 
Punkten -eines charakteristischen Streifens von F' ausgehenden charakte- 
ristischen Streifen von F’, zusammenfasst — sogar zweifach unendlich viele, 
wenn sie zwei in Involution liegenden partiellen Differentialgleichungen 
F =0, F, = 0 angehéren. 

Schon in einer Note vom 8. Mai (Forh. v. 10. Mai), wie in einer solchen 
vom 4. Juni (Gétt. Nachr. v. 19. Juni), gelangt Lie von hier aus, ohne Hiilfe 
des Poisson-Jacobi’schen Theorems, zu einem neuen Integrationsverfahren. 
Ankniipfend an diejenigen Integral-M,_,; des involutorischen Systems 0, 
F, = 0, welche in der Jacobi’schen Weise aus den durch einen Punkt 
gehenden Charakteristiken sich zusammensetzen, zeigt Lie begrifflich, 

z 


dass die aus Verbindung mit #,,—= a und Elimination von p,—; = 
‘ ‘n—1 
Mathematische Annalen. LiIII. 2 
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folgenden Schnitte der M,_, des urspriinglichen Systems FO, F, —0 
ohne Weiteres in die Charakteristiken der durch die Elimination resul- 
tirenden einen partiellen Differentialgleichung g—0 von n—2 unabhingigen 
Variabeln iibergehen. Mit anderen Worten: sobald man von den 2n — 3 
gewohnlichen Differentialgleichungen fiir die charakteristischen Streifen der 
Gleichung F —0O — dem der linearen partiellen Differentialgleichung 
(FF,)=0 entsprechenden Systeme — ein einziges Integral F', —c kennt, 
ist hierdurch schon die ganze Integration der Gleichung FO mit n— 1 
unabhingigen Variabeln auf die einer Gleichung gy = 0 mit nur n — 2 
solchen reducirt. 

Gegeniiber Cauchy und Jacobi war hiermit die Ordnung und Anzahl 
der zur Integration vorzunehmenden Integraloperationen wesentlich er- 
niedrigt. Aber in diesem Resultate traf Lie mit A. Mayer genau zusam- 
men (Gétt. Nachr. v. 12. Juni 1872); nur dass Letzterer auf scheinbar 
anderem Wege dazu gelangt war, indem er niimlich die Kenntniss eines 
Integrals jener Gleichung gy = 0 zur Ableitung eines gemeinsamen Integrals 
von F =0, F, = 0 benutzte. In der That ist — freilich entgegengesetzt 
der Ansicht Lie’s — das der Reduction zu Grunde liegende Princip, Lie’s 
»ochnittmethode“, bei beiden Autoren im Wesentlichen dasselbe; schon 
du Bois-Reymond hatte es (im § 1 des o. c. Werkes und in Cr. J. 70) 
zur Integration eines integrabeln totalen Differentialausdrucks dz = ZY Xidz; 
mittelst einer Quadratur verwendet (wie man besser sieht, wenn man, statt 
Lp = a Zu setzen, mittelst der Substitution x,», = ax,_; an Stelle von 
%,—g die Variable « einfiihrt): constanten Werthen der alten Variabeln 
(hier v,1 = 90, x, =) wird eine unendliche Mannigfaltigkeit von 
Werthen der neuen Variabeln (hier z,_, = 0, « beliebig) zugeordnet, wobei 
denn in der transformirten Gleichung die erste Integrationsconstante von « 
nnabhiingig werden muss, also a nur noch die Rolle eines willkiirlichen 
Parameters spielt. 

Das analytische Verstindniss der Lie’schen Methode, und ihrer An- 
wendung auf simultane Systeme, war damals der Vermittelung von 
A. Mayer zu verdanken; und der enge Verkehr mit diesem Forscher, der 
im Herbst 1872 begann, hat Lie von da an dazu gefiihrt, die bisherige 
»Synthetische“, d. h. im Gewand der Mannigfaltigkeitsbegriffe einher- 
schreitende Darstellungsweise seiner Arbeiten selbst; immer mehr durch 
eine analytische zu ersetzen. Aber man sieht es diesen neuen Darstellungen 
doch an, dass sie eigentlich Uebertragungen aus einer anderen Denk- 
weise sind, Verificationen von Siitzen, die in seiner Vorstellung fertig 
dastehen; sie bleiben, selbst wenn er seine eigensten, in sich abge- 
schlossenen Begriffe in Formeln fasst, hinter den klaren analytischen 
Entwicklungen von Mayer und Anderen zuriick. Die begriffliche Auf- 
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fassung selbst ist fiir Lie auch spaterhin immer das Primiire geblieben; 
sie ist es, welche Lie, wie in den Untersuchungen iiber Differential- 
gleichungen, so auch in seinen spiteren Forschungen, in der Gruppen- 
theorie und ihren vielgestaltigen Anwendungen, leitet; und die unmittelbare 
Zuriickfiihrung auf die Grundbegriffe allein ist es, welche ihn in seinen 
Schliissen befriedigt. Und wenn schon jeder algebraische Geometer 
der neueren Schulen die Schwierigkeiten der Umsetzung begrifflicher 
Systeme in eine zusammenhiingende verstiindliche analytische Sprache 
kennt, so kommt bei Lie hinzu, dass in seine ,,synthetischen“ Begriffs- 
bildungen manches zu Allgemeine, was noch der Pricisirung bediirftig 
war, mit unterlief. Es kommt weiter hinzu, dass seinem ganzen Wesen 
eine geordnete systematische Wiedergabe seiner Gedankenwelt iiberhaupt 
nicht entsprechend war, dass er vielmehr stets zu freiem Ergehen in Aus- 
schnitten derselben, wie es kurze Noten gestatteten, zuneigte. 

Uebrigens wird auch die scheinbar gewaltige Intuitionskraft, welche 
uns aus den analytischen Arbeiten Lie’s entgegentritt, hier der Zergliederung 
zuganglich: sie ist nichts anderes, als eine Form des Ausdrucks seines 
vorgangigen begrifflichen Durchdenkens von einer méglichst umfassenden 
Grundlage aus; und auf denselben Umstand sind die manchmal gewaltsam 
erscheinenden spiteren Interpretationen friiherer Behauptungen zuriick- 
zufiihren, indem Lie nicht das wirklich Ausgesprochene, sondern seinen, 
vielleicht nur erst unbestimmt umrissenen friiheren Vorstellungsgang im 
Auge hatte. 

Als die wesentliche Errungenschaft dieser Forschungsperiode ist, auch 
nach Lie’s eigener spiaterer Auffassung, nicht etwa die Férderung des 
Jacobi’schen Standpunkts, welcher in den formalen Erniedrigungen der 
Integrationsordnungen den Fortschritt erblickt, zu betrachten, sondern 
eben die Erweiterung der begrifflichen Auffassung. Niedergelegt ist sie 
in der denkwiirdigen, aus Erlangen den 11. October 1872 datirten Note 
»4ur Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, ins- 
besondere iiber eine Classification derselben“ (Gétt. Nachr. v. 30. October 
1872), in Klein’s Programm vom November 1872, nach Mittheilungen 
Lie’s, und in Lie’s Note ,Zur analytischen Theorie der Beriihrungstrans- 
formationen“ (Forh. von Friihjahr 1873). 

Wenn friiher alle Beriihrungstransformationen im Wesentlichen durch 
1,2,..., Gleichungen zwischen den Variabelnsystemen 

(2,21, +++) @n—1); (2, 21, -- -» Zn) 
definirt waren [eine genauere Festlegung dieser Definition hat Lie 1876 
in seinem Archiv, Bd. 1, und in Note 2 zu seinem Aufsatze in diesen 
Annalen, Bd. 11 gegeben], dann durch 2x — 1 umkehrbare Gleichungen 
zwischen den Variabelnsystemen 
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so jetzt, in correcterer Definition, durch 2x — 1 umkehrbare Gleichungen, 
welche die 2n— 1 gleichberechtigten Variabeln 2’, x;, p; als Functionen 
der 2n—1 Variabeln 2;, x;, p; derart bestimmen, dass eine Relation 
dz — Xp,dx;—0 in sich iibergeht, d. h. dass eine Gleichung von der Form 
dz — Xp;dx; =o (dze—Zp;dzx;), 
mit g als irgend einer Function der 2, 2;, p;, existirt. Die Relation 
dz— Zp;dx;—=O0 bestimmt die ,,vereinigte Lage“ des ,,Elements“ (z, x;, p;) 
mit dem consecutiven (¢-+-dz, x;-+dz;, p;-++dp;). Aus dem Sinn einer 
partiellen Differentialgleichung F(z, 7;, p;) = 0: co?"—® Elemente zu _ be- 
stimmen, und dem Sinn einer vollstindigen Lésung von F =O: diese 
Elemente auf alle méglichen Weisen zu co”— ,,Elementvereinen“ von je 
oo”! Elementen zusammenzuordnen — ergiebt sich von vornherein ein voller 
Ueberblick iiber die nothwendige Erweiterung des analytischen Apparates, 
wenn man alle Fille von Gleichungen / = 0, auch die speciellsten, wie 
etwa die, welche gar keine p; enthalten, und alle Arten von Lésungen, 
wenn sich die Elementvereine an Punkte, Curven, Flaichen etc. anschmiegen, 
umfassen will. Insbesondere wird man nicht nur das Verhalten gegen- 
iiber allen Beriihrungstransformationen in’s Auge zu fassen haben, fiir 
welches eine partielle Differentialgleichung ja nichts Ausgezeichnetes auf- 
zaweisen hat; sondern z. B. gegeniiber den Punkttransformationen (22;) 
im Raume von nur » Dimensionen; und auf dieses specielle Verhalten lasst 
sich eine Classification griinden, von ihm aus erscheinen die Integrations- 
erleichterungen in speciellen Klassen, so fiir die in den p; linearen Glei- 
chungen, in neuem Lichte. Der eigentliche Lie’sche Standpunkt bleibt 
aber doch die Auffassung der (¢;p;) als Coordinaten der Punkte eines 
Raums von 2~—1 Dimensionen, mit der einen Bedingung dz— Xp,dz; =0; 
und wenn die analytischen Formeln aller Beriihrungstransformationen auch 
lingst aufgetreten waren, wie in der Legendre’schen und der Ampére’schen 
Transformation, und vor Allem bei Jacobi in seinen Untersuchungen tiber 
partielle Differentialgleichungen, Pfaff’sches Problem und Mechanik (s. Cr. 
J. Il, ©. R. t. V), so waren sie doch vor Lie nicht am sich, unabhingig 
von ihrer Anwendung auf diese Aufgaben, explicite, betrachtet und als 
ein nothwendiges Mittel zur Einsicht in die Structur der Integrations- 
gebilde geometrisch erfasst. Merkwiirdig ist dagegen die bald darauf 
folgende (Forh. vom 14. Nov. 1872) Entdeckung Lie’s, dass eine seinem 
Ideenkreise véllig entsprechende analytische Fragestellung und Formulirung 
— insbesondere wenn man damit die von Clebsch in seiner Connex- 
theorie eingeschlagene Homogenisirung verbindet — gerade diejenige ist, 


am it ia- —@@m tfc. 2e ‘ee Son ak 2... 2) ee lee Pe a eee, | oe 





Sophus Lie. 21 


welche Pfaff schon 1815 in seiner Untersuchung iiber das Problem, welches 
seinen Namen triagt, eingeschlagen hat (Abh. der Berliner Akad. von 
1814/15): niamlich die allgemeinste Transformation eines kanonischen 
Ausdrucks 2 X; dx;, hier von dz — Xp; dz;, in einen ihnlichen kanonischen 
Differentialausdruck 2 Y,dy,, mittelst Gleichungen (bei Pfaff im All- 
gemeinen mittelst einer, bei Jacobi (Cr. J. Il) mittelst beliebig vieler Glei- 
chungen) zwischen den Variabelnsystemen. Der Gedanke der Méglichkeit 
der allgemeinen Integration einer Gleichung 2 Y; dy, = 0 durch ein System 
von Integralgleichungen war iibrigens von Pfaff selbst aus Monge (Hist. de 
lAc. des Se., 1784) heriibergenommen worden. Nachdem Lie diesen 
Pfaff’schen Standpunkt des Punktraums von 2x — 1 Dimensionen wieder- 
gefunden hat, stellt er sich auch fortan mit Vorliebe auf denselben und 
fordert von ihm aus, wie nicht weiter ausgefiihrt werden mége, spiiter 
natiirlich auch das allgemeinste Pfaff’sche Problem. Bemerkt sei jedoch, 
dass gerade die Leichtigkeit, mit der Lie, der Aufgabe entsprechend, vom 
einen zum andern Standpunkt iiberzugehen vermag, einen fiir sein Schaffen 
bezeichnenden Zug bildet. 


In allen Untersuchungen Lie’s von 1871 und 1872 spielen — indem 
immer wieder die drei Complexe: der lineare, der Minimal-, der Tetraeder- 
Complex ihn wechselseitig anregen und imsbesondere die Translations- 
flichen der beiden letzteren herangezogen werden — Systeme von infini- 
tesimalen Beriihrungstransformationen, zanichst nur von paarweise ver- 
tauschbaren, und auch schon der Begriff der Invarianz bei solchen Trans- 
formationen, eine Rolle. Die hier ankniipfende Entwicklung aber, die Lie 
zu seiner héchsten und bleibendsten Leistung fiihren sollte, ist nicht zu 
verstehen, ohne dass der damaligen Beziehungen zu F. Klein noch niiher 
naiher gedacht wird. 

Schon friihe hatte Klein in der verwirrenden Mannigfaltigkeit geo- 
metrischer Betrachtungsweisen, wie sie bei den reinen Projectivikern, oder 
bei den nach der metrischen Richtung Neigenden, wie Grassmann, Moebius, 
Hamilton entgegentraten, nach einem Ordnungsprincip gesucht. Im Winter 
1870/71 hatten beide Forscher dann im engsten brieflichen Verkehr 
gleichzeitig, wie schon oben beriihrt worden, die metrischen, an die 
Lie’sche Linien-Kugelgeometrie ankniipfenden Verhiiltnisse verfolgt. In diese 
Uebertragung, welche die in Deutschland bisher zuriickgesetzte metrische 
Geometrie der projectiven als gleichwerthig an die Seite stellte, hatte Klein 
dadurch einen neuen Einblick gewonnen, dass er die projective Linien- 
geometrie unseres Raumes, mittelst der ihr zu Grunde liegenden quadra- 
tischen Gleichung, als metrische Punktgeometrie eines Raums von vier 
Dimensionen, genauer als Geometrie der ,,Inversionen“ desselben auffasste, 
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und er hatte diese beiden Geometrien wegen der Ueberfiihrbarkeit der beiderlei 
Transformationsgruppen in einander identificirt. Zu genau derselben Ideen- 
verbindung driingte ihn nun seine erneute Beschiftigung mit der nicht- 
euklidischen Geometrie (Ende 1871): es galt, den Kern des Grundes auf- 
zudecken, nach dem diese Geometrie im Wesentlichen identisch ist mit der 
metrischen, auf der Cayley’schen absoluten Massbestimmung beruhenden 
Geometrie und mit der Riemann-Beltrami’schen Geometrie eines Raums von 
constantem Kriimmungsmass; von innenheraus einzusehen, dass und warum 
diese Geometrien in die projective Behandlungsweise eingeschlossen sind. 
Die Juni 1872 in einem 1873 in Annalen VI veréffentlichten Aufsatz 
zuerst, wenn auch noch nicht in der spateren Allgemein heit, ausgesprochenen 
Grundgedanken des Erlanger Programms von November 1872, welche die 
Gesammtheit der geometrischen Entwicklungen zu ordnen strebten, waren 
Lie schon im December 1871 mitgetheilt worden: dass das leitende Princip 
ausschliesslich im Gruppenbegriff, in der zu adjungirenden Gruppe von 
Transformationen zu suchen ist; dass es nimlich fiir das Studium einer 
Mannigfaltigkeit so viele verschiedene Behandlungsweisen gibt, als man 
continuirliche Gruppen irgend welcher Transformationen construiren kann, 
und ebensoviele ,,Invariantentheorien“. 

Beide Freunde verkehrten im Herbst 1872 zwei Monate lang persénlich 
mit einander zusammen, im September in Gottingen, im October in Erlangen, 
nachdem Lie am 1. Juli desselben Jahres zum ausserordentlichen Professor an 
der Universitiit Christiania ernannt worden war: eine auf die Urtheile von 
Clebsch und Cremona hin erfolgte Anerkennung, die iibrigens Lie sehr 
wenig Verpflichtungen, nicht einmal die zu Vorlesungen, auferlegte. Jetzt 
fand eine erneute gegenseitige Einwirkung statt, unter der einerseits das 
Programm Klein’s, andrerseits die Octobernote Lie’s (Gott. Nachr.), sowie 
einige weitere noch zu besprechende Noten, zur Reife gediehen. Indem 
die Lie’schen Ideen iiber Beriihrungstransformationen und partielle Dif- 
ferentialgleichungen, bei denen nur mit invarianten Gebilden, den Fliichen- 
elementen, operirt und Transformationen aller Arten und an jeder Art 
von Mannigfaltigkeiten betrachtet wurden, Klein ein neues reiches Material 
darboten, musste sich die Tragweite der Ideen des Programms von selbst 
erweitern. Auf der anderen Seite war in dem Programm zum ersten Male 
die centrale Stellung der Transformationsgruppe fiir alle geometrischen 
Untersuchungen ausgesprochen; dass nicht einmdl das Element, aus welchem 
man eine Mannigfaltigkeit erzeugt, deren charakteristische Higenschaften 
bestimmt, sondern einzig die Gruppe; dass es sich fiir invariante Higen- 
schaften immer um Herstelluug von ,,Kérpern“ mittelst der Transforma- 
tionen der Gruppe handelt; dass ihre Zusammensetzung aus Untergruppen 
die Unterfille der betrachteten Geometric festlegt; dass Abbildungen die 
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Gruppe, also auch die Geometrie, bestehen lassen. Lie, der sich mit den 
verschiedensten Gruppen beschiiftigt hatte, dem aber ihre Bedeutung fiir 
Classification zunichst fremd geblieben war, war der Gedanke von vorn- 
herein congenial, da er aussprach, was Lie selbst mitvorbereitet, aber noch 
nicht zur Klarheit herausgearbeitet hatte; und so konnte er auf Lie so- 
gleich derartigen Eindruck machen, dass er mit seinem Denksystem vollig 
zusammenschmolz .*) 

Wenn auch die Interessen der beiden Forscher von da aus nach ver- 
schiedenen Richtungen auseinandergingen, bei dem einen zunichst nach 
der Seite der discontinuirlichen, bei dem anderen nach der der continuir- 
lichen Gruppen, und wenn auch die persénlichen Beziehungen sich hier- 
durch immer mehr abschwichten: die Idee der Stellung des Gruppen- 
begriffs blieb der gemeinsame Ausgangspunkt. Die Fragen der invarianten 
Eigenschaften der partiellen Differentialgleichungen gegentiber der unend- 
lichen Gruppe aller Beriihrungstransformationen traten Lie 1872—1873 
entgegen; bald aber gingen ihm diese Gleichungen in der Transformations- 
theorie selbst vollig auf, aus einem Untersuchungsmittel stiegen die 
Gruppen zu dem eigentlichen Object der Untersuchung auf, und Lie’s 
That wurde, den Begriff der continwirlichen Gruppe auszugestalten und 
zur Grundlage einer umfassendsten abstracten Theorie zu machen. 


Die Einfiihrung der Gruppenideen kniipft bei Lie an die Lésungen 
einer Gleichung 
> P; dX; =¢0 Zp dz;, 
wo die P;, X; nur von den p;, x; abhangen, mittelst der Pfaff’schen Theorie, 
also wiederum an die Herstellung aller Beriihrungstransformationen. Indem 
er die Clebsch-Mayer’sche Theorie des Pfaff’schen Problems verwendet, 
welche es auf ein vollstindiges System linearer partieller Differentialglei- 
chungen zuriickfiihrt, gelangt er zu den nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen fiir die Functionen X;, den Involutionsrelationen 
OoXCY oxXaY 
(XX) =0, wo (XY)= >) ( a % az) 
aus denen sich die iibrigen ; 
(P:Px) =9, (XiPi) = 0, (XiPi)) =e 
von selbst ergeben (Forh. von Marz 1873; Math. Ann. VIII, 1874). 
Der hierdurch angeregte wichtigste Schritt, von dem schon eine kurze 
Note in Forh. v. 10. Dez. 1872 Mittheilung macht, eingehender aber in 
der umfassenden Arbeit ,,Begriindung einer Invariantentheorie der Be- 





*) Vgl. hierfiir Aeusserungen von Lie im ,,Résumé“ von 30. Apr. 1872, in der 
Octobernote in den Gétt. Nachr. von 1872, in Math. Ann. XIV, S. 541 etc. 
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riihrungstransformationen* in diesen Annalen VIII berichtet wird, war 
der, dass an Stelle des bei einer partiellen Differentialgleichung / = 0 
auftretenden vollstindigen Systems linearer partieller Differentialgleichungen 
(Ff) =9,---+, (Ff) = 0 

in abstracterer Weise nun eine ,y-gliedrige Functionengruppe“ F,,..., F. 
VON %,-.-)Xny Pyy++-yPn an sich betrachtet wird, von der Eigenschaft, 
dass alle (F;F,) Functionen der F; sind [in zunichst uneigentlicher 
Bedeutung des Wortes ,,Gruppe“]; und diese Functionengruppe soll auf 
alle Beziehungen hin untersucht werden, die bei beliebiger Beriihrungs- 
transformation der x, p unverinderlich bleiben. Einer solchen Gruppe gesellt 
sich immer eine reciproke (2” — r)-gliedrige Functionengruppe ®,,...,P2,—, 
zu, derart dass (F;®,) immer = 0 ist. Unter den Functionen F; gibt es 
eine gewisse Anzahl r’ von ,ausgezeichneten“ Functionen F”, fiir welche 
gegentiber allen F;: (F;F’) =O ist, Functionen, welche gleichzeitig in 
der reciproken Gruppe ausgezeichnet sind, und deren Einfiihrung, an Stelle 
von * der Functionen F;, dazu dient, die Gruppe auf eine kanonische 
Form zu bringen. Die Erhaltung der Zahlen r und ¢’ wird, von Structur- 
eigenschaften abgesehen, die einzige invariante Eigenschaft der Gruppe. 

Als blosse Anwendungen dieser Theorie erscheinen die Integrations- 
vorschriften fiir die Involutionssysteme F’; = Const., und zwar gestattet sie, 
von vornherein die in speciellen Fallen méglichen Erniedrigungen der 
Integrationsordnungen systematisch festzustellen. 

Wichtiger ist aber eine weitere — wieder an die Gedanken der W- 
Curven anschliessende — Auffassung dieser Theorie, wie sie von nun an 
in den Vordergrund tritt (s. die eben genannte Abh. Ann. VIII, und 
»Verallgemeinerung und neue Verwerthung der Jacobi’schen Multiplicator- 
theorie“, Forh. 1874). Fiir eine infinitesimale Punkttransformation 


Ox; = B; Ot 
wird zum ersten Male das Symbol 
= of 
Bf==ZB; Da, 


eingefiihrt, das anzeigt, dass durch sie f in f+ 6¢. Bf iibergehe. Dass 
eine lineare partielle Differentialgleichung Af = 0 eine infinitesimale Trans- 
formation vom Symbol Bf gestatiet, ist identisch mit der Behauptung, 
dass aus jeder Lésung f eine weitere Lisung Bf folge. Gestattet ein 
vollstindiges System A;f =O die infinitesimale Transformation Bf, so 
kann man auch, zur, freilich speciellen, Eimordnung in den oben ange- 
fiihrten Begriff der ,,Functionengruppe“, sagen, dass alle (A;B), als lineare 
Functionen der A;, deren Functionengruppe angehéren. 
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Lie leitet hieraus eine Rechnung mit infinitesimalen Transformationen 
ab, indem er nur noch lineare vollstindige Systeme mit bekannten infini- 
tesimalen Transformationen betrachtet, und nach seiner Functionengruppen- 
theorie nun die Gleichungen so normirt, dass fiir das Transformations- 
system B, alle (B,B;) nur wieder lineare Functionen der B, werden. 
Diese Entwicklung nimmt also einen Grundgedanken der Transformations- 
gruppentheorie iiberhaupt (s. S. 28) schon in starkem Grade vorweg. 

Unter den infinitesimalen Punkttransformationen im Raume der 2;, p; 
hebt Lie eine. besonders wichtige Classe hervor: die der infinitesimalen 
homogenen Beriihrungstransformationen. Sie haben die Eigenschaft, homogene 
Functionen hinsichtlich p,,...,, in ebensolche iiberzufiihren, und nehmen die 
kanonische Form an: 

dx, — 2H 


oH 
i= Op, ot, dpi = — 5, St, 


wo die Stammfunction H irgend eine Function der 2;, p; ist, die nur in 
: . . , : 8 
den p; homogen von der ersten Dimension ist; durch sie wird ai (= Pi dx;) 


ein vollstiindiges Differential dU. Wenn (Hg) = 0 ist, geht irgend ein 
Integral gm der partiellen Differentialgleichung H = const. durch die H- 
Transformation in sich iiber; also auch die Gleichung H = const. selbst 
durch die g-Transformation, welche g als Stammfunction hat. So erkennt 
man, dass die Aufgabe, eine partielle Differentialgleichung H = const. zu 
integriren, identisch ist mit der, alle Functionen g zu finden, fiir welche 
(Hop) = 0 ist, d. h.: alle infinitesimalen kanonischen Transformationen zu 
finden, durch welche H, also auch das zugehérige System von kanonischen 
Differentialgleichungen 

ox; _ OH oD; 

ot Gp,” ot 


D 


H 


x,? 


| 


in sich iibergeht. Die Theorie der Integration dieses Systems, oder von 
H=const., ist daher mit einem Problem der Transformationstheorie iden- 
tisch; z. B. wird das Poisson-Jacobi’sche Theorem zu der selbstverstiind- 
lichen Behauptung, dass zwei successive infinitesimale Beriihrungstrans- 
formationen wieder eine solche geben. 

Man braucht sich nur an die Hamilton’sche Theorie zu erinnern — 
und Lie stand dieser ganze Zusammenhang von vornherein vor Augen —, 
um zu sehen, welches Licht von hier aus zuniichst auf die Mechanik fiallt. 
Das obige System von Differentialgleichungen der Mechanik, welches 
zugleich die charakteristischen Streifen von H = const. bestimmt, hat ja 
die Eigenschaft, dass die zugehérigen Bahncurven der (2;, p;) eben durch 
die endliche eingliedrige Gruppe erzeugt werden, welche durch Wieder- 
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holung der infinitesimalen Transformation mit der Stammfunction H ent- 
steht. Diese endliche Gruppe zu bestimmen, ist nur ein anderer Ausdruck 
fiir die Aufgabe, die Differentialgleichungen des von H abhingigen Problems 
der Mechanik zu lésen: wnd so ist die ganze analytische Mechanik mit 
einem Schlage der Gruppentheorie eingeordnet. 


So verlangt nach Lie auch die Stérungstheorie nur die Ueberfiihrung 
aller kanonischen Differentialgleichungssysteme der obigen Art, aber mit 
beliebigem H, in dieselbe Form; und zwar geschieht dies durch Beriihrungs- 
transformationen, fiir die 2 P;dX;=c XZ p;dxz;-+ dV ist (Archiv Il, 1877). 

Unter den Sitzen der Mechanik, die durch die Lie’sche Uebertragung 
evident werden, treten in erster Linie freilich nur die bekannten, auch 
sonst durch Verschiebungen und Drehungen des Systems zu findenden 
Integrale auf: diejenigen, welche zugleich rational und ganz, also linear 
in den p; sind, die also in der That zu infinitesimalen Punkt-Transforma- 
tionen des Systems in sich Veranlassung geben, so die Fliachensiitze und 
die ersten Schwerpunktsintegrale. - 

Von.den zahlreichen Resultaten, welche Lie weiter aus diesen Theorien 
gezogen hat, erwiihnen wir noch die Férderung des Pfaff’schen Problems 
(For. 1873). Vor Allem aber erwihnen wir den directen Zusammenhang 
der Lie’schen Theorien mit den Jacobi’schen Betrachtungen tiber Multipli- 
catoren, der ihn zu Ausdehnungen dieser Betrachtungen fiihrte (Forh. 1874 
und diese Annalen, XI); ein Zusammenhang, der ja schon an sich wahr- 
scheinlich ist, indem das Wesen jener Theorien darin besteht, die Dif- 
ferentialgleichungen in ihrer Integrationsordnung zu erniedrigen. In Lie’s 
Gedanken ging sogar die Anwendung der infinitesimalen Transformationen 
auf die Multiplicatortheorien der Erkenntniss der Integrationserleichterungen 
voraus [s. Ann. XI.] Ueber die urspriingliche Theorie von 1870 und 1871 
(Math. Ann. IV) hinaus ergiebt sich, dass fiir eine Differentialgleichung 
Ydx — Xdy =0, welche eine infinitesimale Transformation dx7 = £dt, 

1 
Xn— Yé’ 
unmittelbar angeben lisst, so dass auch die Integration der Hiilfsgleichung 
ndx-—Edy=0 wegfallt (s. oben, S. 7). Auch die sogenannte neue Integrations- 
theorie von 1874 (s. Annalen XI, XXYV, etc.) beruht, ausser auf der Heran- 
ziehung des Pfaff’schen Problems, darauf, dass bei vollstiindigen Systemen 
eine bekannte infinitesimale Transformation mit dér Angabe eines Integrals 
identisch erscheint, und dass also bekannte Lésungen derselben als neue 
unabhiingige Variable eingefiihrt werden — ,,Invarianten“ bei infinitesi- 
maler Transformation der Gleichungen. Dies fiihrt zu Reductionen der 
vollstindigen Systeme, von denen jedes Problem fiir Systeme von partiellen 
Differentialgleichungen abhiingt. 


dy = 70t gestattet, sich ein Integrationsfactor, in der Form M = 
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Die Anwendung solcher Siitze auf die letzten noch fehlenden Lisungen 
einer partiellen Differentialgleichung und die Untersuchung der Frage, ob 
seine Theorien an Einfachheit des Integrationsverfahrens im Jacobi’schen 
Sinne das Héchstmégliche leisten, bilden den vorliufigen Abschluss der 
Betrachtungen Lie’s in dieser Jacobi’schen Richtung (bes. in Ann. XI, 
Archiv I und II ete.). Damals (1877) trug sich Lie mit dem Plane 
eines Werkes iiber Theorie der Beriihrungstransformationen und partielle 
Differentialgleichungen erster Ordnung; aber erst viel spiiter sollte dieser 
Gedanke durch die von Herrn Scheffers bearbeitete Vorlesung realisirt 
werden, in freilich elementarerer Weise, aber nun mit weiter vor- 
geschrittenen Ideen. 


Wenn Lie in seinen friiheren Arbeiten mannigfaltige von einer end- 
lichen Zahl von Parametern abhiingige, ,endliche‘ Gruppen von Trans- 
formationen verwerthet hatte, und wenn alle zuletzt besprochenen Unter- 
suchungen als solche angesehen werden kiénnen, die dem Gebiet der In- 
varianten und der Aequivalenzprobleme von Differentialausdriicken erster 
Ordnung gegeniiber der ganzen unendlichen Gruppe aller Bertihrungstrans- 
formationen, oder doch von Untergruppen derselben, angehéren, so war nun 
die Zeit reif zur Inangriffnahme des principiellen Problems: zur syste- 
matischen Aufstellung aller Gruppen, zur Theorie der Transformationsgruppen. 
Dieser hervortretendste Schritt in Lie’s Werk, von ihm selbst mit dem von 
Descartes verglichen (Vorrede zu Bd. III der ,,Theorie der Transformations- 
gruppen“), fallt iibrigens auch fusserlich mit einem wichtigen Abschnitt 
in seinem Leben zusammen, indem er sich mit Anna Sophie Birch, der 
Tochter eines Oberzollbeamten, Weihnachten 1873 verlobte und im Herbst 
1874 vermiilte. In diesem Winter 1872/74 entstanden die ersten syste- 
matischen Begriffsbildungen; und auf der Hochzeitsreise, bei der Lie erst 
nach Paris gegangen war, um die Beziehungen zu den dortigen Mathe- 
matikern zu erneuern und eifrig zu pflegen, sowie um die ersten Vor- 
bereitungen fiir eine neue Herausgabe von Abel’s Werken zu treffen, 
war es, dass er in Diisseldorf, wo er mit Klein und Mayer zusammen 
war, unterstiitzt von Ersterem, October 1874 die erste Aussprache seiner 
Ideen fand, in einer Note ,,Ueber Gruppen von Transformationen“ (Gitt. 
Nachr. v. 3. December), welche die Fundamente fiir die Theorie gelegt hat. 

Einige Stadien in der Entstehung des Systems lassen sich auch in den 
Veréffentlichungen Lie’s verfolgen; denn in dem eine besonders vollendete 
Theorie liefernden, mehrfach angefiihrten Aufsatz in diesen Annalen VIII: 
,Begriindung einer Invariantentheorie der Beritthrungstransformationen“, vom 
5. Juli 1874, findet sich, als Schlusszusatz, nachdem eine Gruppe infinitesimaler 
homogener Beriihrungstransformationen H,,..., H, durch die aus 1873 
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herriihrenden Gleichungen (H; H,) = > zs H, definirt worden, nicht 


nur die Frage ,nach den Eigenschaften einer gegebenen solchen Gruppe, 
die bei homogenen Beriihrungstransformationen invariant bleiben“, angeregt, 
sondern die Angabe, ,dass es eine begrenzte Zahl Typen jener Gruppen 
giibe; es miisse spitern Arbeiten vorbehalten werden, den priicisen Sinn, 
die Richtigkeit und Bedeutung dieser Behauptung darzulegen.“ Diese 
letztere Fragestellung bezeichnet am Pragnantesten diejenige Entwicklung 
iiber das Klein’sche Programm hinaus, welche fiir Lie charakteristisch ist. 

In der December-Note erscheint zum ersten Male die explicite Defi- 
nition einer endlichen r-gliedrigen — d. h. von r continuirlichen Para- 
metern abhiingenden — Transformationsgruppe zwischen » Variabeln 

Wy = fi (yy - + +y Ln} Ay, - » +» Me) 

durch Functionalgleichungen zwischen den fj; die Ausdehnung der Galois’- 
schen Grundbegriffe der Substitutionsgruppen auf diese Gruppen, vor 
Allem des Begriffs der ,,Aehnlichkeit“ (Isomorphismus); und es tritt, indem 
alle iihnlichen, also ineinander transformirbaren, Gruppen als _gleich- 
berechtigt betrachtet und in einen Typus zusammengefasst werden, die 
Frage nach der Anzahl der wesentlich verschiedenen Typen auf. Zur 
Untersuchung der Frage werden — indem noch die Existenz der iden- 
tischen und paarweise inversen Transformationen innerhalb der Gruppe 
und ihres Parameterbereichs etwa als Axiom hinzugedacht ist — als 
erzeugende Operationen der Gruppe die oo’ infinitesimalen Transfor- 
mationen derselben 


Ox; = X;; dt (¢==1,..,7, ja=l,...,%) 
(mit Symbol X;/') herangezogen und [spiterer erster Hauptsatz der Theorie] 
die Differentialgleichungen aufgestellt, welche die - als lineare Func- 


tionen der X;;, und umgekehrt, ausdriicken. Die Grundlage der Unter- 
suchung bilden dann die daraus folgenden Integrabilititsbedingungen 
[zweiter Hauptsatz der Theorie] 
X(Xef) — Xi(Xif) = (XXe)f =D cies Kf, 

mit constanten Zahlen ¢;;,: lineare partielle Differentialgleichungen, welchen 
die X;; als Functionen der « geniigen miissen und welche die Defi- 
nitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen der Gruppe vor- 
stellen. Die weitere Discussion dieser Zahlen ¢;,,, welche die Zusam- 
mensetzung der Gruppe bestimmen, und die iibrigens nur mit den 
Gliedern 2" Ordnung der infinitesimalen Transformationen zusammenhingen, 
wird hier noch nicht gegeben, sondern nur, unter Annahme speciell 
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normirter X;f, aber unter Ausdehnung der Untersuchung auf Beriihrungs- 
transformationen, die Hauptresultate fiir »—1 und n= 2; also alle 
Gruppen der Geraden: als welche nur die 3-gliedrige gebrochene lineare 
Substitution mit ihren Untergruppen gefunden wird, und alle Gruppen der 
Ebene: Kreistransformationen, Collineationen ete. Auch die Wichtigkeit 
dieser Typentheorie mit m2 fiir die Theorie der Differentialgleichungen 
zwischen zwei Variabeln, von héherer als 1** Ordnung, wird erkannt: 
durch Einordnung einer gegebenen solchen Gleichung in einen der schon 
bekannten Typen soll eben gefunden werden, ob und welche Gruppe diese 
Gleichung gestattet, und so kann sie nach der Gruppe classificirt werden. 

Um sich iiber seine neue Gruppentheorie und die in Aussicht ge- 
nommenen Anwendungen eingehender aussprechen zu kénnen, als es in den 
Forh. der Gesellsch. d. Wiss. von Christiania méglich war, mit der er 
iiberdies in Schwierigkeiten gerathen war, griindete Lie im Bunde mit 
einigen Naturforschern 1876 eine eigene Zeischrift: Archiv for Mathematik 
og Naturvidenskab“; und hier finden sich denn die ersten Redactionen 
seiner Ausfiihrungen, in deutscher Sprache, doch viel weniger lesbar ge- 
schrieben, als die in diesen Annalen erschienenen systematischeren Dar- 
stellungen. So bildet gerade fiir die allgemeine Gruppentheorie die in 
Math. Ann. XVI, Dec. 1879 gegebene Zusammenfassung die einfachste und 
iibersichtlichste Einleitung in diese Theorie, und liefert zugleich alle Grup- 
pen der Geraden und der Ebene, wihrend freilich die in den Banden I—IV 
des Archivs (1876—1879) enthaltenen fiinf Aufsitze einige begriffliche 
Bildungen besser hervortreten lassen. Nur die 1885 wieder aufgenommene 
Untersuchung im 10" Bande des Archivs erreicht in ihrem zweiten, schon 
mit Hiilfe von F. Engel redigirten Theile die Stufe des Annalenaufsatzes. 

In ihrer Gesammtheit bieten diese Arbeiten eine Fiille neuer Grund- 
ideen zur Gruppenlehre. Die wichtigste ist, dass vermége der bekannten 
yJacobi’schen Identitit“, angewandt auf je drei infinitesimale Transforma- 
tionen der Gruppe, quadratische Relationen zwischen den Structurzahlen 
Cixs der Gruppe gebildet werden, und dass [als dritter Hauptsatz und haupt- 
siichliches analytisches Mittel der Behandlung der Gruppentheorie] diese 
Relationen, verbunden mit den Gleichungen ¢;, —=—¢;x5, auch als hinreichend 
erkannt werden, damit die + als unabhingig vorausgesetzten infinitesimalen 
Transformationen wirklich eine bestimmte r-gliedrige Gruppe erzeugen. 
Der Beweis erfolgi erst durch Einordnung der Gruppe unter die frither 
erwihnten ,.Functionengruppen“ (Arch. I), allgemeiner aber (Arch. II) 
durch directe Bildung einer Gruppe von infinitesimalen Transformationen, 
deren Coefficienten lineare Functionen von +’ <r Parametern sind, welche 
der gesuchten Gruppe isomorph ist und welche sich iibrigens auch zu 
einer r-gliedrigen linearen Gruppe erweitern lisst. Jenes ist die 1884 
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(Forh.) noch mit dem besonderen Namen der ,adjungirten Gruppe“ be- 
zeichnete Gruppe: die Entwicklung kommt darauf hinaus, dass der In- 
begriff aller oo”—! infinitesimalen Transformationen Ye; B;f einer endlichen 
Gruppe als lineare Punktmannigfaltigkeit R,, betrachtet wird, die vermége 
aller Transformationen der endlichen Gruppe nur linear — eben durch die 
adjungirte Gruppe in den Variabeln e — transformirt wird. Dies ist 
Lie’s eigentliche ,fundamentale Auffassung“ (s. diese Annalen XXV); und 
mit ihrer Hiilfe erkennt man, da die bei projectiven Transformationen ebener 
Raume festbleibenden Gebilde bekannt sind, die Structurverhiltnisse und 
Aehnlichkeitskriterien der Gruppen mit gegebenen ¢;,, auf die anschau- 
lichste Weise. 

Auf ein weiteres Hiilfsmittel dieser Arbeiten mége noch ausdriicklich 
hingewiesen werden: auf die Hintheilung der infinitesimalen Transforma- 
tionen in ,Ordnungen“, nach der Dimension des niedrigsten Gliedes der 
in der Umgebung eines beliebig gewihlten Punktes gemachten Potenz- 
entwicklung, von der auch das eben beriihrte Verhalten gegeniiber der 
adjungirten Gruppe abhiingt. Hierauf beruht vorzugsweise die kanonische 
Gestalt jener Transformationen, die Ermittelung der Typen fiir n — 2 — 
wihrend die Aufstellung aller Typen fiir unsern Raum, » = 3, von Lie 
damals zwar schon im Wesentlichen geleistet war, aber erst sehr viel 
spiiter (Bd. III der ,,Transformationsgruppen“, 1893) mit Hiilfe der ver- 
einfachten Methoden dargelegt wurde —; ferner aber die Bestimmung von 
Curvenschaaren (oder Differentialgleichungen), welche bei gegebenen in- 
finitesimalen Transformationen invariant bleiben. Als allgemeines hierher 
gehériges Resultat (Arch. III) sei angefiihrt, dass fiir den R, die all- 
gemeinste lineare Gruppe, nebst einigen ihrer Untergruppen, die einzige 
Gruppe ist, welche ,,im. Infinitesimalen die grésstmégliche Transitivitit 
hat“, d. h. welche ein jedes durch irgend einen Punkt allgemeiner Lage 
gehende Element in jedes andere Element dieses Punktes iiberzufiihren 
erlaubt. Im ganzen kann man sagen, dass in dieser Periode die Erledigung 
aller Gruppenprobleme immer auf die Integration von gewoéhnlichen totalen, 
unbeschrinkt integrabeln Differentialgleichungen hinausliuft. 


Wiahrend Lie’s fiussere Verhiiltnisse an der Universitit Christiania 
sich um diese Zeit zu bessern anfingen, gewihrte ihm die Aufnahme seiner 
abstracten Arbeiten von Seiten der Mathematiker immer weniger Be- 
friedigung. Wie zur Ablenkung wandte er sich um 1877 zu dem Kreise 
der geometrischen Untersuchungen zuriick, der ihn 1870—71 umfangen 
hatte: zu den Kriimmungsverhiiltnissen der Fldchen, um nun, neben blossen 
Rechnungen iiber Gruppen und neben Redactionen von friiheren Arbeiten, 
besonders aber von der mit Sylow unternommenen und 1881 fertig ge- 
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stellten Ausgabe von Abel’s Werken, einige Jahre lang auch dieses Gebiet 
mit seinen ,synthetischen* und seinen gruppentheoretischen Ideen zu 
durchsetzen. Was Lie hier Erholungsarbeit wurde, lag aber doch zu sehr 
innerhalb seines eigensten Kénnens und entsprach zu sehr der Hochschiitzung, 
die er fiir Anwendungen hegte und die ihm trotz seiner auf’s Allgemeinste 
gehenden Geistesrichtung immer als Richtschnur diente, als dass er nicht 
wieder zu gliinzenden Bereicherungen des Gebiets hiitte gelangen sollen. 
Und zwar war es gerade der Verfolg seiner friiheren Betrachtungen tiber 
den tetraedraleri und den Minimal-Complex, der ihm in der Theorie der 
Minimalflichen, und der Translationsflichen iiberhaupt, die schénsten Re- 
sultate brachte. 

Wenn man einen Complex von Geraden in’s Auge fasst, die eine ebene, 
im Unendlichen gelegene Curve treffen, erhilt man alle Translationen des 
Raums als der Gruppe angehérig, welche der Complex gestattet; und Lie 
erzeugt nun aus den Complexcurven Translationsfliichen, indem er irgend 
eine soleche Curve derart congruent mit sich verschiebt, dass einer ihrer 
Punkte ebenfalls eine Complexcurve beschreibt, indem er also eine einfach 
unendliche Schaar von Translationen, die aber im Allgemeinen keine Gruppe 
bildet, anwendet. Die Flache enthiilt dann zwei co’-Schaaren von Complex- 
curven, durch jeden Punkt je zwei Curven, deren Richtungen harmonisch 
sind zu den beiden Haupttangenten der Fliche in diesem Punkt [vgl. oben 
8. 6, 7, 9, 13]. Die Specialisirung, dass die Haupttangenten senkrecht 
auf einander steben, giebt die allgemeinsten Minimalflichen; eine andere 
Specialisirung, dass die beiden Curvenschaaren nur eine einzige irreductible 
Schaar bilden, liefert ,,Doppelfliichen* (nach dem Ausdruck Klein’s), auf 
welchen man niimlich stetig von der einen Seite zur anderen gelangen 
kann, Fliichen, wie sie zuerst Moebius behandelt hat. 

Lie’s Verdienst ist, mit diesen geometrischen Hiilfsmitteln sowohl die 
alte analytische Theorie von Monge, als auch die Weierstrass’schen Formeln 
tiber Minimalfliichen, deren Interpretation wesentlich mit der der Monge’- 
schen Gleichungen iibereinstimmt (Arch. IT), anschaulich aufgefasst zu haben, 
und zwar indem er sich in keiner Weise mehr auf die reellen Punkte 
dieser Flichen beschrinkt. So betrachtet er hauptsichlich die projectiven 
Verallgemeinerungen der Minimalflichen, sowohl algebraische, als transcen- 
dente, von den letzteren die periodischen, d. h. solehe, welche eine Trans- 
lation von endlicher Amplitude in sich zulassen. Fiir die algebraischen 
Flachen dieser Art kommt hier auch einmal eine Seite zum Vorschein, 
die Lie sonst wenig entsprach: die abzéhlende, um untere Grenzen fiir 
Classen und Ordnungen der Flichen zu gewinnen, und zwar nicht nur 
im Anschluss an seine Constructionen, sondern auch zwecks Elimination 
an Reihenentwicklungen in singuliren Punkten. So ergeben sich ihm 
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z. B. alle reellen algebraischen Minimalfliichen (Doppelflichen), deren Classe 
eine Primzahl ist; und iiberhaupt eine Reihe von Verallgemeinerungen von 
Siitzen, die kurz vorher von anderer Seite bekannt gemacht waren 
(vgl., ausser Arch. II—IV und VII, besonders wieder die lesbar geschrie- 
benen Aufsiitze in diesen Annalen XIV und XV), sowie synthetisch neue 
Erzeugungen solcher Flachen (Arch. III etc.). Immer aber bleibt die 
freie Beherrschung des Imaginiren auch in den differentialgeometrischen 
Betrachtungen, wie sie dem Geometer sonst nur bei algebraischen Ge- 
bilden geliiufig war, bemerkenswerth. Auch darauf sei kurz hingewiesen, 
dass Lie in einigen Noten aus spiiterer Zeit (s. insbes. die Berichte der 
Siichs. Ges. d. W. von 1896) diesem Gebiete der Translationsfliichen, und 
zwar denen mit mehr als zweifacher Translationserzeugung, oder vielmehr 
ihrer Verallgemeinerung auf » Dimensionen, die Additionstheoreme der 
Integrale algebraischer Functionen einordnete, indem diese Theoreme Gruppen 
von vertauschbaren algebraischen Transformationen, und zwar in der 
kanonischen Translationsform, liefern. Lie hatte gehofft, auf diese Weise 
nicht nur eine neue geometrische Anwendung des Abel’schen Theorems, 
sondern auch fiir sich einen Weg zur Forschung im Gebiete der Func- 
tionentheorie zu gewinnen. 

Enger mit den gruppentheoretischen Fragen, als specielle Anwendung, 
hingt die nichste Serie von geometrischen Arbeiten Lie’s, von 1879—1881, 
zusammen. Sie beziehen sich alle auf Flichenclassen, welche Gruppen 
von infinitesimalen Transformationen einer ihrer Curvenarten, so besonders 
ihrer geoditischen Curven, in sich gestatten: die in der italienischen und 
franzésischen Litteratur gerade vielfach behandelten Flichen constanter, 
oder constanter mittlerer, Kriimmung etc. Immer wird nach der Auf- 
suchung dieser Fliichenclassen selbst, und nach rationellen Integrations- 
methoden fiir die Ermittelung ihrer besonderen Curvenarten gefragt: 
d. h. nach gewissen Differentialgleichungen 2** Ordnung und ihren Be- 
riihrungstransformationen. Eine dahin gehende Abhandlung ,,Classification 
der Flichen nach der Transformationsgruppe ihrer geodiitischen Curven“ 
ist 1879 als Universitiitsprogramm von Christiania erschienen und in 
diesen Annalen, XX, im Wesentlichen wiedergegeben; und nach analogen 
Classificationsprincipien dachte sich Lie etwa auch die Probleme der 
Mechanik behandelt und in einander verwandelt, wie es ja in neueren 
Arbeiten, z. B. beziiglich der Kreiselprobleme, schon theilweise verwirklicht 
worden ist. Kines der hiibschesten solcher specieller Resultate ist 1882 in 
einer Note mitgetheilt (Arch. VII), welche alle Flichen mit infinitesimalen 
linearen Transformationen in sich bestimmt: dass niimlich Gerade und 
Kugel die einzigen Gebilde unseres Raumes sind, die bei allen Be- 
wegungen und Aehnlichkeitstransformationen genau oo‘ verschiedene 
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Lagen einnehmen — also ein Charakteristikum der Linien- und Kugel- 
geometrie. 

Die Bedeutung dieser Arbeitenreihe ist aber weniger in neuen Re- 
sultaten zu suchen, als darin, dass sie Lie wieder in seine Haupt-Gedanken- 
richtung zuriickbrachten, aus der auch jetzt neue und umfassende Ideen- 
bildungen hervorgehen sollten: iiber Differentialinvarianten, oder Differen- 
tialgleichungen mit Transformationen in sich, und iiber unendliche Gruppen. 


Wie friiher beriihrt, hatte Lie schon in seinen Programmnoten von 
1872 (Forh.) und in der Decembernote von 1874 (Gétt. Nachr.) Begriffe 
iiber Classification von Differentialgleichungen, Zuriickfiihrung auf Normal- 
formen, und iiber Jnvariantenbildungen aus den Variabeln und (damals nur) 
ihren ersten Differentialquotienten gegeniiber gewissen Gruppen von Trans- 
formationen, insbesondere der aller Berithrungstransformationen, theils aus 
gefiihrt, theils in unbestimmter Form vorausgefiihlt und erst spiiterhin 
im Sinne der Differentialinvarianten gedeutet, ohne dass er bis dahin ein- 
gehend darauf zuriickgekommen wiire. War doch inzwischen die Aufgabe, 
den Gruppenbegriff an sich auszubilden, beherrschend an ihn herangetreten. 
Jetzt, bei lingerer Beschiftigung mit dem Verhalten geometrischer Dif- 
ferentialausdriicke 2‘* Ordnung gegeniiber Transformationen, stieg wieder 
mehr und mehr die Erkenntniss in ihm auf, dass seine Begriffe von in- 
varianten Bildungen noch eine grosse Erweiterung zulassen miissten.*) 
Inzwischen aber war schon von anderer Seite das Problem michtig ge- 
fordert worden, freilich nur in einem beschriinkteren Gebiete: Halphen 
und Laguerre hatten sich seit 1875, bezw. 1879, der Theorie der Dif- 
ferentialinvarianten zugewandt, so fiir die endliche projective Gruppe der 
Ebene und — in der Theorie der linearen homogenen Differentialglei- 
chungen n‘** Ordnung — fiir die unendliche Gruppe x, = F(x), y, = y®(a), 
mit willkiirlichen Functionen F(x), ®(«), wihrend vorher nur einzelne solcher 
Invarianten (Riemann-Schwarz’scher Ausdruck) bekannt waren. Insbesondere 
hatte Halphen seine Theorie, welche von Friiherem nur die W-Curven- 
Betrachtungen benutzt hatte, schon in einigen grésseren Arbeiten publicirt 
(1876—1880) und sogar bis zu Fragen der Systemsbildung von Differential- 
invarianten (im Sinne der rationalen Abhiingigkeit) durchgefiihrt, wahrend 
freilich seine preisgekrénte wichtigste Arbeit von 1880 erst 1883 erschienen ist. 

Es kann kein Zweifel sein, dass Lie hierdurch einen kriftigen Anreiz 
erhielt: er sah im Sommer 1882, dass sich die Differentialinvarianten 
iiberhaupt als Lésungen eines vollstindigen Systems bestimmen lassen 





*) Vgl. z. B. Lie’s Referat von 1880 im Jahrb. tiber die Fortschr. d. Math. X, 
S. 260. 
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(Arch. VII, p. 192, Juni 1882); dass weiter die Hiilfsdifferentialgleichungen 
1** Ordnung, welche von der Gruppe allein abhiangen, noch specielle 
Affecte haben, so dass eine gewisse unter denselben auf eine Riccati’sche 
Gleichung zuriickfiihrbar ist (nimlich die einer invarianten Curvenschaar 
entsprechende, welche oo* Geraden der Ebene in projectiven Punktreihen 
trifft); und dass sich die Laguerre’sche Classification seiner Gruppentheorie 
einordnen lasse (Forh. 1882, Nr. 21, 22 von Oct. u. Anfang Nov. 1882). 
Mit diesen Ueberlegungen reiste Lie (mit Universitiitsstipendium) im October 
1882, iiber Leipzig und die Schweiz, nach Paris und hielt dort am 
3. November einen Vortrag iiber seine Integrationstheorien von 1874 (von 
volistiindigen Systemen mit bekannten infinitesimalen Transformationen). 
Als nun in der Discussion Halphen auf die Beziehungen hinwies, welche 
diese Begriffe zu seinen eigenen Arbeiten iiber Differentialinvarianten der 
allgemeinen projectiven Gruppe und zu Transformation von einer Reihe 
zugehériger Gleichungen auf lineare Gleichungen niedrigerer Ordnung 
haben (vgl. Lie in Ann. XXV), schlug dies ziindend bei Lie ein: er 
sprach aus, dass seime Principien den Halphen’schen Fall umfassten und 
die Ausdehnung auf alle endlichen Gruppen zuliessen. Noch in Paris 
berechnete er fiir alle seine Gruppen der Ebene die zugehérigen Differen- 
tialinvarianten und gab die Theorie der Integration jeder daraus durch 
Nullsetzen entstehenden Differentialgleichung. Der Fortschritt aber, auf 
den eben Halphen’s Bemerkungen Lie hingeleitet haben, ist der, dass nun 
durch Benutzung der endlichen Gleichungen der Gruppe die Hiilfsglei- 
chungen im Allgemeinen auf lineare homogene Differentialgleichungen 
zwischen zwei Variabeln zuriickkommen. Die Entstehung der Differential- 
invarianten durch Erweiterung der infinitesimalen Transformationen auch 
auf die héheren Differentialquotienten, ihre Bildungsweise fiir jede Gruppe, 
die Zuriickfiihrung des Aequivalenzproblems auf diese Formen: iiberhaupt 
das ganze Riistzeug der linearen Invariantentheorie — die, in besonderer 
Auffassung. wenn man namlich durch Einfiihrung geniigend vieler Variabeln 
die Gruppe durch eine thnliche aus linearen Substitutionen ersetzt, 
iibrigens selbst schon einen sehr grossen Theil der allgemeinen Gruppen- 
theorie umfasst — stand sogleich in Ausdehnung auf alle endlichen 
Gruppen vor seinem geistigen Auge. Schon im December 1882 verdffent- 
lichte Lie im VII. Bande des Archivs ein kurzes Programm dieser Richtung, 
die Ausfiihrung in den Forh. von 1883 und in den Noten ,,Classification 
und Integration der gewéhnlichen Differentialgleichungen zwischen 2, y, 
die eine Gruppe von Transformationen gestatten“, Archiv von 1883 und 84 
(abgedruckt in diesen Annalen XXXII, 1888). Alle friiheren Probleme, 
wie Aufsuchung der Gruppe einer gegebenen Gleichung, Transformation 
auf eine kanonische Form bei bekannter Gruppe, erscheinen jetzt in dem 
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héheren Lichte der Differentialinvarianten und gestalten sich in Folge 
dessen plastischer und klarer. 

Aber nicht nur auf diese principielle Seite der neuen Ansicht ist hier 
hinzuweisen. Lie selbst hat wiederholt darauf aufmerksam gemacht — und 
in einer schénen Schilderung der Bedeutung von Galois im _,,Centenaire 
de V’'Ecole Normale, Paris 1895“, in der er sich eingehend iiber seine 
eigenen Ziele ausspricht, hat er mit Nachdruck dabei verweilt —-, welch’ 
grosse Analogie zwischen seinen Problemen in der Theorie der Differen- 
tialgleichungen mit denen von Abel und Galois in der Theorie der alge- 
braischen Gleichungen bestehe. . 

In der That ist diese Analogie, soweit sie die Abel’schen Gleichungen 
betrifft, nicht zu verkennen: den Functionalgleichungen, durch welche bei 
diesen eine Wurzel an die andere gebunden ist, entsprechen zunichst die 
vertauschbaren linearen Transformationen, welche die Integrale der Dif- 
ferentialgleichungen in sich iiberfiihren, die auf die W-Curven fiihren 
(1870); weiterhin aber die Transformationen einer Gruppe, welche iiber- 
haupt eine Differentialgleichung gestatten kann. Und auch der Galois’sche 
Standpunkt, der auf die Erforschung der Gruppe einer Gleichung und ihrer 
Structur das Lésungsproblem der Gleichung griindet, findet sein Gegenbild 
in Lie’s Standpunkt bei Differentialgleichungen; ja um so starker, je mehr 
sich nach und nach ergab, dass besonders die Differentialgleichungen, 
zwischen deren particuliren Lésungen constante Relationen vorhanden sind, 
oder welche aus particuliren Fundamentallésungen auf das allgemeine Inte- 
gral schliessen lassen, gerade vermige dieser Eigenschaften besondere Trans- 
formationsgruppen (Rationalitiatsgruppe, nicht Monodromiegruppe) zulassen, 
deren Herstellung mit der Bildung der Structur der Integrale identisch 
ist, und deren Erniedrigung auf Untergruppen durch Adjunction neuer 
Gleichungen hier, wie dort, die Frage der Lésung einschliesst. So ist 
nicht zu verwundern, dass Lie selbst diesen Galois’schen Standpunkt immer 
stiirker betonte und sich als den eigentlichen Erben der Galois’schen Ideen 
betrachtete. Hierbei mége aber nicht vergessen werden, dass, wenn die 
Analogie mit Lagrange-Abel eine vollstaindige ist, die zu Galois nicht 
vollig durchgreift: so giebt es auf Quadratur zuriickfiihrbare Differential- 
gleichungen — wie die der geodiitischen Linien eines Ellipsoides und 
anderer Flachenarten —, fiir welche keine Gruppeneigenschaft als der 
massgebende innere Grund der Reduction vorhanden ist, waihrend doch die 
Galois’sche Theorie auch bei den speciellsten algebraischen Gleichungen 
durchschlagend bleibt. Lie pflegte solche Gleichungen als ,,auf ausfiihr- 
bare Operationen fiihrende“ oder als ,,triviale“ einfach bei Seite zu setzen. 

Auch nach anderer Richtung hin consolidirten sich Lie’s Ideen in 
dieser fiir sein Schaffen denkwiirdigen Zeit, offenbar ebenfalls durch den 
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Anstoss, den die Halphen-Laguerre’schen Arbeiten ihm gegeben hatten. 
nach der Seite der wnendlichen continuirlichen Gruppen und ihrer Differen- 
tialinvarianten. Wihrend bis dahin auch fiir Lie [abweichend von dem, 
was man aus der Vorrede zum III. Bande des Transformationswerks 
schliessen méchte| der Begriff Gruppe“ nur jede beliebige Gesammtheit 
von Transformationen bedeutete, von der Art dass je zwei, successive an- 
gewandt, wieder eine Transformation der Schaar erzeugen, begrenzt er 
jetzt (Forh. 1883: ,,Ueber unendliche continuirliche Gruppen“ — d. h. tiber 
von willkiirlichen Functionen abhiingende Gruppen —) zum ersten Male 
ausdriicklich den Begriff dahin, dass ihre infinitesimalen Transformationen 
einem System linearer partieller Differentialgleichungen irgend einer Ord- 
nung geniigen sollen, iiquivalent den ,,Definitionsgleichungen“ einer end- 
lichen Gruppe. Und unter dieser Beschrinkung gelingt es ihm, auch fiir 
diese umfassenderen Gruppen, die in Lie’s Sinne fiir die Transformations- 
theorien der Differentialgleichungen eine noch gréssere Bedeutung erlangen 
sollen, als die endlichen Gruppen, eine der Theorie der letzteren villig 
iihnliche Theorie aufzubauen, aus der nur das eine Resultat angefiihrt sei: 
dass von gewodhnlichen Differentialgleichungen nur diejenigen erster Ordnung, 
keine von héherer Ordnung, solche Gruppen zulassen. Auch hier haben 
diese Annalen (,,Ueber Differentialinvarianten“, XXIV, 1884) eine zusam- 
menfassende Redaction der ersten beziiglichen Untersuchungen Lie’s gebracht, 
wiihrend seine weiteren Forschungen hauptsiichlich in den Schriften der 
Siichs. Ges. d. Wiss. niedergelegt sind. Wie ausgedehnt das Gebiet ist, 
mége daraus entnommen werden, dass sich ihm z. B. die ganze Gauss’sche 
Kriimmungstheorie, als Theorie der Differentialinvarianten der unendlichen 
Gruppe aller Biegungen, d. h. der Punkttransformationen, welche das 
Liingenelement der Fliche unveriindert lassen, einordnet und von diesem 
Gesichtspunkte aus durch Lie behandelt worden ist. 


Wir haben Lie’s Werk und Leben bis zum Jahre 1884, dem Héhe- 
punkt seiner Entwicklung, verfolgt. Von da an galt es vorzugsweise, 
das grosse Ideenmaterial zusammenhingend zu verarbeiten und einen 
dauernden Bau daraus zu errichten, der zugleich Ausblicke nach allen 
Gebieten der Wissenschaft gewihren kénnte, oder auch einzelne Ideen an 
sich weiter auszubilden. Lie hatte zuniichst ein Werk iiber Transformations- 
gruppen in Aussicht genommen, das zu gleicher Zeit die Theorie der endlichen 


und unendlichen continuirlichen Gruppen, nebst ihrer Invariantentheorie, in’ 


einem Bande umfassen sollte; aber an eine Inangriffnahme konnte erst gedacht 
werden, nachdem Herr F. Engel, auf Veranlassung von Klein und Mayer, 
sich zur Unterstiitzung bereit gefunden und Lie mit beiden Hiinden dieses 
Anerbieten ergriffen hatte. Rasch entstand in dem Dreivierteljahr (Sept. 
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1884—Sommer 1885), das Engel in Christiania zubrachte, eine grissere 
Anzahl Capitel des Werkes in erster Anlage. Fiir den Fortgang aber 
wurde ein kurz darauf eintretender Umschwung in Lie’s ausseren Lebens- 
verhiltnissen, seine Uebersiedlung nach Deutschland, von Wichtigkeit: 
einerseits durch die Férderung, welche der persénliche Umgang mit dem 
Bearbeiter nun dem Werke gewiihrte, andrerseits durch den Nachtheil der 
grossen Verpflichtungen, welche die neue Stellung mit sich brachte. 
Lie erhielt eine Berufung an die Universitit Leipzig als Nachfolger 
4 Klein’s und entschloss sich ihr zu folgen. Mit seiner Familie, die sich 
za inzwischen 1877—1884 um zwei Téchter und einen Sohn vergréssert hatte, 
siedelte er im Friihjahr 1886 iiber, um iiber zwélf Jahre seiner Thitigkeit 
einer deutschen Universitit zu widmen. Es konnte nicht fehlen, dass 
die ungewohnten. neuen Verhiltnisse und Anforderungen dem Auslinder, 
der zudem von ausgeprigtester Eigenart, von urwiichsig geradem und 
offenem Wesen, und Vertreter einer speciellen Richtung war, deren 
Geltendmachung umfassende neue Unterrichtsorganisationen verlangte, 
eine Reihe von Schwierigkeiten und Lasten auferlegte, die nur durch 
grosse Energie und volles Selbstvertrauen zu iiberwinden waren. Aber 
diese Eigenschaften waren bei Lie, solange er sich kérperlich wohl 
fiihlte, in miichtigem Grade entwickelt, und so gelang es ihm denn, seine 
Vorlesungscyklen nach und nach immer héher anzulegen und eine Reihe 
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ol tiichtiger Hérer zu gewinnen, von denen jetzt eine griéssere Anzahl, In- 
t, und Auslinder, als hervorragende Forscher in der Gruppentheorie oder 
es deren Anwendungen thitig sind. Unterbrochen wurde diese Thitigkeit 
mn nur im Jahre 1889—90, als dem scheinbar hiinenhaften, unermiidlich 
aS schaffenden Manne in Folge von Ueberarbeitung und Schlaflosigkeit, und 
m vielleicht auch durch Anlage, die Nerven den Dienst versagten: er verfiel in 

eine tiefe Depression, aus der er sich zwar bald zu seiner vollen geistigen 

Schaffenskraft wieder erhob, von der aber eine Ueberspannung des Selbst- 
ie gefiihls und ein Misstrauen gegen Andere in seinem Gemiithe zuriickblieb. 
se, 


Zeugniss von der erneuten Vorlesungsthiitigkeit Lie’s liefern, ausser den 
Arbeiten seiner Schule, die von Herrn G. Scheffers seit 1890 heraus- 
gegebenen drei Vorlesungswerke, welche zur Einfiihrung in die Lie’sche 
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Theorie der Gruppen tiberhaupt, der Differentialgleichungen mit infinitesi- 
1s- ¥ malen Transformationen und der Geometrie der Beriihrungstransforma- 
en : tionen — leider noch nicht in die Theorie der Differentialinvarianten und 
in’ in die von Lie immer als Abschluss gedachte allgemeine Integrations- 
ht theorie — sehr geeignet sind. 
er 


> &§ Das grundlegende Werk, die ,,Theorie der Transformationsgruppen“, 
riickte unter diesen Umstiinden, und bei den iibergrossen Schwierigkeiten, 
pt. welche, wie sich nach und nach herausstellte, die Systematisirung der 
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Lie’schen Gedankenginge bot, viel langsamer voran, als in Christiania 
vorausgesehen war. Es galt zuniichst, eine strengere Begriindung zu 
geben, die nun von Lie auf functionentheoretischen Boden gestellt wurde, 
ohne dass iibrigens dabei die Beschrinkung der Giiltigkeit auf einen end- 
lichen Bereich tiberwunden wurde; es galt vor Allem, ebenso eine durch- 
greifende Gestaltung des Ganzen, wie eine Herausarbeitung der Details 
vorzunehmen, wahrend Lie nur die oft unbehauenen Steine geliefert hatte. 
Uebrigens sind auch eine Reihe neuerer Lie’scher Ideen in dem Werke 
verwerthet, so die der ,,Parametergruppe“: der r-gliedrigen Gruppe zwischen 
den r Parametern der Transformationsgruppe selbst, die durch das associa- 
tive Gesetz der Operationen geliefert wird und die fiir die Fragen nach 
allen zu einer gegebenen Gruppe isomorphen Gruppen eine Rolle spielt — 
ein auch 1884 (Forh.) von Lie eingeschlagener Gang, der spiterhin in 
dem Grundproblem der Gruppenlehre, der Zusammensetzungstheorie, noch 
eine gréssere Litteratur im Gefolge hatte. So wuchs unter den Hiinden 
des hingebungsvollen Bearbeiters das Werk, dessen Zweck ist, die Grund- 
lagen, bis zu den Anwendungen hin, darzubieten, nach und nach zu drei 
starken Bander heran, erschienen 1888—1893: ein von Anfang bis Ende 
durchaus originales Werk, das seine Selbstiindigkeit bis zu dem Masse 
aufrecht erhilt, dass es keinerlei fremden Arbeiten Einfluss auf seine 
Entwicklungen gestatten will. In seiner sehr abstract gehaltenen Form 
lisst es iibrigens, vielleicht mit Ausnahme des II. Bandes, der von vorn- 
herein so angelegt wurde, dass er méglichst fiir sich verstindlich wiirde, 
den synthetischen Gang der Lie’schen Ideenbildungen ziemlich zuriick- 
treten. Zu bedauern bleibt, dass weder die Theorie der Differentialin- 
varianten eingehender beriicksichtigt, noch die der unendlichen Gruppen 
beriihrt werden konnte, und dass die dahin zielenden Absichten Lie’s auf 
ein weiteres systematisches Werk zu nichte geworden sind. 


Aus der Leipziger Zeit ragt unter den Anwendungen der Gruppen- 
theorie eine besonders hervor, die iibrigens auch ihren Platz im III. Bande des 
Transformationswerkes gefunden hat: die auf das ,,Riemann-Helmholtz’sche 
Raumproblem“, d. h. auf die Grundlagen der Geometrie. Frith schon 
durch Klein und dessen Programm auf den gruppentheoretischen Charakter 
des Problems, und insbesondere auf die Frage der Bedeutung des Helm- 
holtz’schen ,,Monodromieaxioms“ hingewiesen, wiilzte Lie seit 1880 diese 
Fragen in sich, um zuerst 1886 bei Gelegenheit der Berliner Natur- 
forscherversammlung mit seiner Ansicht hervorzutreten. Helmholtz’ Auf- 
fassung selbst war, héchst bemerkenswerth fiir 1868, aber dem grossen 
Forscher unbewusst, eine gruppentheoretische gewesen, indem sie die 
Gruppen der co® Bewegungen des Raumes, welche zu den drei Geometrien 
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Sophus Lie. 39 


fiihren, gegeniiber allen iibrigen Gruppen zu charakterisiren sucht, niimlich 
durch die freie Beweglichkeit (innerhalb eines beschrinkten Gebiets, wie 
Lie hinzufiigte) der starren Kérper, also durch die Existenz einer Invariante 
zwischen je zwei Punkten, als der einzig wesentlichen Invariante. Indem 
Lie nun dieses Problem principiell als Gruppenproblem aufgriff, erkannte 
er zunichst fiir unseren Raum die Ueberfliissigkeit desjenigen Theils des 
Monodromieaxioms, der zur freien Beweglichkeit um eine feste Axe (mit 
einem Grade der Freiheit) noch die Periodicitét ausdriicklich postuliren zu 
miissen glaubte; vor Allem aber gab er, neben einer vollen Liésung des 
Problems im Helmholtz’schen Sinne, eine zweite noch tiefer gehende, 
welche nur mit den Begriffen Punkt, Linienelement, Flichenelement operirt, 
Annahmen iiber die Transitivitit der Bewegungen nur fiir das Infinitesimale 
macht, und damit auch die Helmholtz’schen differentiellen Betrachtungen 
verbesserte. Zu dieser Untersuchungsreihe gehért auch Lie’s Forschung iiber 
die Gruppen, welche einen quadratischen Differentialausdruck invariant 
lassen (ibidem), als Beitrag zur Begriindung der Riemann’schen Abhandlung. 

Der Werth dieser Untersuchungen welche natiirlich den Betrachtungen 
von Riemann, Lipschitz etc. nur parallel laufen, liegt wohl hauptsichlich 
darin, dass sie erlauben, fiir jede Stufe der Geometrie das geeignete 
Axiomensystem auszuwihlen; und so haben sie mit Recht 1897 [vgl. das 
in der Note S. 1 angefiihrte Gutachten, Annalen Bd. 50] den ersten von 
der Kasaner Gesellschaft vertheilten Lobatschewsky- Preis erhalten. 

Fast noch stolzer als auf sein grosses Gruppenwerk war Lie auf diese 
Anwendungen, und auf die Anwendungen iiberhaupt: war ihm doch der 
Gruppen- und Invarianten-Gedanke nicht nur ein methodischer Gesichts- 
punkt, von dem aus er das ganze alte Gebiet der Mathematik neu durch- 
denken wollte, sondern auch das Element, das nach und nach alle mathe- 
matische Wissenschaft durchdringen oder einheitlich verbinden sollte. So 
erfiillte es ihn mit hoher Genugthuung, als in den achtziger Jahren in 
der Theorie der complexen Zahlensysteme durch Poincaré und durch Lie 
nahestehende deutsche Mathematiker, und in den functionentheoretischen 
Untersuchungen iiber lineare Differentialgleichungen durch franzésische 
Mathematiker, der Begriff der continuirlichen Gruppen mit zu Grunde gelegt 
wurde, und zwar unter Berufung auf ihn selbst. In das erstere Gebiet griff 
Lie auch ein, indem er gelegentlich (,,Ueber irreductible Beriihrungstrans- 
formationsgruppen“, Sichs. Ber. von 1889) auf die Existenz irreductibler 
Zahlensysteme hinwies. Das functionentheoretische Gebiet aber, mit seiner 
Anwendung von analytischen Fortsetzungen, und noch mehr das alge- 
braische, und besonders das arithmetische mit vorgegebenem Rationalitits- 
bereich, lag ausserhalb der Sphiire des Lie’schen Schaffens. Sein ganzes 
Denken, wie sein Wissen, stand weit ab von jener Richtung, welche, 
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durch grosse Forscher gepflegt, als ,,Priacisionsmathematik“ im Laufe dieses 
Jahrhunderts allmahlich emporgestiegen ist und am Ende desselben fast 
die allein herrschende zu sein scheint: gerade ihr gegeniiber steht Lie 
da wie riickweisend auf die friiheren Classiker der infinitesimalen und 
projectiven Geometrie, als lebendiges Zeugniss, dass auch deren Gedanken- 
gebiet unter dem Einfluss eines naiv-schépferischen Genies, das beide Geo- 
metrien vereint, wieder fruchtbar werden und zu unabsehbaren Neuent- 
wicklungen, neu nach Inhalt und Tragweite, gelangen kann. 

Will man den wirklichen Umfang des Lie’schen Schaffens durch ein 
Wort festlegen, das sowohl seine Transformations- und Invariantenrichtung, 
als seine geometrischen Untersuchungen einschliesst, so braucht man nur 
sein eigentliches Ziel: die Integration der Differentialgleichungen, zu 
nennen. 

Und wenn es der Zukunft vorbehalten sein mag, auch in den Lie 
ferner liegenden Gebieten seine Ideen zur Geltung zu bringen, so ist doch 
zweifellos, dass diese nicht fiir sich den Angelpunkt aller Untersuchung, 
sondern immer nur einen Theil der mathematischen Speculationen um- 
fassen kénnen. Sie werden um so anregender wirken, je mehr wir sie 
als blosses Hiilfsmittel der geometrischen und analytischen Forschung zu 
betrachten lernen werden. Das Transformationswerk Lie’s an sich mag 
nach Fundamentirung und System, nach analytischer Form und nach der 
kritischen Seite hin, dem Wandel der Zeit und der fortschreitenden 
Wissenschaft verfallen — und Lie selbst hat seitdem die Systematik des 
I. Bandes in manchen Punkten iiberholt (Siichs. Ber. von 1890) —: die ihm 
tiefer zu Grunde liegenden begrifflichen Ideenverbindungen Lie’s in ihrer 
umfassenden Einfachheit und in ihrer Beweglichkeit, die geometrische Er- 
fassung der Transformations- und Invariantentheorien mit ihrer un- 
beschrankten Freiheit in der Wahl des Raumelements, sie sind es, welche 
ihre schaffende und ordnende Kraft, ihre problemstellenden und problem- 
lésenden Eigenschaften, ihre ,,synthetische‘ Durchdringung der Wissen- 
schaft, die fiir jeden ihrem Bereich unterzuordnenden Fall die geeignete 
analytische Formel aus sich herausbildet, immer bewihren werden. 
Denn’ wenn die Kraft von Lie’s Schaffen aus der ausserordentlichen Con- 
centration seines Denkens, aus der Ausbreitung von einem einzigen 
Punkte aus hervorgeht, in einem Masse, dass sie als, eine auf die Spitze 
getriebene Einseitigkeit empfunden werden kénnte, so beruht die Kraft 
seines Einwirkens eben auf einer mit jener Concentration verbundenen 
héchsten Abstractions- und Verallgemeinerungsfihigkeit — einer Fahigkeit, 
die darin den echt mathematischen Geist zeigt, dass ihre wenn auch rein 


begrifflichen Speculationen unmittelbar in analytisches Gewand gekleidet 
werden kénnen. 
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s Im Jahre 1898 zog es Lie zuriick in sein norwegisches Heimathland, 
t an dessen gewaltiger Natur er, der riistige Fusswanderer, so oft Kérper 
e und Geist erfrischt hatte, und fiir das sein Herz hochschlug, wie fiir seine 
d Familie und fiir seine Wissenschaft. Nachdem fiir ihn in Christiania wieder 
\- eine Universitiitsprofessur unter ehrenvollen Bedingungen errichtet worden 
)- war, siedelte er im September dahin iiber. Aber seine kérperlichen Kriifte 
i waren gebrochen, und schon um Weihnachten zeigte sich der unver- 

meidliche Ausgang. Am 18. Februar 1899 erlag Lie einer pernicidsen 
n Aniimie. Mit ihm schied der originalste und schépferischste Vertreter 
Z, der geometrischen Wissenschaft der letzten drei Decennnien dieses Jahr- 
ir hunderts dahin. 


Erlangen, September 1899. 








Ueber eine Lésung der Aufgabe, jede Primzahl als Function der 
vorhergehenden Primzahlen durch einen geschlossenen Ausdruck 
darzustellen. 


Von 


C. IsENKRAHE in Trier. 


Den Ausgangspunkt fiir folgende Ueberlegungen bildet der Satz, dass 
die Facultit einer Zahl « durch jede beliebige Primzahl a, so oft dividirt 
werden kann, als die Summe: 


se. ~[s]+(3]+[3] +~ 


Einheiten enthilt.*) Bezeichnet man nun die Potenz a;’” kurz mit 
p(r, x) und das Product p(1, 7). p(2,x)...p(m, x) mit P(m, x), so lasst 
sich die Gleichung aufschreiben: 

x! 
@) Pon) 
welche immer richtig ist, falls im Nenner alle Primzahlen beriicksichtigt 
sind, welche auf der Zahlenstrecke von 1 bis x angetroffen werden. Wenn 
aber sodann die Zahl x von dem Werthe aus, den sie eben hatte, beliebig 
weit wichst, so muss, damit obige Gleichung richtig bleibt, der Nenner 
sich ebenso oft um einen weiteren Factor vermehren, als die Zahl x durch 
eine Primzahl hindurchgeht. Ist dies » mal geschehen, so haben wir fiir 
das grésser gewordene x die Gleichung: 

x! 
(2) P(m, x). p(m+1, x) .p(m+-2, x)... p(m-+n, x) ond. 

Dieses Anwachsen der Zahl x soll nun — ‘und das ist die Aufgabe, 

die wir uns stellen — durch irgend eine noch aufzufindende Function so 





*) Den Hinweis auf diesen Satz verdanke ich Herrn Julius Braun, welcher 
in seiner demniichst als Beilage zum Jahresbericht des Fr. W. Gymn. in Trier 
erscheinenden Abhandlung: ,,Das Fortschreitungsgesetz der Primzahlen durch eine 
transcendente Gleichung exakt dargestellt‘* von demselben Satze ausgeht. 
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geregelt werden, dass die Iteration dieser Function Werthe liefert, welche 

sich nicht nur stets in der Richtung auf die nachstfolgende Primzahl hin 

bewegen, sondern nach Erreichung derselben auch automatisch stillstehen. 

Mige die zu suchende Function F(m, x) heissen, so muss also sein: 
Om+1 = limit F'(m, x). 

Weil an dem zu erzielenden limes die Zahl 2 den Werth Gn41 erreicht, 

so geht Gleichung (2) daselbst iiber in die Form: 


x x! 











P(m, ®) .p(m-+1, a) : x ] =1, 
P(m,x) On tat 1 
woraus sich ergiebt: 
a (@@—1)!_ 
Pa —*% Wd Saw al. 


Hingegen, so lange sich 2 noch in dem Zwischenraum zwischen den Prim- 
zahlen @,, und d@,4; aufhilt, ist zufolge Gleichung (1) 





—_—_ @—!)! 1 
Pim, 2) 1, also Pima «x 
Aus letzterer Gleichung ergiebt sich aber wiederum einerseits eae = Zt, 





andererseits [pas ~] = (0. 


An der Grenze jedoch, wo «4,4, geworden, da ist sowohl 


P(m, x) __ a@—1)ry 
@ —! = 1, als auch Fecal = 1, 


Setzt man daher die gesuchte Function F'(m,) aus drei Gliedern 
zusammen und schreibt: 





x! P(m, x «2—1)! 
F(m, «) a P(m, x) + os * hae Pw x]; 

so ist auf dem Wege zwischen a,, und a,,4; die Function F(m, «) immer 
gleich 1+ x, also wiichst das Argument bei der Iteration jedesmal. 
Sobald hingegen 7 = a4; geworden, ist F’'(m, x) = « +1—1 =a, also 
steht hier die Iteration automatisch still und ist durch keine Wiederholung 
mehr von der Stelle zu bringen. Hieraus erhellt, dass obige Function 
F(m, x) genau das leistet, was sie soll. 

Noch kénnte man die Frage aufwerfen, was denn dann geschehe, 
wenn der Anfangswerth 2, fiir die Iteration schon zu hoch gegriffen 
worden, d. h. wenn 2 > G41 ist. 

In diesem Falle ist zufolge Gleichung (2): 

Lo 
..-p(m-+N, x) 





F(m, x) = p(m+1, 2) ...p(m-+-n, a) + eTLAD 
= [eet 1, Xo)... p(m-+n, a). 


X 

















44 C. Isenxrane. Zur Theorie der Primzahlen. 


Wir untersuchen das zweite Glied dieser Function. Wiahrend x wichst, 
treten im Nenner desselben der Reihe nach die Primzahlen a,,41:, G@m+t2 ete. 
als Factoren auf. Da nun aber von Anfang an 2, schon um 1 grdsser 
als @,4; ist, so kann der erste Factor des Nenners sich gegen den Ziahler 
nicht eher aufheben, als bis 2) = 2 - @m41 geworden ist. In der Zwischen- 
zeit ist aber schon, weil bekanntlich @n42<2+@m4; ist, im Nenner 
mindestens eine weitere Primzahl hinzugetreten; und so erkennt man, dass 
der Nenner stets neue Factoren bekommt, ehe die alten sich weggehoben 
haben. Daraus geht hervor, dass das zweite Glied der Function F'(m, x) 
in dem bezeichneten Falle jedesmal ein Bruch ist. Damit kann aber die 
Rechnung nicht fortgesetzt werden. Die Iteration hebt sich also, wenn 
der Anfangswerth zu gross gewahlt ist, automatisch aus dem Sattel; in 
die Irre lauft sie nie. 

Wenn man aber von vornherein die Méglichkeit des Kintretens solcher 
Fille durch eine bestimmte Angabe iiber die Anfangswerthe der Iteration 
ausschliessen will, so kann man schreiben: 

Gn41 = limit F(m, 2), 
29=A4m+1 
und diese Gleichung darf, da sie keinerlei Willkiirlichkeit oder Mehr- 
deutigkeit enthilt, als eine vollstindige Lésung der gestellten Aufgabe 
betrachtet werden. 


Trier, im Marz 1899. 
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Ueber den Stand der Herausgabe von Gauss Werken. 
Zweiter Bericht*). 
Von 
F. Kiem in Gottingen. 


Im verflossenen Jahre ist die Herbeischaffung neuen Materials und die 


genaue Durchsicht des Nachlasses, sowie der Gauss-Bibliothek, soweit gefordert 
worden, dass diese Punkte als erledigt betrachtet werden kénnen, jeden- 
falls was die Drucklegung der Bande VII und VIII angeht. 


IL. 


Folgendes neue Material ist uns zugiinglich geworden: 

Durch Ankauf: , 

1) Ein Vorlesungsheft von Gauss iiber praktische Astronomie, von Frau Prof. Peters 
in Kénigsberg. 

2) Zwei Originalbriefe von Gauss (an Sophie Germain und an Rudolf Wagnez), 
aus der Versteigerung der Boncompagni’schen Autographensammlung in Rom. 

Geschenke: 

1) Acht Convolute Akten der Hannéver’schen Landesvermessung (Beobachtungen, 
Abrisse und Coordinaten) nebst den zugehérigen Originalberichten von Gauss 
an das Hannéversche Ministerium. 

Geschenk der Kgl. preussischen Landesaufnahme des grossen Generalstabes. 

2) 21 Briefe von Gauss an Weber, nebst einem Brief von Gauss an Humboldt 
(auf Weber und erdmagnetische Fragen beziiglich, 1838), sowie eine Reihe 
mit Notizen. 

Geschenk von Prof. Heinrich Weber in Braunschweig. 

3) Ein Heft mit Ausarbeitungen von drei Gauss’schen Vorlesungen tiber die Theorie 
des Erdmagnetismus, Geodiisie, Methode der kleinsten Quadrate; ferner ein Heft, 
enthaltend eine Ausarbeitung einer Gauss’schen Vorlesung ,,Theorie der 
imaginiiren Grdssen“ nebst einer Vorlesung von Stern iiber bestimmte Integrale. 

Beides Geschenke der Directoren des mathematischen Seminars der Uni- 
versitiit Halle. 

Die Hefte stammen aus dem Nachlasse von E. Heine. 


*) Abgedruckt aus den Nachrichten der k. Gesellschaft der Wissenschaften zu 


Gittingen, Geschiiftliche Mittheilungen vom Jahre 1899, Heft 1 (Oeffentliche Sitzung 
vom 29. April 1899). — Vergl. Bericht I in den Geschiftlichen Mittheilungen vom 
Jahre 1898 (abgedruckt in Bd. 51 der mathematischen Annalen). 
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4) Copieen der noch vorhandenen Briefe von Gauss an Sophie Germain und einiger 
anderer Briefe. — Einige Vorarbeiten von Schering fiir die Drucklegung der 
weiteren Biinde, namentlich zur Theoria motus. 

Geschenk von Frau Geheimrath Schering dahier. 
5) 242 Briefe Gerling’s an Gauss und einige Briefe von Gauss’ Kindern an 
Gerling. 

Geschenk der Frau Hofphotograph Rothe in Kassel. 

6) Copie eines Briefes von Gauss an Grassmann. 
Geschenk von Prof. Engel in Leipzig. 

7) Copie zweier Briefe von Gauss an Schumacher und an einen Unbekannten. 
Geschenk von Prof. Stiickel in Kiel. 

8) Copie eines Briefes von Gauss an Pater Koller. 
Geschenk von Prof. Schwab in Kremsmiinster. 

9) Ein Autograph von Gauss (iiber Schachspiel). 
Geschenk von Frau Prof. Listing in Hannover. 


Zeitweise tiberlassen: 


1) Tagebuch von Gauss tiber seine wissenschaftlichen Entdeckungen. 
(Von 1796 bis 1800, bez. mit grossen Unterbrechungen bis 1814). 
Ferner ein Notizbuch von Gauss und eine Reihe Zettel. 
Von Herrn Gauss in Hameln (Enkel von Gauss). 

2) Originalmanuscripte zu den Gauss’schen Abhandlungen: ,,Theorematis funda 
mentalis in doctrina de residuis quadraticis demonstrationes et ampliationes 
novae“ (1817) und ,,Determinatio attractionis, quam in punctum quodvis posi- 
tionis datae exerceret planeta, si ejus massa per totam orbitam ... esset 
dispertita' (1818). 

Ferner eine Reihe (nicht von Gauss selbst herriihrender) Ausarbeitungen 
und Rechnungsbeispiele zur Theoria motus. 
Von der New-York Public Library. 

8) Brief von Gauss an Bohnenberger. Durch Prof. Hammer in Stuttgart. 

4) Brief von Gauss an Fechner. Durch die K. siichsische Gesellschaft der Wissen- 
schaften. 

5) Brief von Gauss an Herger. Durch Prof. Hiifner in Tiibingen. 

6) Briefe von Gauss an Kestner. Durch Prof. Engel in Leipzig, aus der Uni- 
versitiitsbibliothek daselbst. 

7) Brief von Gauss an Scherk. Durch Prof. Study in Greifswald. 

8) Copieen zweier Briefe von Gauss an Olbers (Originale in Pulkowa). Durch 
Dir. Dr. Schilling in Bremen. 

9) Ausarbeitung einer Gauss’schen Vorlesung ,,Geodiitischer Calcul nebst einer 
Reihe weiterer Notizen. Durch Frau Prof. Listing in Hannover. 

19) Copieen von Briefen von Encke an Olbers, Bessel an Repsold und andere. 
Drei Briefe von Olbers an Argelander. Ausarbeitung einer Gauss’schen Vor- 
lesung iiber ,,Theoretische Astronomie“. 

Aus dem Nachlass von Winnecke, durch Prof. Wislicenus (bez. Frau 
Winnecke) in Strassburg. 

11) Ein Heft ,,Abhandlungen von C. F. Gauss‘*t (aus dem Nachlass von Wilhelm 
Weber), im wesentlichen nur bereits Gedrucktes enthaltend. Durch Prof. 
Jacobj in Gittingen. 
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Ueber den Stand der Herausgabe von Gauss’ Werken. II. 47 


Ausserdem haben wir folgende Gaussiana als Geschenk erhalten: 
1) Auf Veranlassung der Calvér’schen Buchhandlung in Gottingen, von der 
technischen Hochschule in Braunschweig, durch Prof. Fricke daselbst: 

Eine Reihe von Berichten und Zeitungsnotizen tiber das Gauss-Denkmal 
in Braunschweig und das Braunschweig’sche Gauss-Stipendium. (Aus den 
Jahren 1877 und 1878.) 

2) Von Prof. Engel in Leipzig: 

Nikolaj Iwanowitsch Lobatschefskij. Zwei geometrische Abhandlungen aus 
dem Russischen tibersetzt, mit Anmerkungen und einer Biographie des Ver- 
fassers. Von Friedrich Engel. Leipzig 1898. (Vgl. Nachwort, 8. 475—476). 

3) Von Prof. Lindemann in Miinchen: 
Gedichtnissrede auf Seidel. Aus den Abhandlungen der Miinchener Akademie, 
4) Von Frau Geh. Rath Schering: 

Schering’s Exemplar von Boncompagni, intorno ad una lettera di Gauss 
(ad Olbers). 

5) Von der Springer’schen Verlagsbuchhandlung in Berlin, bez. dem Heraus- 
geber, Herrn Director Schilling in Bremen: 

Die Aushiingebogen des in Druck befindlichen Briefwechsels zwischen Gauss 
und Olbers. Es sind bis jetzt 18 Bogen sowie 9 Bogen des Ergiinzungsbandes, 


welcher die von Prof. Schur bearbeiteten Beobachtungen von Olbers enthilt, 
gedruckt. 


_ Von allem diesem Material ist wissenschaftlich unvergleichlich das 
interessanteste das oben unter III, 1 angefiihrte, durch die Vermittelung 
von Prof. Stickel uns zugekommene Tagebuch von Gauss. Dasselbe be- 
ginnt 1796 mit dem Satze: 

,Principia quibus innititur sectio circuli ac divisibilitas 
ejusdem geometrica in septemdecim partes etc. 
Mart. 30. Brunsv.“ 
und giebt nun in chronologischer Reihenfolge bis zum Jahre 1800 eine 
lange Reihe der merkwiirdigsten Notizen, durch welche die einzelnen 
mathematischen Entdeckungen von Gauss, die in jene Jahre fallen, in 
genauer Weise datiert werden. Wir nennen hier von 1800: 


»lheoriam quantitatum transcendentium 








% dx 
Vii — wrx) (1— Bre) 
ad summam universalitatem perduximus. 
Brunsv. Mai 6.“ 
»lncrementum ingens hujus theoriae invenire contigit, per - 
quod simul omnia praecedentia nec non theoria mediorum 
arithmetico-geometricorum pulcherrime nectuntur infinitiesque 
augentur. Brunsv. Mai 22.“ 
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F. Kiem. Ueber den Stand der Herausgabe von Gauss’ Werken. Il. 


yNov. 30. Felix fuit dies quo multitudinem classium for- 
marum binariarum per triplicem methodum assignare largitum 
est nobis, puta 1) per producta infinita, 2) per aggregatum 
infinitum, 3) per aggregatum finitum cotangentium seu loga- 
rithmorum sinuum. Brunsv.“ 

In den folgenden Jahren wird diese Liste leider nur mit Unter- 
brechungen weitergefiihrt, bis sie in den Jahren 1813 und 1814 mit zwei 
Notizen iiber biquadratische Reste abbricht, die wir auch noch hierher 
setzen: 

»yfundamentum theoriae residuorum biquadraticorum ge- 
neralis, per septem propemodum annos summa contentione sed 
semper frustra quaesitum tandem feliciter deteximus eodem 
die quo filius nobis natus est. 1813 Oct. 23. Gott.“ 

,oubtilissimum hoc est omnium eorum quae unquam per- 
fecimus. Vix itaque operae pretium est, his intermiscere men- 
tionem quarundam simplificationum ad caleulum orbitarum 
parabolicarum pertinentium.“ 4 Ww 

»Observatio per inductionem facta gravissima theoriam / 
residuorum biquadraticorum cum functionibus lemniscaticis 
elegantissime nectens. Puta si a-+ bi est numerus primus, | 8 
a—1-+ bi per 2+ 22 divisibilis, multitudo omnium solutionum 
congruentiae 1—2x2-+yy-+axryy (mod. a+ bi), inclusis Ff 
roo, y=+i,r=—+i, y=oo fit —(a—1)* + bb. 





1814 Jul. 9.“ i P 
Es eriibrigt, dass ich tiber den Fortschritt der redactionellen Arbeiten | . 
Einiges hinzufiige. Fiir den ersten Theil von Bd. VIII liegen die Manu- |~ | 
scripte fiir Arithmetik und Analysis (Fricke), Numerisches Rechnen und | ( 
Wahrscheinlichkeitsrechnung (Bérsch und Kriiger) fertig vor, wihrend 
das Manuscript fiir Geometrie (Stiickel) fast vollendet ist. Fiir den zweiten d 
Theil von Bd. VIII ist das Manuscript zur Geodiisie (Bérsch und Kriiger) e 
zum grossen Theil fertig. Fiir Band VII (Astronomie, Brendel) konnten [| g 
bisher nur oberflichliche Vorarbeiten vorgenommen werden. Der Druck [f i 
von Band VIII hat begonnen und soll jetzt regelmiissig weitergefiihrt | 
werden. , ( 


Gdttingen, den 29. April 1899. 
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Ueber die Irreductibilitat algebraischer Functionalgleichungen 
und linearer Differentialgleichungen. 


Von 


Leo KoeniGSBERGER in Heidelberg. 


Eine algebraische Gleichung von der Form 
(1) Po(w™—a)y" +P, (@—a2)y"* + Pra (w— a) y+ Pa(T—ae) = 0, 
worin die Coefficienten endliche oder unendliche convergente Potenzreihen 
von x—a hbedeuten, fiir welche (0), p,(O),... Prs(0), px(O) nicht 
simmtlich verschwinden, kann stets durch Multiplication mit einer positiven 
ganzzahligen Potenz von x — a auf die Normalform gebracht werden 


(2) (e—a)"Bo(w—ax)y" + (w—a)"* B, (w—ae) y"* + -- 
#9 + (x—a)Bra(w—ea)y + $.(w—«ax) — 0, 
in welcher $,,... 8, wiederum Reihen von demselben Charakter sind, 
die nicht simmtlich fiir «= « den Werth Null annehmen. 
Wir werden nun die Gleichung (2) in der Umgebung von x= a 
irreductibel nennen, wenn sie mit keiner Gleichung niederen Grades 


(3) (7@—a)" Do(a—a)y” + (e@—a) D, (w—ax)y" + -- 

+ (ea) D,s(e—a)y + D,(e—a) = 0, 
deren Coefficienten denselben Charakter haben, in der Umgebung von « 
eine Lésung gemein hat, so dass, wenn die Gleichung (2) in dem an- 


gegebenen Sinne reductibel ist, wie unmittelbar zu erkennen, die in y 
identische Gleichung bestehen muss 


(4) (a—a)" PB, (e—ae)y" + (w—a)"" B, (w@—ex)y" + -- 
+ (ee) Beale—a)y + Balo—e) 
= {(c—0) Dy (2—a)y’ + +--+ (e—@) D122) + O,(0—«)} 
{(@— a) "Rye — 0) yf = + (we) Bray + Rs) }, 
worin die %,, R,,..., Re» wiederum Reihen von demselben Charakter 
bedeuten, die fiir 2 — a nicht simmtlich verschwinden. 
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Zunaichst mag mit Riicksicht auf die spiiteren Resultate fiir lineare 
Differentialgleichungen hervorgehoben werden, dass die Substitution 


9 eae? 


wenn ¢ eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, die beiden Gleichungen 


(ea) By(e—a) y* + (#—a)-DEB, («—a) "1 4 - 
-- + («—a)ye $,_1(x—a) y + $,.(x—ae) = 0 


(ea) Py(a—«) y" + (ea B (ea) yt 
++ (7a) Bra(@—a) + Ba(e—a) = 0 


zugleich irreductibel und reductibel werden lisst, und es soll nunmehr 
untersucht werden, unter welchen Bedingungen die algebraische Gleichung 


(5) (a2—a)"to ¥,(a#—a) y” + (a — a)" ¥, (a—«) y"— + .. 
+ oa) By (e—a)y + (e—a)* B, (ea) = 0, 
in welcher $,(0), $, (0), ..., %8,(0) simmtlich von Null verschieden sind, 


irreductibel ist, wobei wir bemerken wollen, dass wir uns zur Unter- 
suchung einer Methode bedienen, die sich nicht wesentlich von der friiher 
von mir zur Ausdehnung des Hisenstein’schen Satzes benutzten unter- 
scheidet, die aber gerade in dieser Form auf die Feststellung der Irre- 
ductibilitét linearer Differentialgleichungen iibertragbar ist.*) 

Da, wenn die Gleichung (5) reductibel ist, eine in y identische Be- 
ziehung bestehen muss 


und 


*) Der erste von Eisenstein herriihrende Satz iiber die Irreductibilitit gewisser 
algebraischer Zahlengleichungen sowie die weiteren von mir durch functionentheoretische 
Betrachtungen hergeleiteten Siitze lassen sich, wie man aus dem Obigen ohne weitere 
Schwierigkeiten erkennt, auch auf Gleichungen ausdehnen, deren Coefficienten transcen- 
dente Zahlen sind, und es folgt z. B. unmittelbar der Satz, dass eine Gleichung von 
der Form 


aMeth gy (e) a® + DOT g, ()a®* 14... &tty, (a+, (0) =, 
in welcher e eine beliebige positive ganze Zahl, <« eine transcendente Zahl, 
Go(®)> Gr (E> - + +s 9, (8) 


ganze Functionen von ¢ darstellen, deren Coefficienten algebraische Zahlen sind und 
In(2)> In nicht den Factor « haben, in dem Sinne irreductibel ist, dass sie mit 
keiner Gleichung niederen Grades, deren Coefficienten ebenfalls ganze Functionen der 
transcendenten Zahl ¢ mit algebraischen Coefficienten sind, eine Lisung gemein hat. 
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(6) (w—a)"+of B,(0) + (w@—a) By’ (0) + - + -Jyn 
+ (ea) B, (0) + (w@—ee) By’ (0) + « Jy ee 
“+ wa)" [B,_1(0) + (7a) Bea(0) ++ Jy 
+ (w—a)""[Bn(0) + (@—a) B,(0) +--+] 
yen = {(@—e@)"[Qy(0) + (@@—a) D,'(0) + «Jy 
+ (@—a)'[9, (0) + (a@—a) D,'(0) +. Jy... 
“+ (a@—a)[O,-1(0) + (@—a)O,_1(0) + -- Jy 
+ 2,(0) + (a—a) O,(0) + ---} 
>< | (w-—a)" [Ky (0) + (w—ex) Ry’ (0) + - + Jy 
+ (4a) [R, (0) + (wae) RO) E+ Jy .. 
4 ‘+ (@—e)[R-1 (0) + (w7—a) Ri_41(0) + + -Jy 
ehr j + H,—»(0) + (7— a) Ry»,(0) +---}, 


Ing : worin 

Bo), B,C), .--, Bra(0), B,(0) 
von Null verschieden, und von den Zahlen Ries Pay Map + 
eine gleich Null ist, so wird die Substitution 


are 


Un—1, U, mindestens 





GEE REE TG a ene eee 


ind, y= —— 
ter- die in x identische Gleichung 
- @ (e—a)"[B,(0) + (wa) B,'(0) + ++] 
rre- + (a—a)" [B, (0) + (@—a)P,'(0) + ++ -Jart.. 
-+ + @—a)"" [B14 (0) + (e—a) Bra (0) 4 ++ -]x 
” + (@—a)"[B.0) + (@—a) 8,0) + -- J 
= {[02)(0) + (a@—a) O,'(0) + -- -]x” 
+ (2,0) + @@—a) D0) 4 -- Jet 4. 
nr -+ + [O,21(0) + (w—a) D1 (0) +--+] x 
tere ; + 2,(0) + (a—a) O,(0) +--.} 
= >< {[9(0) + (a—«) Ry/(0) + -- Ja 
von + [R, (0) + (x—a) F,'(0) + -- jet... 
++ [Rro1(0) + (ea) Ri1(0) HY 
+ Ri(0) + (w@—a) Rr_(0) +--+} 
ergeben. 
: Sei nun un = 0, uy, uy,-- +) ln—1 > 1, so liefert die Vergleichung der 
und 3 Coefficienten von (x—«a)° auf beiden Seiten der Gleichung die Beziehung 
Ps : (0 (0)x” +O, Oe +0, 10x +0, (0)) 


hat. “4 >< (Ky O)x"— +8, O)x"-— +++ R10) e+ Ray (0) = $, @), 


4* 
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woraus sich 


O,(0)=0,(0)=--=O.10)=90, 8 O)—R,0)=--— 8.10) = 0, 
0,(0) - R.(0) = $0), 
also ©,(0) und ®,_,(0) von Null verschieden ergiebt, da %,,(0) nicht 


Null ist; da aber dann der Coefficient von (a—«)' auf der rechten Seite 
von (7) lautet 


DL, (0) (Hy O)a"—” + KR,’ Oa" + --- + Ri, 0)) 
+ R,—1(0) (Dy O)x” + OD,’ Ox’? + --- + 050)), 
wahrend der Coefficient auf der linken Seite, wenn u, = 1 angenommen 
wird, eine ganze Function x" Grades von x ist, so ist die Unméglichkeit 
des Bestehens der Gleichung (7) nachgewiesen, und damit der Satz her- 
geleitet, 
dass eine algebraische Gleichung der Form 


(8) (a—a)ent* By (a—ax) y* + (@—aee—D tm B, (a—a) yy" 
+ (c@—ae" B, (w—a) y"* +--+ (c—aP AB, (w—ax)y 
+ B,(a— a) = 0, 


in welcher @ eine beliebige positive ganze Zahl, uy, Uy, --- Uns = 1 und 


¥,(0), $,(0), ... B.(0) von Null verschieden sind, in dem angegebenen 
Sinne irreductibel ist. 


Sei wiederum uw, =O, aber uy) = 2, uy, Me, --+ Un1+— 2, 80 wird 
sich durch Vergleichung der Coefficienten von (x—«)' in der Gleichung (7) 
D,,(0)(Ry’ O)x"—* + R,’ Ox + eos + a (0)) 

+ 0) (Ly (O) x” + 2),’(0)x"-1 + aii + ©,’ (0)) = ¥,,(0) 
ergeben; ist nun n—v>v, so folgt R,'(0) — 0, ist n —v< », so ist 


©,'(0) = 0, jedenfalls wird der Coefficient von (x—«a)*® auf der rechten 
Seite von (7) 


= D, (0) (R,” Oa" + KR,” Ox He -- + ,) 


+2 Ry+(0) (Oy Ox” + Dy” Ow! +--+ 2,"0)) 


+ (Do (O)x” + Dy’ (O)x? + --- + 0,'0)) 
>< (KR, Oa” + KR,’ Ox" 1! +. -- + Ri, (0) 
héchstens vom »— 1*" Grade in x sein, wihrend die linke Seite, da 
= 2 ist, in dem Coefficienten die Potenz x" enthilt — nur wenn 
n—v=v, also m eine gerade Zahl ist, kann die Unméglichkeit der 
Zerlegung nicht geschlossen werden, und wir finden somit, 
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dass eine algebraische Gleichung unpaaren Grades von der Form 


=0, (9) (w—a)e"+* By(a@—e) y" + (w—a)e—O+44 B, (w@—a) y" 

+ (a—af 9 B (a—a) y+ + (w—a) 4 Bs (w—ex) y 
icht + £,(c—a) = 0, 
eite 


F in welcher @ wieder irgend eine positive ganze Zahl, uy, Ug,-, + Un—1 > 2 
ie und $,(0), B,(0),...B.(0) von Null verschieden sind, in dem angegebenen 
Sinne irreductibel ist; ist der Grad n jedoch ein paarer, so kann eine Zer- 





4 
& legung nur in zwei Factoren vom =" Grade stattfinden, wenn die Gleichung 
men / tiberhaupt reductibel ist. 
ikeit Man sieht, dass man auf diesem Wege eine weitere Reihe von 
her- § Irreductibilitatscriterien herleiten kann, doch kam es mir hier nur darauf 
E an, die fiir die linearen Differentialgleichungen anzuwendende Methode 
: vorzubereiten. 
E Es ergiebt sich zugleich unmittelbar, dass man diese Satze auch aus 
4 den von mir in meiner Arbeit ,Ueber den Eisenstein’schen Satz von 
“ay der Irreductibilitaét algebraischer Gleichungen“*) angegebenen functionen- 
? theoretischen Methoden herleiten kann, da z. B. die Entwicklung der 
_ : Lésungen der Gleichung (8) in der Umgebung des Punktes a die Form hat 
en} —en ent 
a ae y=a@(c—e) * +a,(e—e) * +a,(c—a) * +--,, 
wird i und man somit durch »-malige Umkreisung des Punktes @ zu allen 
g(7) & Zweigen der durch die Gleichung (8) in der Umgebung von «@ definirten 
e Function y gelangen kann. 
Im Anschluss an die eben erwiahnte auf der Entwicklung der Func- 
tionen beruhende Beweisart der Irreductibilitit wollen wir noch, bevor 
‘0 ist wir zur Ausdehnung der friiheren Sitze auf die Bestimmung der Form 
chten irreductibler Differentialgleichungen iibergehen, einige allgemeine Bemer- 
kungen iiber die Gestalt einer algebraischen Gleichung mit in bestimmten 
Raumen eindeutigen, endlichen und stetigen Coefficienten hinzufiigen, fiir 
welche in der Umgebung eines mehrfachen Punktes die Zahl der Cyklen, 
die Anzahl der Elemente eines jeden Cyklus und die Exponenten der 
Anfangsglieder der Entwicklung gegeben sind, Untersuchungen, die fiir f 
den Fall ganzer Functionen als Coefficienten in ihren Resultaten in meiner 
Arbeit ,,Ueber die Entwicklungsform der algebraischen Functionen und 
P die Irreductibilitit algebraischer Gleichungen“**) veréffentlicht wurden. 
e, da — - 
wenn 


: *) Journal fiir Mathematik B. 115, H. 1. 
t der & **) Sitzungsberichte der Berliner Akademie, November 1898. Die Begriindung 
ee der Resultate erscheint im Journal fiir Mathematik B. 121, H. 4. 
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Sei die Gleichung 
(10) fo(@)y + A@) yt +++ + ha@y + fre) = 0 


vorgelegt, deren Coefficienten simmtlich innerhalb eines von einer ge- 
schlossenen Curve ¢ begrenzten einfach zusammenhingenden Raumes 7' 
endlich, eindeutig und stetig sind, so kann zunichst durch die Substitution 
oe 2 
I fe@) 

die Gleichung (10), wenn z wieder durch y ersetzt wird, in die Form 
Ql) w+ h@yt+ h@y tt: ++ hay + F@) =0 
gebracht werden, in welcher y fiir keinen innerhalb des Raumes 7 gelegenen 
Punkt unendlich gross wird, und F(x), F,(x),... F(x) wieder innerhalb 
desselben Raumes eindeutig, endlich und stetig sind, sich also bekanntlich, 


wenn man den Raum 7 auf dem Einheitskreise in der Ebene vermége 
der eindeutigen Functionen 


(12) t= (8), E=¥(2) 

abbildet, innerhalb dieses Raumes in nach positiven, steigenden, ganzen 
Potenzen von (x) fortschreitende Reihen entwickeln lassen.*) Sucht 
man nun die z-Werthe, welche mehrfache Punkte von y sind, so werden 
dieselben die Lésungen der durch Elimination von y zwischen (11) und 
der nach y genommenen Ableitung derselben 


(13) ny + DNR Wy? +--+ Faw) =0 
erhaltenen Gleichung 
(14) A(«) =0 


sein, worin A(x) die wiederum im Raume T endliche, stetige und ein- 
deutige Discriminante der Gleichung (11) darstellt. Diese Gleichung kann 
nun eine endliche oder unendliche Anzahl von Liésungen besitzen; im 
ersteren Falle wird den mehrfachen z-Punkten im 7-Raume auch eine 
endliche Anzahl zugehériger y-Werthe, von denen die unter einander ver- 
schiedenen mit %,, %,.-- % bezeichnet werden mégen, entsprechen, im 
letzteren Falle werden die Nullwerthe von A(x) sich in immer wachsender 
Anzahl gegen einen Punkt auf dem Rande von 7’ zusammendringen, indem 
die Nullwerthe von A(g(§)) im Innern des Einheitskreises in endlichen 
Distanzen von einander liegen und in immer zinehmender Anzahl sich 
einem Punkte auf der Peripherie dieses Kreises nihern, da sonst im Innern 


*) Fiir die wirkliche Ausfiihrung wird sich besser die neuerdings von Mittag - 
Leffler gegebene wesentliche Ausdehnung desjenigen Verfahrens eignen, welches 
Weierstrass zur Fortsetzung einer Function aus einem Elemente derselben an- 
egeben hat. 
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dieses Raumes eine wesentliche Discontinuitét der nach ganzen positiven 
Potenzen von y(x) fortschreitenden convergenten Entwicklung von A(z) 
sich ergeben wiirde. Die verschiedenen der diesen unendlich vielen Lésungen 
der Discriminante entsprechenden Werthe von y werden sich nach der 
Grosse ihrer Moduln geordnet in die Folge bringen lassen 7,, 7, 73, --., 
worin (y,),—.» gegen Unendlich zunimmt, da die Discriminante also auch 
einer der Coefficienten der Gleichung (11) in dem Punkte des Randes von 
T, gegen den sich die unendlich vielen Nullwerthe der Discriminante 
zusammendriingen, eine wesentliche Discontinuitiit besitzt. Ist nun die 
Zahl der y4-Werthe eine endliche g, so kann man eine ganze Function 
o“" Grades mit constanten Coefficienten 


(15) =A + ay + Gy? +--- + ay? 

bestimmen, welche fiir y=, m,,...% verschwindet, und ebenso lisst 

sich bekanntlich, wenn mod. 7,4; > mod. y, und lim 4, = oo ist, eine in 
A=oa 


der ganzen y-Ebene convergente Maclaurin’sche Reihe 


(16) 2=G+ay+ayr+--- 

herstellen, deren Nullwerthe die siimmtlichen Werthe »,, 7, y;,... und 
keine andern sind. Bildet man nun aus (15) oder (16), indem man fiir y 
die innerhalb des Raumes 7’ definirten » Zweige der durch die Gleichung 
(11) gegebenen Function setzt, die Potenzsummen der zugehirigen Zweige 
21, 2)... der 2-Function, so werden diese sich auch wieder als Lésungen 
einer Gleichung 


(17) a" + gy, (a)? + +++ + Pai (x)@ + Hn(x) = 0 

ergeben, deren Coefficienten innerhalb des 7-Raumes eindeutig, endlich, 
stetig sind, und in welcher allen mehrfachen Punkten x der Gleichung 
(11) vermége (15) oder (16) die Nullwerthe von z entsprechen werden, 
diese selbst also Lésungen der Gleichung g,(x) = 0 sein werden. Fiir 
eine Lésung « dieser Gleichung, welche in dem 7-Raume liegt und nicht 
zu den mehrfachen Punkten der Gleichung (11) gehért, werden sich, wie 
aus (15) oder (16) hervorgeht, die » Zweige der Gfeichung (17) nach 
positiven steigenden ganzen Potenzen von «— « entwickeln lassen, da 
die Lésungen der Gleichung (11) um diesen nicht mehrfachen Punkt 
herum eine solche Entwicklung besitzen; ist jedoch « eine Liésung von 
gn(x) = 0, welche zu den mehrfachen Punkten von (11) gehédrt, und sei 


in dessen Umgebung 
3 Lm 
Z.= A,(a—«a)” a A, (1—«) i 
1 
worin A, von Null verschieden, oder wenn (c—a)” = ¢ gesetzt wird, 


2= At + Awti4..., 
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so folgt aus (15) oder (16) 








My + yy + a,y*? + ---— ApH — Att —.-- = Qy, t) = 0, 

und daher, da fiir t= 0 die Nullwerthe 7,, 4,, y;,... der Reihe 
a+ ay+ ay +-:- 
simmtlich verschieden waren, und 
(220-8) “y?) . _— (=_2e:9) —0 
t=0 ot t=0 ou t=0 
ist, die Entwicklung der Lésungen der — (11) in der Form 
+ 

y — tr = BH + Boyer +-: (a—a)” + Buti (@—a) ” ) 


worin B, von Null seein eed und somit y wie z verzweigt. 

Es bleibt somit in Hinblick auf die Form der Gleichung (17) nur 
eine Gleichung 

Y +E @yt + h@y?tt+: ++ Fu®y+ F@) =0 
zu untersuchen, in welcher F,(x), F(x), ... F(x) innerhalb eines Raumes 
T eindeutige, endliche, stetige Functionen sind, und zwar nur fiir alle 
diejenigen Werthe von x, welche Lésungen von F(x) =O sind und 
zusammenfallende verschwindende Lésungen von y liefern. Dadurch ist 
aber die Untersuchung genau auf die Frage zuriickgefiihrt, welche ich in 
meiner oben angefiihrten Arbeit behandelt habe, und man kann somit aus 
den analogen Formen der Functionen F(x), F,(«),...F,.(#) in der Um- 
gebung der mehrfachen Punkte, von den dort niiher bezeichneten Fallen 
abgesehen, die Zahl der Cyklen um die Verzweigungspunkte herum, die 
Anzahl der Elemente eines jeden Cyklus und das erste Entwicklungsglied 
erkennen, und genau wie dort die Irreductibilitatscriterien in dem Sinne 
aufstellen, dass eine Gleichung (11) dann irreductibel genannt wird, wenn 
sie mit keiner Gleichung niedern Grades, deren Coefficienten in demselben 
Raume 7’ eindeutige, endliche und stetige Functionen sind, eine Lisung 
gemein hat. 

Indem wir nun zu den Irreductibilititsuntersuchungen fiir Differential- 
gleichungen tibergehen, werfen wir zunichst die Frage auf, wann eine 
homogene lineare Differentialgleichung von der Form 


(18) go(x)¥ + a (@)y¥"— + +--+ Grale)y’ + 9n(x)y = 0, 
in welcher g,(x), 9,(”), .-- n(x) ganze Functionen von x sind, in dem 
Sinne irreductibel ist, dass sie mit keiner ebensolchen Differentialgleichung 
niederer Ordnung ein Integral gemein hat, und heben gleich hier aus 
spater ersichtlichen Griinden hervor, dass nicht etwa der dem erweiterten 
Kisenstein’schen Satze, nach welchem die algebraische Gleichung 


Go(X)y" + (w—ex) g, (x) y"1 + + +> + (C—O) gna (x) y + (© —e2) gn(x) = 0, 
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fiir welche g.(«) und g,(@) von Null verschieden sind, irreductibel ist, 
analoge Satz fiir lineare Differentialgleichungen besteht, wie z. B. die 
Differentialgleichung 

y” — vy —3r2y=—0 
zeigt, welche das Integral ; 

y = xe® 

mit der linearen homogenen Differentialgleichung erster Ordnung 

ay —(1+2')y=0 
gemein hat. 

Bezeichnet man mit 


P= g(x) y™ + g(x) y"—? + ++ + gn—s(a) y + gn(x) y 


einen homogenen linearen Differentialausdruck n‘* Ordnung, ferner fiir 
dieselbe Function y mit 


Q=h(x)y + hwy + + + h(a) y+ hi(a)y 
einen ebensolchen v** Ordnung, worin v<n und go(),...gn(), h(x), ... hy (x) 
ganze Functionen von a bedeuten, so ergiebt sich bekanntlich durch 


successive Differentiation als eine in y und dessen Ableitungen identische 
Gleichung 


q’——1 Q 
a 


ame n—v ad”"~"@Q n—v— ) 
(19) WP WE 46 Tay +H (dot has) 


q’—2 


+ ho (D299 + hy Vig: + hy? 92) da" ~ 


n—1— d 
+ ho(@n—v—19o + hotn—»—21 + sia of ho . _—— ms 
+ (Pr—vJo+ hon ag + es + . Same M1 Gn—v—1 +hi— gn—v) Q 
+ yy pg y?—? p++ heyy, 
in welcher die om, ~, y,...% ganze Functionen von x bedeuten. Die noth- 


wendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass simmtliche Integrale von 
Q@ = 0 auch P = 0 befriedigen, wird somit durch die Gleichungen 


k, =k =.--=hk=0 


ausgedriickt, und dasselbe miisste stattfinden, wenn P—0O und Q = 0 
ein Integral gemein haben, welches nicht schon einer linearen Differential- 
gleichung niederer Ordnung also der v*" mit Coefficienten, welche ganze 
Functionen von « sind, geniigt, wonach dann auch alle Integrale von 
Q = 0 Integrale der Differentialgleichung P = 0 sein werden. Jedenfalls 


ist die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Differential- 
gleichung 








(23) 


58 Leo Koenicspercer. 


(20) P= goy™ + HY"? + +> + Gray’ + ry = 0 

in dem Sinne reductibel ist, dass sie mit einer homogenen linearen Dif- 
ferentialgleichung niederer Ordnung, deren Coefficienten ebenfalls ganze 
Functionen von « sind, ein Integral gemein hat, die, dass fiir irgend 
einen Differentialausdruck 


(21) Q = hoy + yy) +--+ hay + hoy, 


in welchem h,, h,,...h, ganze Functionen von x bedeuten und y irgend 





eine der Zahlen 1, 2,...%— 1 darstellt, die identische Beziehung besteht 
(22) ya + py"? + +++ gray’ + gry] 
= hy” go as [hoy + hy) + +++ + hy] 
m—v—1 
WE eo, — [hgy) + IyyD Es ay] + - 


dz 7 .n—v—1 
bho tox na & [gy + yg b= bhp] 
+ @n—[ hoy” + yy’? +--+ + hy), 


in welcher @,, @,,...@,—, die oben definirten ganzen Functionen von x 
bedeuten, und dass somit die Differentialgleichung (20) irreductibel ist, 
wenn eine Gleichung von der Form (22) fiir kein »v zwischen 1 und »—1 
und keine Wahl der ganzen Functionen hy, h,, ... hy, 1, @y, ~~. @On—y 
identisch befriedigt werden kann. Aus (22) ergeben sich die Beziehungen 


hog: = Iol(M—v), hy +h] + @,, 
he oe = = hogol(n— al” + _—s My T M+ “ a —_ ho thls 


n—v—l1 


n—v 
ho Jr = ho 


do ag ) -b (n — — ih 1 “a peers 4th 
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die somit fiir irreductible Differentialgleichungen der angegebenen Art 
nicht erfiillbar sein diirfen. Die Benutzung dieser Untersuchungsmethode 
fir die Irreductibilitit linearer Differentialgleichungen wiirde der von 
Eisenstein zuerst fiir Zahlengleichungen angewandten Beweisart durch 
Nachweis von der Unméglichkeit der Zerlegung in zwei Polynome ent- 
sprechen, und ich will dieselbe kurz skizziren, indem ich auf diesem Wege 
einen speciellen Fall eines spiiter aufzustellenden allgemeinen Satzes be- 
weise. Es soll gezeigt werden, 

dass jede lineare Differentialgleichung der Form 
(w—a)eH* Ga (x) y” + (a—ae)P Ht G, (a) y+ (a—ae)et? G (x) y+ G(x) y =0, 
in welcher G,(x), G,(x), G,(a), G(x) beliebige ganze Functionen von x 
darstellen, Gy(«) und G,(«) von Null verschieden sind, und @ ein beliebige 
positive ganze Zahl bedeutet, in dem angegebenen Sinne irreductibel ist. 

Setzt man niimlich in (23) 


he(2) = (@—a)*He(2), (a) = (@—a)"* 2,(c), 
worin H,(e@) und Q,(@) von Null verschieden sein sollen, so werden, wenn 
A. v=2, 


die Gradzahlen der niedrigsten Potenzen von x—a in den drei sich 
ergebenden Gleichungen lauten: 


1) Da +2e4+1, 390+ 4, 89+1 +4, wm, 
2) DP tet, mr+3et+ a, + 3e+1+ a, +A, 
3) 2dy, dg + 30 + Ag, Hy + Ag. 
Ist nun 
IL ADA —e, 4224 — 20, 
so folgt aus 1) u, >A, + 20+ 1, und dies ist nach 3) unméglich, da 
die letzten beiden Gradzahlen grisser als 24, sind; ist 
Il. 4,>4—o0, 4<4—2e, 
so liefert 1) wieder u, >4,-+ 20+ 1, und dies ist mit 2) unvereinbar; ist 
Hl, 4,<4y— 0, 42 24 — 20, 
so giebt 1) u, = 3e@ + 1-+ 4,, was wiederum 2) widerspricht; und ist 
IV. Ay<dyg—o, dg < dy — 20, 
so folgt aus 1) uy, = 39 + 1-+ A,, und dies steht mit 3) in Widerspruch. 
Wenn dagegen 
B. v=1. 
so werden die Gradzahlen der niedrigsten Potenzen von x«—a in den 
drei Gleichungen (23) sein 
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1) >Agt+2e+1, 83e+%4, 8e+144, wm, 
2) S2a,+o+1, 24,+30—1, 4+30+4,, wy t4—1, +A, Me, 
3) 3dq, 24g + 3Q9—1L +4, AQ tA—Ltm, ater, 


und somit, wenn 
I. A, = Ao —— Q, 


nach 1) wu, > 29 + 1-+ 4), woraus nach 2) uy >o + 1-+ 24, folgt, und 
somit 3) unméglich; ist . 

Il. 4,<’4—o, 
so liefert 1) u, = 39 + 1+ 4,, damach vermége 2) wu, —3e+1+424,, 
und diese beiden Bestimmungen stehen mit 3) in Widerspruch. 

Auf demselben Wege lisst sich der Beweis des entsprechenden all- 
gemeinen Satzes von der Irreductibilitiit einer linearen Differentialglei- 
chung x* Ordnung auf dem Nachweis von der Unmiéglichkeit des Be- 
stehens der Gleichungen (23) basiren und zwar durch Zerlegung der 
Untersuchung in die Einzelfalle, fiir welche 


Ay > hg — @, Ay By — 2Q,.-- Ay > Ay — VQ, 
Ay <g — @, Ag << Ay — 20 Ay < dy — VQ 


ist, und durch Vergleichung der Gradzahlen der niedrigsten Potenzen von 
x =a auf beiden Seiten der Gleichungen; wir wollen jedoch gleich ein 
anderes, ganz allgemeines Verfahren einschlagen, welches nicht blos diesen 
Satz von der Irreductibilitiét solcher linearer homogener Differentialglei- 
chungen, deren Coefficienten ganze Functionen von « sind, begriinden lisst, 
sondern ein Mittel an die Hand giebt, um alle diese Sitze, welche aus 
der Gestalt der Differentialgleichung, deren Coefficienten beliebige Potenz- 
reihen sind, deren Irreductibilitiét erkennen lassen, auf weit allgemeinere 
Classen derselben auszudehnen. 

Wie oben jede algebraische Functionalgleichung, deren Coefficienten 
um x =a herum convergirende Potenzreihen waren, durch Multiplication 
mit einer passenden ganzzahligen positiven Potenz von «—a auf die 
Normalform gebracht werden konnte 


(c—ae)"P,(a—a)y" + (e—ay" PB, (w@—aa)y" 1 +» + (a4—a) Bra (w@—ea)y 
+ $.(e—«a) = 0, 


worin %,(0), $,(0), ... (0) nicht saémmtlich verschwinden, so kann 
bekanntlich jeder homogenen linearen Differentialgleichung, deren Coef- 
ficienten in der Umgebung von x = @ convergirende Taylor’sche Reihen 
darstellen, durch Multiplication mit einer Potenz von «— a die Gestalt 
gegeben werden 
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(24) (az—a)"Po(w—a)y™ + (w—a)" 7B, (@—ax) yy" 4 --- 
+ (c—a) Br1(w—a)y’ + Bale—a)y = 0, 
worin $,(0), $,(0),...%,(0) nicht siimmtlich Null sind. 
Soll nun die Irreductibilitit einer Differentialgleichung von der Form 
(25) (a—a) to, (a —a)y™ + (a—a)— 448, (a—ae) yD + --- 

+ (ea) Bs (a@—al)y’ + (@—a)}" Ba(w@—a)y = 0 
festgestellt werden, in welcher 8,(0), $8, (0), ... (0) siimmtlich von Null 
verschieden sind, wenn nicht etwa der Coefficient einer Ableitung von y 
identisch Null ist, und mp, u,,... Mn positive ganze Zahlen bedeuten, von 
denen auf Grund der oben gemachten Annahme, dass in der Gleichung 
(24) (0), B,(0), ... (0) nicht siimmtlich verschwinden sollten, an- 
genommen werden darf, dass mindestens eine dieser Gréssen Null ist, 


soll die Differentialgleichung (25) also mit keiner linearen homogenen 
Differentialgleichung niederer Ordnung 


(26) @—@)"Do(e@—a)y + (@—a) 41D, (w@—a)y—) + --- 
+ (v—a)D,-1(e@—a)y’ + O(e—a) y = 0, 

deren Coefficienten ebenfalls Taylor’sche Reihen um x =a herum dar- 
stellen, fiir welche O,(0), O,(0),...0,(0) nicht simmtlich verschwinden, 
ein Integral gemein haben, von welchem wir annehmen diirfen, dass dies 
nicht schon einer gleichartigen Differentialgleichung noch niederer Ordnung 
angehért, so wird offenbar nach den friiheren Auseinandersetzungen, indem 
die Zerlegungsform mit einer noch unbestimmten positiven oder negativen 
ganzzahligen Totenz ¢ von x—« multiplictrt wird, damit diese wieder 
die oben angegebene Normalform annimmt, nur die Unméglichkeit der 
Existenz der nachfolgenden in y, y’,...y” identischen Beziehung 


(ca)! | (@@—a) tH By (w—a) 4" + (@—a)“HH B, (a@—a) yo 
—— Bn (w—a)y' + (w—a)"* Ba(w——e)y} 


=(4—a)"" KR, a as [(a—ea)" Dy (a—ee) y™ +- (a— ae)" D, (a— a) yD +. 
+(*#—a)D,-1(4x—a)y’ + O,(v—a)y] 
+ (2a), (7a) eenbiee sine (e—ay-4 


hates (@—«)yl 
+ 


+(a—ea) Rt, 1 (a—e) xf [(a—a)’D sion -shiacoithl (v2—a)y°—D + .. 


+, (e—«)y| 
+R ys (@—e) [(—a)D, (e— a) 96-4 (e — a) 1D, (2a) oY $+ Dey 
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fiir jede Wahl von v und der um a herum convergenten Potenzreihen 0 
und ® zu erweisen sein, wobei vorausgesetzt werden darf, dass 0,(0), 
©, (0),...0,(0) sowohl als auch %,(0), #,(0),.. R,,(0) nicht simmt- 
lich verschwinden. 

Wie wir nun oben zur Ermittlung der entsprechenden Sitze fiir die 
Irreductibilitét algebraischer Functionalgleichungen in die in y identische 
Gleichung (6) y = = gesetzt haben, soll in die in y und dessen Ab- 
leitungen identische Gleichung (27) die Substitution 

y = (x—a)* 
gemacht werden, worin x eine willkiirliche von x unabhingige Grésse 
bedeutet, — was im Grunde auf eine genauere Untersuchung der charakte- 


ristischen Function von Frobenius hinausliuft — und man erhilt somit, 
wenn zur Abkiirzung 


(28) x(x—1)---(e—v+ 1) DY (0) 4+-x(x—1)---(x—v +2) Of (0) + --- 
+ «2, (0) +0 (0) =r! A,, 


also 

(29) [xe(#—1)-+-(e—9--1) Dy (@—«) + +--+ D1 (ee) -+ Dy (wa) (ap 
= Ay(a—a) + A,(e—a)" + Ay (e—ay? + 

gesetzt wird, die fiir jeden Werth yn x identisch zu erfiillende Gleichung 

(30) «(x—1)(x—2)---(x—n-+-1)(a—a)*t#+ BR, (va— a) 

+ x(%—=1)(e—2)--(e—m-.2)(0—a)etHH B, (@—a) + 

ee Reel 


= («ay (ee) [Ay (wa) Ay (HA (ea) 





dx n—v 
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worin mindestens eine der Gréssen uy, M,,.-- Un gleich Null ist und 
R, (0), (0), ... R.(0) nicht simmtlich verschwinden. 

Nun ist aber leicht zu sehen, dass A, nicht fiir jeden Werth von x 
identisch Null sein kann, weil in (28) die Coefficienten der Gréssen 
O,(0), 2,(0),. ..2,(0), welche der Voraussetzung nach nicht simmtlich 
verschwinden sollten, ganze Functionen von x von fallendem Grade v bis 0 
sind, und da die niedrigste Potenz von 2 — a auf der rechten Seite der 
Gleichung (30) die x® ist und der Coefficient derselben 


Ay {x(% —1) +++ (#—m + v + 1) (0) 
+ x(u— 1): — m+ v +2) (0) +>. 
+ xRrs1(0) + Re+(0) | 


lautet, somit nicht identisch verschwinden darf, weil A, von Null ver- 
schieden, $,(0), #,(0),. .. 8,—,(O) nicht simmtlich Null waren und die 
Coefficienten dieser letzteren Gréssen wieder ganze Functionen der will- 
kiirlichen Grésse x von fallendem Grade sind, so wird auch die niedrigste 
Potenz von «—« auf der linken Seite der Gleichung (30) die x sein. 
Daraus folgt aber dass « = 0 sein muss; denn wiire ¢ eine negative ganze 
Zahl, so wiirde, da mindestens eine der Zahlen mu,, u.,... un gleich Null 
angenommen werden durfte, unter der Voraussetzung 


Br, = ry SS ry =O (<< <1) 


auf der linken Seite der Gleichung (30) der Coefficient von (w—a)*+, 
worn x + ¢ <x ist, lauten 


x(x —1) +++ my +.1)B,0) 
$x 1) mtr t)BO ++ 
($e —1) mt rt )RO, 


und da die Gréssen ¥,(0), $,(0),...%,(0) saémmtlich von Null ver- 
schieden waren, nicht Null sein kénnen, weil die Coefficienten von 
$,,(0), B,,(0),..- B,5(0) wieder ganze Functionen von x von fallendem 
Grade sind, was unméglich, da die niedrigste Potenz von 2 — « auf der 
rechten Seite von (30) die x ist; wire aber ¢ eine positive ganze Zahl, 
so wiirde dies aus dem Grunde nicht angehen, weil dann die linke Seite 
der Gleichung (30) als niedrigste Potenz von «—a die x + 1° lieferte, 
wihrend die rechte Seite ein nicht verschwindendes Glied mit der x” 
Potenz gab. Es wird somit fiir eine reductible lineare Differentialgleichung 
die fiir jedes x identische Beziehung bestehen miissen 
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(1) x(e—1)--- em 1e—e Bie—e) 
+ x(e—1) --(@—n + 2(e— a) B(e—e) + 
+ x(0— a)" B,(e—a) + (@—a)"* Bye —«) 
(t—a)[x(x—1)---(@—nf +1), 
+(x+1)x---(«—n+v+ 2)A,(4— 2a) 
+ (x + 2) (x + 1)---(«—n-+v+3) A,(x— a)? + 
+ 8, (2—a)[x(e—1)---(x—m-f+2)A, 
+ eb Deen 9 $8), (8) $0 
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~ ‘ ° 
+ Bose + DAG —0) +04 Ale) = aa 
+ Rrs(«—a) [Ay + A,(@—a) + Ag(e— a)? + 
in welcher v eine Zahl aus der Reihe 1, 2,...% — 1, uo, u,,...Un positive 
ganze Zahlen, Null eingeschlossen und mindestens eine gleich Null, 
¥,(0),...$%,(0) von Null verschieden, %,(0), #,(0), ... R,-,(0), sowie 
(0), 0,(0), ... 2,(0) nicht siimmtlich verschwinden, die Gréssen A, 
durch (28) definirt sind, und wonach, wenn wiederum 
Ur, = Ur, = + = ry = O (1, <<1%y<-++< 18), 
die itibrigen w von Null verschieden sind, durch Identificirung der Coef- 
ficienten von (~x—«) auf beiden Seiten der Gleichung (31) die Beziehung 
besteht 
(32) %(x—1) + (#—m+7, +1)$,,(0)+-4(e—1) + (x—m +7 +1)$B,,(0) 
fovee tae 1) + mp re + 1B (0) 
= [x(x—1) - + (x—v+1)D4(0) + x(e—1) «+ - (xv +2), (0) 
+ +++ + #D,1(0) + 0,(0)) 
>< [2e(x—1)---(x—m -v-+ 1) Ry (0) + e(-—1)--(x—n--v-+2)R, (0) 
+++ eR (0) + RH (0)]; 
worin die Coefficienten der linken Seite ganze Functionen von x sind, die 
in ihrem Grade fallen und nur, wenn rj =~ ist, der Coefficient von 


$,(0) die Einheit ist. 
Zugleich aber folgt aus der Gleichung (27), weil ¢ = 0 gefunden 


wurde, dass 

Ry (w—a) Dy (wx—ax) = (w—aa)" Py (w4—az) 
sein muss, und dass daher, falls die geforderte Zerlegung méglich sein 
soll, da $8,(0) von Null verschieden ist, die Summe der Zahlen, welche 
die Ordnung des Nullwerdens von fi,(a—«) und 0)(a—«) im Punkte « 
angeben, gleich gw, ist, also fiir ein ungerades uw, nicht gleichzeitig 
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Mo(0), HO), -.. RE (0) = 0, D4(0) — 24(0) —- -- — OO) = 0 
und 

Ry (0) + 0, OY 0) + 0 
sein kénnen, worauf wir spiter zuriickkommen. 

Wir kénnen aber die Irreductibilititsuntersuchung einer jeden linearen 
Differentialgleichung (25), in welcher uw, >0 ist, auf diejenige einer solchen 
Differentialgleichung zuriickfiihren, fiir welche der Coefficient von y den 
Factor x — « gar nicht besitzt; denn macht man auf (25) die Substitution 


y = («—ayz, 
worin A zunichst willkiirlich bleibt, so geht dieselbe, wenn wir von nun 


an der Kiirze halber bei den $-Functionen die Bezeichnung des Argu- 
mentes x — a fortlassen, iiber in 


(33) (a—a)r Ho Bye +- (nd (a—aoto By + (w@— ae B,) (w@—eae)" 1 "D4... 
+(AA—1)--(A—n+ 1) (@— ayo By + A(A—1)---(A—n-+ 2) (a@— a) B, 
+--+A@~—a)" 8B, + (@—a)"" B,) 2 = 0, 


und sei nun uw >0, uw, =w?=---=U,,=0, worin Od nach dem 
Friiheren mindestens 1 sein muss, so werden alle Posten des Coefficienten 
von z, die zu den anderen uw Exponenten als diesen @ gehdren, durch 
«—« theilbar sein; verlangt man also, dass der Coefficient von z durch 
x —e nicht theilbar ist, so muss 


MA—1)-A— npr, + DB, 0)+A G1) (A, FBO) + 
$A(A—1)--Q—m- rs B40) 

von Null verschieden sein, was, da §,,(0), $,,(0), ..- 8,,(0) der Voraus- 

setzung nach nicht gleich Null sind, immer zu erreichen ist, da der Aus- 


druck wegen des fallenden Grades der einzelnen Posten in 4 nicht identisch 
verschwinden kann, und es geht somit die lineare Differentialgleichung in 


(34) (a— «tHe G2) + (a—a)— bm Bee) . eer 


+ (e—a) 4B, 12 + Bie = 0 
tiber, wroin wiederum §,'(0), $,'(0),... 8.(0) von Null verschieden an- 
genommen werden diirfen, und die offenbar mit (25) zugleich irreductibel 
und reductibel ist. Es mag noch bemerkt werden, dass in der so trans- 
formirten Gleichung (34) ausser dem uw, noch ein anderes uw’ den Werth 
Null wird annehmen miissen, da, wenn nicht schon uw, =u, = ist, 
unter der Annahme, dass uy, u,,..- to > sind, und wo4; = 0 ist, wie 
aus dem obigen Bildungsgesetz hervorgeht, uj4; 0 sein muss, was nicht 
der Fall zu sein braucht, wenn wu, = 0 war. 


Mathematische Annalen. LIII, 5 
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Es handelt sich somit nur um die*Irreductibilititsuntersuchung einer 
linearen Differentialgleichung der Form 


(35) (a—a)" te Boy™ + (w@—a)r tte B, yD + --- 

+ (ea) Bay + Bay = 0, 
worin %,(0), $,(0),...%,(0) von Null verschieden sind, und die Zahlen 
Uo, My - ++ Mx—1 positiv ganz oder auch Null sein kénnen. 

Sind nun ty, Uy,--- a1 von Null verschieden, so geht die Gleichung 
(32) in 
(36) B.(0)—[x(e—1)---(x—v-1) D4 (0) + x (x—1) (xv +2) D, (0) + 
+2D,-:(0)+2,(0)] 
><[x(x—1) - - - (x—n+v+1) R,(0) 
+ x(4—1) +++ (x—m-y+2)R,(0) + --- 
+ 2Ry»1(0) + Rr+(0)] 


iiber, woraus 
©, (0) = 2, (0)=--- = 0,10) = 0, (0) = K, (0) =--- = R,_,_1(0) =0 
folgt, und aus 
$.(0) = 0,(0) 8. (0) 
ergiebt sich, dass 0,(0) und ®,_,(0) von Null verschieden sind. Da 
aber nach (28) A, = 0,(0) ist, so hat der Coefficient von (a—«) auf 
der rechten Seite der Gleichung (31) die Form 
(37) Ry-s(O)[x(e—1)---(%—v +1) Dy’ (0) +a (e— 1) —-+2)0,'(0) + 
+ #O,_1(0)-+ 0,(0)] 
+ 2,(0)[%(%—1)---(%#—m-+- v1) Ry (0) 4-2 (x—1)---(e—n+-+2) Ry’ (0) 
fob eR 5-1 (0) +R, (0)] 
und ist somit, da v zwischen 1 und »—1 liegt, in Bezug auf x héchstens 
vom Grade » — 1, wihrend der Coefficient von («—a)* lautet 


(38) 4 ,_,(O)[xe(x—1)---(x—v-+1) 0," (0) +(e —1)---(x-v -2)0,(0) 
+--+ D}_.(0) + 0; (0)] 

+ [x(x —1)--(2—w +1) Dy (0) +--+ 2,1 (0) +B; (0)] 
><[ (ae 1) (xm 2) Ry (0) e+ 1) R10) + K+ 0)] 


+5 0, (0) [x(%—1)---(x—n-+-v1) Ry" (0) +4 (x—1)-- 
(MV 2)Ry” (0) fof eRe +1 (0)-+ 820} 
und somit ebenso wie die Coefficienten aller folgenden Potenzen (~—«)’, 
(c—a)*,... in Bezug auf x im Allgemeinen vom n” Grade. 
Ist nun in der Differentialgleichung (35), in welcher uy, w,, ~~. Un—1 
positive, von Null verschiedene ganze Zahlen sein sollten, uw, die erste 
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dieser Gréssen, welche den Werth 1 hat, so wird auf der linken Seite der 
Gleichung (31) der Coefficient von (~—«a), da 8,(0) von Null verschieden 
ist, jedenfalls eine ganze Function n*" Grades von x sein, und daher 
mit dem Ausdrucke (37) nicht zusammenfallen kénnen, so dass sich zu- 
nichst der bereits bekannte*) Satz ergiebt, 

dass eine lineare Differentialgleichung der Form 


(39) ( —a)"" Boy” +(«— yr ¥, yo” +:-+(x —a)' tnt Buy 
+ Pry _— 0, 


in welcher Uy, Ug,-- + Un—1 > 1 sind, stets irreductibel ist. 

Nimmt jedoch zuerst wu, den Werth 1 an, so dass uw, >2, so wird 
der Coefficient von (v—«a) auf der linken Seite von (31) eine ganze Func- 
tion » — 1% Grades in Bezug auf x, und da dieser mit dem Ausdrucke 
(37) identisch sein muss, so folgt, dass vy nur = 1 oder =» — 1 sein 
kann, und dass somit 

die lineare Differentialgleichung 


(40) (a—a)"* By + (c—a)" By +--+ (@—a) Hr Bay’ 
+ $y _— 0, 


in welcher tty > 2, by, Ug, +--+ Un—1 1 sind, nur mit einer gleichartigen 
Differentialgleichung erster oder n— 1" Ordnung die stimmtlichen Integrale 
der letzteren gemein haben kann.**) 


*) Floquet, Annales de l’école normale 1879. 

**) Um zu zeigen, wie sich daran eine Reihe weiterer Siitze ankniipfen liisst, 
mag bemerkt werden, dass in den Differentialgleichungen 1*** oder n — 1'T Ordnung 

(e—a«)Xy +O2,y¥=0, 

(2 — a)" Dy) + («— a)", yl") +--+ OY = 0, 
deren siimmtliche Integrale der Differentialgleichung (40) geniigen sollen, fiir den 
Fall dass u, = 2 ist, ©,’(0) von Null verschieden sein muss, da der Coefficient von 
(a—«)* auf der linken Seite der Gleichung (31) vom n'* Grade in Bezug auf x wiire, 
wihrend derselbe auf der rechten Seite nach dem Ausdrucke (38) fiir 0,’ (0) = 0 
hichstens den m — 1" Grad erreichte, und dass die beiden Differentialgleichungen (a), 
da fiir die erste derselben ©, (0)=0, fiir die zweite O, (0) = 0, (0) =--- =O, (0) = 0 
war, somit die Form annehmen 


(a—a)*Qy +Qy = 0 


(a) 


und 


(@— a) Quy + @— a)" Qy"—) +--+ @—a)*Q, 99 + Oay = 9% 
worin Q,(0) von Null verschieden ist; da @,(0) resp. Q 


nicht verschwinden, so stimmt dies wieder, wie es sein muss, mit dem oben auf- 
gestellten Irreductibilititscriterium tiberein. 


»—1(0) nach dem Friiheren 


5* 
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Allgemein folgt, 

dass die lineare Differentialgleichung 
(41) (a2—a)" Ho 8, y + (a—a)" t+ 8, ye") 4. ee 7s (a—a)"—?+1 Boy) 

1+ , 
++ (oa) Bay + Bay = 0, 

in welcher to, Uy, --- be > 2 und wy41, Wd4e,--- Un—1 > 1 sind, nur mit 
einer gleichartigen Differentialgleichung 1", 2%", ...d%" oder n—1"*, n—2*", 
...%— 0" Ordnung die stimmtlichen Integrale der letzteren gemein haben 
kann, 
und weiter ergiebt sich aus (37), dass, wenn 


v—=1, Ry (0) = K,’(0) = +.» = Ria(0) = 0, 
v= 2, Ry (0) = K,’(0) =--- = Ri_s(0) =, 


v=d—1, Rf, (0)=0, 
v=n—8+1, 0/(0)=—0, 
y—n—8+2, 20) —0,(0)=0, 


y=n—l1, D, (0) = 0,'(0) = --- = O;_2(0) = 0 
sein muss, da der Coefficient von (v—a) auf der linken Seite der Glei- 
chung (31) in Bezug auf x vom nw — 6%" Grade ist, und dass somit, 
wenn “, = 2, nach (38) fiir » nur die Werthe d und nm — 0, wenn wy > 2, 
u, = 2, fiir v nur die Werthe d—1, 0d, n—0d, n—Od+1 us. w. 
iibrig bleiben, und somit folgt, 

dass, wenn in der Differentialgleichung (41) von den Zahlen wy, uy, 
ly, ---Us—1, welche grisser als 1 waren, die erste, welche den Werth 2 hat, 
ta ist, wihrend ws = 1, We41, Ms+2,--- ln—1 > 1 ‘sind, diese Differential- 
gleichung nur mit einer gleichartigen 6 — a”, d —a-+ 1”",...d"", n—d”, 
n—d-+ 1”,...n— 0d + a” Ordnung die stimmtlichen Integrale der 
letzteren gemein haben kann, 
woraus wieder die Reihe derjenigen Siitze hergeleitet werden kann, welche 
dem in der obigen Anmerkung hervorgehobenen entsprechen. 

Lassen wir nun die bisher gemachte Annahme fallen, dass von den 
grésser als Null vorausgesetzten Zahlen wy, u,,...Ua—1 eine den Werth 1 
hat, seien also alle grésser als die Einheit, so wird der Coefficient von 
(«—«a) auf der linken Seite von (31) und daher der Ausdruck (37) von x 
unabhingig sein. Die sich hierfiir ergebenden nothwendigen und _ hin- 
reichenden Bedingungen sind 


R,(0)0,'0) +2,0)R.) =B5(0), 
*R,.—»(0) D1 (0) + 0,(0) R-1 (0) = 0, es 


(42) 
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Ueber Irreductibilitiit. 


und von diesen Bedingungsgleichungen wird die letzte lauten 
(42) nv (0) Oo’ (0) + O,(0) RO) = 0, 


wenn vy =—v also eine grade Zahl ist, wihrend, wenn v 2» — vy 
ist, durch Nullsetzen des Coefficienten der héchsten Potenz von x ent- 
weder ©,’ (0) oder R,’(0)—=0 folgt. Da aber im letzteren Falle der Ausdruck 
(38) jedenfalls von nicht héherem als dem nm — 1' Grade in x ist, so 
wird, wenn die Annahme gemacht wird, dass u, = 2, dass also der 
Coefficient von-(#—«)* auf der linken Seite der Gleichung (31) in Bezug 
auf x vom x" Grade ist, wiederum die Unméglichkeit der Zerlegung der 
gegebenen Differentialgleichung folgen, und wir erhalten somit den folgen- 
den Satz: 
Die lineare Differentialgleichung 


(43) (a@—a)"P Boy + (o— a) By 4. 4 (a@— a) 4 By! 
+ By — 0, 


in welcher Uy, Ug, +--+ Un—1 > 2 sind, ist, wenn die Ordnung n derselben 
ungerade, stets irreductibel; ist die Ordnung jedoch gerade, so kann sie 


e e ° ° ° om ° ° n ° 
nur mit einer gleichartigen linearen Differentialgleichung —*" Ordnung die 
°) i] 


stimmtlichen Integrale der letzteren gemein haben. 

Nimmt jedoch zuerst u, den Werth 2 an, so dass u, > 2, so wird 
der Coefficient von («—a)* auf der linken Seite von (31) eine ganze 
Function » — 1" Grades in Bezug auf x sein, und da dieser wieder mit 
(38) identisch sein muss, so folgt, dass, wenn »— v > v oder n—v=—v-+ », 
wegen ®,'(0) = Ri,’/(0) = --- = R,-1(0) = 0 der Grad des mittleren 
Summanden von (38) in Bezug auf x der »— y* sein wird, und dass 
somit entweder n — 7 —=n—1 also y=1 oder n—v =n —1, also 
v= 1 sein wird, und ebenso wenn v > n — v oder v= n— v + » ist, 
dann » — y =» — 1 also wieder y = 1 oder v = n — 1 ist, somit also 
: n—1 n+1 

.* 
verlangt, dass vermége (42) 0,'(0) und ,’(0) zugleich Null sind, weil sonst 
(38) in Bezug auf x vom n** Grade wire, und da dann der mittlere 
Summand vom n — 2" Grade in x sein wiirde, so miisste »n —v =v 
=n— 1 oder y=1,n = 2 sein. Es ergiebt sich somit der Satz, 

dass die Differentialgleichung 


(eB yh (oa) B kD 4 (oe) HB ld 
+ (c—a)T B,y + Bay = 0, 


in welcher ty > 2, Wy, My,--- Mn—1 > 2 sind, nur mit solchen gleichartigen 


nurvy=1,n—1, 








sein kann, wihrend die Annahme y=n—v 
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Differentialgleichungen niederer Ordnung alle Integrale der letzteren gemein 
haben hann, deren Ordnung 1 oder n — 1, oder auch, wenn n eine wngerade 


Zahl, *— oder ™ . » ist. 


Sind simmtliche «4 >2 und ist w= 3, so miissen die Ausdriicke 
(37) und (38) von x unabhingig sein, und der Coefficient von (a—«)* auf 
der rechten Seite der Gleichung (31), welcher lautet 








(44) 5, RO) [x@e—1)---(x—v + 1)0)"(0) +--+ #1 (0) + O,"(0)] 


7 lee —1)---(#— 9 +1) 0," 0) +--+ 440) +0," (0) 
>< [(x+2)--(2—m--v-+3) Ry (0) +--+ Rx_+(0)] 

+ Fj 5 41) — 9+ 1) Dy (0) +--+ 210) +.B,’ 0)] 
>< [(%-+ 1)-+-(x—m-f v4.2) Ry” (0) +--+ KO] 
5) Do(0) [xe (#1) «+ (m1) Ry”) ae (0) FRO] 


a 


1 
3! 
1 
2! 


der Annahme gemiss, dem Coefficienten auf der linken Seite entsprechend, 
in Bezug auf x vom nv Grade sein. 

Ist zunichst n—v—v, so wird die Gleichung (37) befriedigt 
durch Bestehen der Beziehungen (42); die Unabhingigkeit des Ausdruckes 
(38) von x erfordert aber, da der mittlere Posten vom mn‘ Grade 
in Bezug auf x ist, dass 0,/(0) oder (0) verschwinden, und somit 
wieder nach (42) 0,'(0) = ®,’(0) = 0 ist, so dass der Ausdruck (44) als 
Coefficient von (c—«)* auf der rechten Seite der Gleichung (31) in Bezug 
auf x von niedrigerem Grade als dem »*" wird, was mit der Annahme 
uy = 3 nicht zu vereinigen. Es bleiben somit nur die Fille vy > — v 
oder vy << 2 — v zu erértern; setzt man n — v—v- p, worin 1<p<n—2, 
so verlangt (37) 

Ry (0) = K,’(0) = --- = R10) = 0 
oder 


D,’(0) = 0,'(0) = --- = O50) = 0, 


und das Verschwinden von %,(0) wird das von ©,'(0), resp. das von 
©, (0) dasjenige von $i,'(0) nach sich ziehen, wie aus den den Gleichungen 
(42) analogen Beziehungen hervorgeht; da aber die Gradzahlen der drei 


Posten des Ausdruckes (38) in x, wie leicht zu sehen, durch ~ 


n 





i, n—p, 
. F dargestellt sind, und dieser Ausdruck ebenfalls in x identisch ver- 








schwinden soll, so wird, wenn » — p> at? ist, entweder 
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Ueber Irreductibilitiit. 71 


wenn Ry (0) = KR,’ (0) = --- = KR,_1(0) = 0 ist, R, (0) oder O,'(0) also 
nach (42) stets 0,'(0) = 0 sein, 
oder 
wenn D)(0) = 0,'(0) =--- = O,_1(0) = 0 ist, 0, (0) oder R,'(0), also 
stets R,'(0) = 0 sein; 
n+p 


ist dagegen » — p< ~—.~, so wird nach (38) jedenfalls 9to(0) oder D4 (0) 


verschwinden miissen, und wir erhalten somit fir n—p2 at? als 


nothwendig zu erfiillende Bedingungen fiir das Bestehen der Zerlegungs- 
form der Differentialgleichung n* Ordnung 


Ry (0) = RO) =--- = Ri) = 9, 2,0) =0 oder *,”(0) = 0 
oder 
2; (0) = OO) —=--- = DpaW=0, R/)—=0 oder Oy” =0. 


In allen Fallen wiirde somit der Grad des Ausdruckes (44) in Bezug auf 
x gegen die Festsetzung, dass u, = 3 ist, unter » sinken, also die an- 





genommene Zerlegung unméglich sein, wenn nicht »n— p=” ; P oder 
n= 3p, also m eine durch 3 theilbare Zahl ist, und in diesem Falle 


ergiebt sich v = + oder v = 5. Wir erhalten somit den folgenden Satz: 


Die lineare Differentialgleichung 


(45) (@—a) Boy” + (@—a) By 4 + a) Bay’ 
+ Puy =0 

in welcher uy, Ugy---Un—1 > 3 sind, ist, wenn die Ordnung derselben eine 

nicht durch 3 theilbare ganze Zahl ist, stets irreductibel; ist die Ordnungs- 

zahl jedoch ein Vielfaches von 3, so kann die Differentialgleichung nur mit 

einer gleichartigen von der = oder = ‘en Ordnung die stimmtlichen Inte- 


grale der leteteren gemein haben. 
Sei nun allgemein die Differentialgleichung vorgelegt 


(46) (@—a) Boy” + (@— a) Bry + + (@—a) IB, ay 
+ Pry = 0, 

in welcher u,, ug, +++ Un—1 > My ist, so werden, wenn dieselbe reductibel 

ist, auf der rechten Seite der Gleichung (31) die Coefficienten von 

(x—a)', (x—a)*, ---(a—a)“—! von » unabhingig sein miissen, waihrend 

der Coefficient von (c—«a)“e in Bezug auf x vom vn" Grade sein muss. 


Bezeichnen wir diese Coefficienten den Gleichungen (37), (38), (44) analog 
durch 


. 
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(47) (D,' 0), . . . 2,0) + (MR, O, ... Rx), 

(48) (0,"),...2.”0)) + (OQ, O), ... 24’) (RO), ... Ra O)) 
+ (KR, 0), ... RL, O)), 

(49) (2, O),...24°"(0)) + (O,"O),... 2," O)) (RM, O), ... Rr) 
+ (D2, 0), ...24°)) (H,”,O), ... FL, O)) 
+ (Me "O),. ml), 


(50) ‘(f-0,,. a0) + (Of a 0). at @) (a 0,. Rr 0) 
+--+ (Dg ),...Ds_»(O)) (RY 0),... R&S” O)) 
+ (RY ©, ... RESO), 


worin die O-Klammern in Bezug auf x vom v*" Grade, die R-Klammerti 
vom » — v”" Grade sind, jedoch simmtlich linear homogen in Bezug auf 
die eingeschlossenen Gréssen 


DY (0),.... 0), RPO), ... RL, (0), 
so werden die Ausdriicke (47)—(50) von x unabhiingig sein miissen, 
wahrend der Ausdruck 
(51) (OS O),...0% 0) + (OS (0),... ©) (Re 0), ... Rx») 
+ +++ + (Bo ),... Dy O) (RH O),... RLF) 
+ (RYO, ... RY“, O) 
eine ganze Function n‘" und nicht niedrigeren Grades in x sein soll. 


Wir behaupten nun, dass » nie grésser sein kann als u).v; denn sei 
P ’ Mo-¥5 
n> Uu,-.v, so erfordert das in x identische Verschwinden von (47), dass 


Ry (0) = 8,'(0) = = Ria1(0) = 0 
ist, ebenso wird, weil nunmehr der mittlere Posten des Ausdruckes (48) 


vom n— (n—2yv) = 2y'" Grade ist, und (48) wieder in x identisch 
verschwinden soll, 


R,” (0) = KR," (0) = --- = R510) = 0 
sein miissen, ahnlich 
By” (0) —= 8y"(0) —--- = Rea (0) =O, 
u. s. w. bis das Nullwerden von (50) die Bedingungen 
RPO) = RPO) = + = REGIA) =O 


nach sich zieht. Daraus geht aber hervor, dass der Ausdruck (51) in 
Bezug auf x von niedrigerem Grade als dem xn‘ wird, und wir erhalten 
den Satz, 
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Ueber Irreductibilitat. 73 
dass eine Differentialgleichung von der Form 


(7—a)F* Boy + (w—a) 1 Bry? 4 --- + (e—a) 9 Bay! 
+ $y — 0, 
in welcher Uy, Ug). ++ Un—1 > Uy sind, nur mit einer gleichartigen Differen- 
tialgleichung, deren Ordnung > = ist, alle Integrale der letateren gemein 
haben kann. 
Endlich mag noch bemerkt werden, dass, weil, wie oben gezeigt 

worden, fiir ein ungerades mw, nicht gleichzeitig 

Ry (0) = Ry” (0) =--- = RF (0) = 0, 

Dy (0) 7 Dy" (0) oe £0) =0, 

(0) und OY 0) 20 

sein kann, wegen der unter der Annahme » — v = v herrschenden Sym- 


metrie der Gleichungen (47)—(50) in Bezug auf die O und R 
eine Differentialgleichung von gerader Ordnung 


(e— ay Bay + (@—ay 4 By 4 (@—a) HB, ay 
. + Pry =0, 
in welcher wy, Ug, + Un—1 > Uy und uty eine ungerade Zahl ist, nie mit einer 
gleichartigen Differentialgleichung der hd ten Ordnung alle Integrale der 
letzteren gemein haben kann. : 
Um nun die Anwendung dieser beiden Sitze auf die Reductibilitits- 


untersuchung einer linearen Differentialgleichung zu zeigen, werde die 
Differentialgleichung 


(52) (@—a) Boy + (@— a) By? a) Bay) 
+ P.y = 0 

vorgelegt. in welcher m,, uy, ... Un—1 > 4 ist, und zunichst bemerkt, dass 

wegen der Symmetrie der Gleichungen (47), (48),... in Bezug auf die 

OQ und R, wenn »—~vy und v vertauscht werden, nur die Fallen —y>v 

wd »—v=~vy also n>2y zu untersuchen sind, und somit nach dem 

vorher ausgesprochenen Satze nur die Annahme 2v < n < 4y zu beriick- 


sichtigen ist, wenn die bezeichnete Differentialgleichung reductibel sein soll. 
Sei 





lL n=4y», 


so folgt aus dem in x identischen Verschwinden von (47), wenn in den 
folgenden Gleichungen der Kiirze halber die numerischen Coefficienten 
fortgelassen werden, 
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Ry (0) = 0, RO) = 0,... Rea) = 0, OO) + R20) = 0,.., 
aus (48) 

,”(0),... H(0) = 0, Dy" (0) + Dy’ (0) Ws. (0) + H."(0) =, . 
wonach wiederum die Gleichung (49) Bedingungsgleichungen von der Form 
D4 (0) Ry’ (0) + 6"(0) = 0, ... 
ergiebt, welche die Méglichkeit zulassen, dass der Ausdruck (51) in Bezug 

auf x vom n® Grade ist; 


Il 3v<n<4y, d 
‘ dann ergiebt (47) und (48) die Bedingungen 
Ro (0) = 0,... Mr-2-1(0) = 0, 9 (0) + Ri_s,(0) = 0,... 
Ro’ (0) = 0, ... Mr-sr(0) = 0, 00(0) Ri-2(0) + Rirs,(0) = 0, 
wihrend (49) 0o(0) R,..3,(0) = 0, also 
Oo(0) = 0, Rr2(0) = 0, Ris» = 0 

liefert, und somit, da dann der Grad von (51) in Bezug auf x niedriger 
wird als der n‘, dieser Fall fiir die Méglichkeit der Reductibilitat aus- 


geschlossen. 
Ill 2v<n< 3», 


dann liefert zuniichst (47) die Bedingungen 
Ro(0) = 0, .. . Mae 1 (0) = 0, (0) + Ri-s,(0) = 0; 
aus (48) folgt dann, je nachdem 3v —.m gerade oder ungerade ist, 
Dy (0) = 0, Rr-2(0) = 0,... Dsr—n_ (0) =0, Ro (0) =9, 
2 2 


Ds,—n(0)- Ri_,(0) + e' (0) =0,... 
oder 5 : 
04o(0) =(), Ris (0) =(Q,... Dsr—nti (0) == (), Roti (0) == (), 
2 2 


und in beiden Fallen aus (49) R,”(0) 0, was wiederum die Unmég- 
lichkeit der Zerlegung kennzeichnet. 
Endlich liefert die Annahme 


IV. n=2y 
n-ch (47) die Bedingungsgleichungen 
Dy’ (0) + 8/0) = 0, ,'(0) + RO) =0,... 
und somit nach (48) 
(0) = 0, R,(0) = 0,... O, ) = (, * = 0) 





oder 


Di4i_ (0) = 0, Rai (0) = 0, 
2 2 
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Ueber Irreductibilitiit. 15 


je nachdem v gerade oder ungerade ist, und danach wire die Erfiillung 
der Bedingungen fiir das Verschwinden des Ausdruckes (49) méglich, 
ohne dass der Grad von (51) fiir uj, —4 in Bezug auf x unter m zu 
sinken braucht. 

Es ergiebt sich somit nach der obigen Bemerkung, dass die fiir v 
gefundenen Werthe auch fiir » — v gelten, der Satz, 


dass die Differentialgleichung 


(c—a)"™* Boy + (@—a) "By +--+ @—a) et Bay 
+ Bay = 0, 
in welcher wy, Ug,-+ + Un—1 = 4 ist, fiir ungerade n stets irreductibel ist; wenn 
die Ordnung der Differentialgleichung jedoch eine gerade, so kann sie, wenn 
n==0 mod. 4, nur mit einer gleichartigen Differentialgleichung von der 
Ordnung = ’ = oder " , ist jedoch n nur durch 2 und nicht durch 4 theilbar, 


nur mit einer Differentialgleichung von der Ordnung + alle Integrale der 
letzteren gemein haben. 
Ist nun uy) = 5 und my, ug,... Un—1 > 5, so sind nur die Fille 
n=5v, 4vcn<bv, Bv<n<4v, 2v<n<3v 
zu untersuchen, und es ergiebt sich der Satz, 
dass die Differentialgleichung 


(c—a)*t* Ry” + (c—a)* By"? + sae -+- (a—a)'t"—1 ®,—1 y’ 
+ Pry _ 0, 
in welcher uy, tly, ... Un—1 > 5 sind, stets irreductibel ist, wenn n eine durch 
5 nicht theilbare Zanl ist; wenn die Ordnungszahl jedoch ein Vielfaches 


von 5, so kann die Differentialgleichung nur mit einer gleichartigen von der 
n 2n 3n 4n, 


iis vi oie oe Ordnung alle Integrale der letzteren gemein haben. 

Aehnliche Sitze gelten fiir jeden Werth von uy. 

Lassen wir die oben gemachte Annahme fallen, dass in der Gleichung 
(35), auf welche Form die vorgelegte Differentialgleichung stets reducirt 
werden konnte, die Grissen uy, #,,...(n—1 Simmtlich von Null verschieden 
sind, und nehmen an dass z. B. wu»; = 0 ist, also die Differentialgleichung 
die Form hat 


(53) (@—a)" Bay” + (@—a) HB, gy! 4 of (ea) HB, ay” 
+ (@— 4) BPn—iy + Pay = 0, 
so wird die Gleichung (32) in 
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x-Bu1(0) + Bu(0) = [xe e—1)---(n—9 1) Dy (0)-+x(e—1)- 
*-(x—v-+ 2), (0) +--+ %D,_1(0) + 0,(0)] 
>< [x(x—1)---(x—n ++ 1)R,(0)+%(x—1)-- 
*(x—n+9+2) RK, (0) +--+ # R10) + Ha, (0)] 


iibergehen, woraus sich wiederum 


D,(0) =O, (0) =--- = 0,110) =0, K,(0)=R, (0) =--- = R,_,-2(0) = 0, 
¥.(0) = 0,(0)R.(0), Baa (0) = 2,(0) K-10) 


und somit aus (28) 
Ay = 0,(0) 
ergiebt, oder die entsprechenden durch Vertauschung der 0 und R. In 


diesem Falle nimmt der Coefficient von (c—«) auf der rechten Seite der 
Gleichung (31) nach (28) die Form an 


(54) (#+)R,10) + 8,0) (xe —1)---@—v + DO,’ O)+-- 
+ *D,_1 0) + 0,')) 
+ O,(0)(x(@—1)---«—n+v+ DR, O)+--+2eR,i10+R.,0), 


und tritt somit an die Stelle von (37), der entsprechende Ausdruck an 
die Stelle von (38) u. s. w., und iihnliche Betrachtungen wie die oben 
angestellten werden wieder zu ifhnlichen allgemeinen Siitzen iiber die 
Irreductibilitit linearer Differentialgleichungen und iiber die Form der 
Zerlegung reductibler Differentialgleichungen fiihren. 

So ergiebt sich, wenn wieder uy, u,,... Ux: von Null verschiedene 
ganze positive Zahlen sind und die erste dieser Gréssen, welche den 
Werth 1 hat, uw. ist, da auf der linken Seite der Gleichung (31) der 
Coefficient von (w—«a), weil $8,(0) von Null verschieden ist, jedenfalls 
eine ganze Function n‘** Grades von x ist, und da derselbe mit (54) 
identisch also 


yv+i=n oder n—v+1=—n 
sein muss, der Satz: 


dass die Differentialgleichung 


(a—a) Boy” + (w—a) By 4. + (c@—a) HB, oy” 
+ (c<—«)P,i1y + Bay = 0, 


im welcher U,, lg, .-+ Un—g von Null verschiedene positive ganze Zahlen be- 
deuten, wenn dieselbe reductibel ist, nur mit einer gleichartigen Differential- 
gleichung 1 oder n— 1" Ordnung alle Integrale der letzteren gemein 
haben kann, 
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und genau entsprechend die Reihe analoger Sitze fiir den Fall, dass 
uy) = 2 u. s. w. oder dass erst ein spiiteres w die Werthe 1, 2,... annimmt, 
und dass endlich mehr als zwei der u-Gréssen den Werth Null haben. 
Es mag endlich noch die Verallgemeinerung des oben fiir die lineare 
Differentialgleichung (39) ausgesprochenen Satzes hervorgehoben werden, 
wonach 
die lineare Differentialgleichung 


(Wer Byy) + (e—e)etHH By + (ea RH Byfe 4... 
+(c—a 8, _1y + Bry = 0, 


in welcher v,, Vg, ..- Vn => 1 und @ eine beliebige positive ganze Zahl 


bedeutet, irreductibel ist, 

welche Gleichung, wenn 

en+lL=n+ up, e(m—l)+y = n—1+my,..-@+Mm1= 1+ ta 
oder . 

MH = m(o—1)+ 1, wy = (eP—1) (Q—1) +, --- ma =e—1l+ mH 
gesetzt wird, in die Form gebracht werden kann 


(@—a)F Boy” + (@—a) By 4 + @—a) Te Be ay! 

+Ffiy = 0, 

in welcher u, = (n—x)(9—1)+ r,, v= 1, %, %,~.-Mn1 > 1 ist; es 

mége hier geniigen, die Beweisart an dem speciellen Falle nm = 2, 9 = 3, 

v, = 1, also uw, = 5, uw, = 3 auseinanderzusetzen und somit die Irreducti- 

bilitaét der Differentialgleichung 

(55) (w—a)' Boy” + (@—a) By + Bry = 0 

nachzuweisen. Da nimlich fiir den Fall der Reductibilitét in der Glei- 

chung (31) v = 1 ist und die linke Seite der Gleichung (31) die Form 

annimmt 

(56) «(«—1) (@—a) Py (vx—a) + u(w—a)? PB, (w—a) + P,(c—a), 

so wird sich zunichst wieder durch Vergleichung der Coefficienten von 

(—a) auf beiden Seiten der Gleichung (31) 


$0) = 0,(0)- RO), 2,0) = 0, R,(0) = 0 
ergeben. Da aber in (56) der Coefficient von (v—«) von x frei ist, so 
werden sich aus (37) die Bedingungen ergeben 


(67) Ri, (0) Do’ (0) + 0, (0) RO) = 0, 

Ri, (0) Oy’ (0) + 0, (0) Ry’) = F,'(0), 
und da auch der Coefficient von (c—a)* von x unabhingig ist, so wird 
nach (38) 0,’ (0) - Ry’ (0) = 0 also nach (57) OQ, (0) = 0, R,'(0) = 0 und 


die weiteren Bedingungen 
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Ht, (0) Oy” (0) + OD, (0) Ry"(0) = 0, 
Hi, (0) Oy" (0) + 20,’ (0) Ry’) + O, (0) R,” = PF,” (0) 
zu erfiillen sein, und es wiirde zunichst der Forderung geniigt werden 
kénnen, dass der Coefficient (44) von (a—z«)* in x linear ist, wie es der 


Ausdruck (56) verlangt. Da aber nun das Glied mit (z—«)* in (56), 
also auch der Ausdruck (50) 


(By), ,””) + By”, Dy") By’, Ry’ O) 
+ (Dy" 0), Dy") (Hy"O), Fy") + (Qo), Dy") Hy” 0), Hy” O)) 
+ (R,”” (0), RK,” O) 
linear in x sein muss, so folgt 

DQ,” (0) R,”(0) = 0 oder nach (58) ,°(0) =0, R,”(0) = 0, 
und es wiirde somit der Coefficient (51) der Potenz (a—«)° auf der 
rechten Seite der Gleichung (31) wegen , 

Ro (0) = By" (0) = 0y'(0) = 0,"(0) = 0 
in Bezug auf x vom ersten Grade sein, was der Form von (56) wider- 
spricht, es ist somit (57) irreductibel. 

Durch Substitution anderer Functionalausdriicke als y= (x—a)* in 
die identisch zu befriedigende Gleichung (27) kénnen andere Reihen 
irreductibler Differentialgleichungen ermittelt werden, und es mag _ hier 
nur noch einer allgemeinen Zerlegungsform Erwihnung geschehen, die 
sich aus der fiir eine reductible Differentialgleichung nothwendig identisch 
za befriedigenden Gleichung (27), in welcher, wie nachgewiesen worden, 
é = 0 ist, durch Substitution von 

y= (2—e) 
ergiebt, worin x eine willkiirliche Grésse bedeutet. Setzt man 


(w@—ay Dy(e—a)x” + (@—a)1 D, (7a) + --- + D,(@—«) 


(58) 


= S(x, x—a) 

und 

(a— «ay R, (x— «)x"— + (2—a)""— R, (2— we) err RR, (a— «) 
= T(x, x—a), 


worin S eine ganze Function v", T eine solche » — v" Grades in x ist, 


so ergiebt sich aus (27) 
(58) (e@—a) Box" + (a—a) Bia + (e—a) IB, 





+ (a—ay"" B, 
eS OT , 1 eS oT 1 "Ss oT 
ST +e on te et t TG a a 
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als eine fiir den Fall der Reductibilitét der vorgelegten linearen Differen- 
tialgleichung in x und x nothwendig identisch zu erfiillende Gleichung. 
Ist aber umgekehrt die Zerlegungsform (58) des in x ganzen Polynoms 


- n' Grades identisch erfiillt, so kann diese in die Form gesetzt werden 


der 
56), @ (a—a)"*"° Box" + (a— ee wt 4. ee 1x +(r—a)"* 8, 


) =(1—a)""R, | Se +(n—v), 25 OS nr +(n—v), 25 a S n—v—3 a7 +3 o"- oe] 





) $a R,[ Se (91), Sart + (n— 91), Ss 
+. til 


der © os 
> +@—@) Ro [ Sx+ 5 a 
oder durch Multiplication dieser Gleichung mit 


ider- yy — ge-a 
in die Form 


in (59) (x—a)"** Boy? + (ea) Bry? 4+ (ea) HB, yi + (ee) Bath 


sihen 


hier =(x—a)" Ry = es +(a@—a)"* Diy? +--+ 2,91] 

, die | 

tisch | +-(x—«)*- Kh, —— — [(@— a)’ Dow!” +-(a—a) "Diy? +--+ 0,91] 
rden, : 4 


+R-[(x—«)” Say + Co a) v9, on -+ Oy], 


worin x eine willkiirliche Grésse bedeutet, also y, unendlich viele von 
) einander unabhiingige Functionen darstellt. Daraus folgt aber, dass die 
Gleichung (59) eine in y, identische sein muss, und dals somit 
dhe fiir die Reductibilitét der Differentialgleichung 


c—a) (e—a) Boy + (@—ax) Bry 4 + (w—ax) Bay 
+ (a—a)""Bay = 0 
x ist, nothwendige und hinreichende Bedingung durch die in der beliebigen Grisse 
x algebraische Zerlegungsform 
4 (oa) Boa + (ea) Bia fof (oa) AB, 
+ (w—a/"" Bn 
_g mp, a8aT , 1 a8 OT es ar-T 
8-2 ee + a a et ‘+e=a ge 7 


fs 
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gegeben ist, wenn 

sS= (a—«a)’D)x” + (a—a)*1 2, x! + pits (a + ©, 

T — (x—a)"—" Ry x" + (a—a)"—"— R, “rl ao ings + KR,» 
ist, und 3 
(x—e)"Oyy” + (c—a) Dy’) +---+ Oy = 0 % 
die Differentialgleichung darstellt, die ihre stimmtlichen Integrale mit der ‘! 
gegebenen gemeinsam hat. 


Heidelberg, den 9. Juli 1899. 























Ueber die Verbiegung der geschlossenen Flachen positiver 
Kriimmung. 


Von 


Hernricu Lresmann in Leipzig. 


§ 1. 
Einleitung. 


In diesem Paragraphen wollen wir uns mit dem zu behandelnden 
Problem vertraut machen, indem wir uns an ein idhnliches, bereits ge- 
léstes, erinnern. Gleichzeitig werden wir den in den folgenden Para- 
garphen entwickelten Gedankengang skizziren. 

1. Der Euclidische Polyedersatz. Viele mathematische Sitze theilen 
mit einander das Schicksal, dass ihre Wahrheit schon lange gefunden 
worden ist, bevor ein strenger Beweis fiir dieselben gegeben wurde. 

Hierhin gehért auch der von Euclid*) aufgestellte Satz: 

Zwei Polyeder sind congruent, wenn sie von congruenten ebenen Figuren 
begrenzt werden. 

Kinen Beweis dieses Satzes, der iibrigens nur fiir convexe Polyeder 
gilt, hat Euclid nicht gegeben. 

Erst Cauchy**) ist es vielmehr, welcher den Satz scharf formulirt 
und streng bewiesen hat. In dieser Fassung lautet er dann so: 

Ein convexes Polyeder ist vollkommen bestimmt, wenn das Polyedernetz 
gegeben ist, d. h. die Seitenjliichen mit der Angabe der Reihenfolge, in welcher 
sie aneinander geheftet werden sollen. 

Seitdem ist der Satz in viele elementare Lehrbiicher iibergegangen***). 

Der Cauchy’sche Satz gilt iibrigens nur fiir convexe Polyeder. Ueber 
das Verhalten von nicht convexen Polyedern sind allgemeine Sitze bis 
jetzt noch nicht aufgestellt und man muss von jedem geschlossenen nicht 


*) Euclid’s Elemente, Buch 11, Definition 10. 
**) Cauchy, Mémoire sur les polygones et les polyédres. Journal de l’école 
polytechnique 16, p. 87. 
*) Z, B. Rausenberger, Elementargeometrie (Leipzig 1887), § 45, 15 (p. 212). 
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convexen Polyeder erst untersuchen, ob es in sich beweglich ist oder 
nicht. (Als Beispiel eines beweglichen Polyeders sei das Bricard’sche*) 
octaédre articulé genannt.) 
Man kann sich dasselbe leicht construiren, indem man auf einen 
Papierstreifen in der Weise, wie es Figur 1 zeigt, sechs rechtwinklig- 
gleichschenklige Dreiecke 
: < a? ne zeichnet und die Figuren 
*\ J i i Pai dann ausschneidet und zu 
4 ‘ bs __\. einem Polyeder zusammen- 
= = ” - biegt, welches dann die Ge- 
stalt von Figur 2 hat. Wir 
erhalten dann ein Polyeder, welches von sechs rechtwinklig-gleichschenk- 
ligen Dreiecken, nimlich ABC, BCD, CDE, 
DEF, EFA wd FAB und zwei gleichseitigen 
Dreiecken, nimlich BDF und ACE gebildet wird, 
und sich deformiren lisst. Dieses Octaeder besitzt 
iibrigens noch andere merkwiirdige Eigenschaften: 
es ist eimseitig und trennt den Raum nicht in 
zwei Theile**) — In neuester Zeit endlich hat man 
sich auch viel beschiiftigt mit der Beweglichkeit 
von ungeschlossenen Polyedernetzen***). 
2. Der Minding’sche Satz iiber Ovaloide. 
Wihrend man bei den Polyedern erst die geschlossenen untersucht 
und neuerdings erst die ungeschlossenen in Betracht gezogen hat, gilt 


ee 








Fig. 1. 








*) R. Bricard, Sur la théorie de l’octaédre articulé. Liouville’s Journal 

Ser. V, T. 3 (1894), p. 113 ff. 
**) Eine noch einfachere Construction eines be- 
An weglichen Polyeders hat Herr Geh. Rath Neumann 
/| angegeben: Man construire aus vier Dreiecken eine 
riumliche Ecke. Aus der nebenstehenden Figur wird 
man eine solche Ecke erhalten, indem man sie aus- 
schneidet und die Kanten, die mit AB _ bezeichnet 
sind, zusammenfiigt. Die auf solche Weise erhaltene 
Figur stelle man so auf, dass die Linien BD und CE 
horizontal sind, dann denke man sich die Figur an 
der durch CE gehenden Verticalebene gespiegelt; das 
auf diese Weise (durch Hinzufiigung des Spiegelbildes) 
Fig. 38. B  entstehende Polyeder besitzt dann die gewiinschte 

Eigenschaft. 
**) Pizetti, Sui poliedri deformabili (Rend. delle R. Acad. d. Lincei, 1898, 
Juli 3). Finsterwalder, Mechanische Beziehungen bei der Fliichendeformation. 
Jahresbericht d. deutschen Mathematiker-Vereinigung VI, 2 (Leipzig 1899) (vergl. 
besonders p. 61—62). 
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Verbiegung geschlossener Flichen. 83 


von den Gebilden, die sich aus ihnen durch Grenztibergang ableiten lassen, 
den Flachen, gerade das Umgekehrte. Seit Gauss sich zuerst mit der 
Verbiegung von Flachen beschiiftigt hat, hat die Flichentheorie sehr 
zahlreiche Bearbeiter gefunden und ist zu einer besonderen Disciplin 
herangewachsen. Man hat namentlich auch die Frage der Deformation, 
d. h. der Verbiegung ohne Zerrung behandelt*). Doch wurden dabei 
immer nur einzelne Flichenstiicke untersucht, ohne dass man die Berandung 
beriicksichtigte. Es sind dies also Untersuchungen, welche denen iiber 
ungeschlossene Polyedernetze entsprechen. 

Dagegen ist ein Satz, der dem Cauchy’schen Satz iiber convexe 
Polyeder entspricht, zwar schon lange von Minding ausgesprochen 
worden**), doch fehlt es bis jetzt an einem Beweis. Minding sagt 
nimlich in einer Arbeit gelegentlich: 

Um Missverstindnissen vorzubeugen, bemerke ich noch, dass bekanntlich 
eine in sich geschlossene convexe Fliche als unversehrtes Ganzes unbiegsam ist. 

Auch dieser Satz, fiir den sich in der Litteratur nirgends ein Beweis 
findet, bedarf erst einer scharfen Formulirung, entsprechend wie sie Cauchy 
dem Euclidischen gegeben hat. 

Statt im allgemeinen von convexen Flichen zu reden, werden wir im 
speciellen die analytische Entwickelbarkeit voraussetzen, d. h. dass die Flaiche 
sich in jedem Punkt bei geeigneter Wahl des rechtwinkligen Coordinaten- 
systems durch die Gleichung darstellen lisst: 


—— ax* _ 4... 

wo a und b positive (von Null verschiedene) Constanten sind, die natiir- 
lich in den verschiedenen Punkten der Fliche verschiedene Werthe haben 
kénnen. (Wir wollen das Coordinatensystem, bei dem also die z-Axe in 
der Richtung der inneren Normale, die z- und y-Axe in die Richtungen 
der Tangenten an die Kriimmungslinien fallen, kurzweg das natiirliche 
Coordinatensystem der Fliche in dem betreffenden Punkt nennen.) 

Eine solche geschlossene Fliiche bezeichnen wir mit dem Namen 
Ovaloid***). 

(Zu den Ovaloiden gehért also die Kugel und das Ellipsoid, ferner 
jede Fliche, die durch Rotation eines symmetrischen (analytischen) Ovales 








*) Vergl. z. B. Stickel, Ueber Biegungen und conjugirte Systeme, Math. 
Annalen 49, p. 255—310, wo auch die Litteratur citirt ist. 
**) Minding, Ueber die Biegung gewisser Flichen, Crelle’s Journal 18 (Berlin 
1838), p. 365—368. 
**t) In viel weiterem Sinne wird der Name ,,convexe Fliichet oder auch ,,Ki- 
fiche gebraucht von H. Brunn in seiner Dissertation (Miinchen 1887) und von 
H. Minkowski (Geometrie der Zahlen I, Leipzig 1896, p. 38ff.). 
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um seine Symmetrieaxe entsteht, dagegen z. B. nicht der Wiirfel, sowie 
eine Fliiche, welche durch Rotation eines vom Halbkreis verschiedenen 
Kreisbogens um seine Sehne entsteht.) 

Auf solche Ovaloide also werden wir allein Riicksicht nehmen. 

3. Infinitesimale Verbiegungen. Auch den Begriff der Verbiegung 
miissen wir schirfer fassen. 

Wir werden niimlich nur infinitesimale Verbiegungen betrachten, wie 
sie in der Variationsrechnung und bei der Lie’schen Theorie*) gebraucht 
werden. 

Diese Verbiegungen sind gegeben durch die Formeln 


a=ao+et, n—yten, 4—etet. 
Ferner sollen &y€ analytische Functionen von x und y sein, die im 
betrachteten Gebiet endlich bleiben. ‘ 
Wir sagen also: &n§ definiren eine infinitesimale Verbiegung, wenn sie 
analytische Functionen sind, die die Relation 


dad& + dydy + dedg=—0 


identisch erfiillen, unter xyz die Coordinaten des Ovaloides verstanden. — 
Weil nimlich die betrachtete infinitesimale Transformation eine Ver- 
biegung ohne Zerrung ist, so muss 
di? + dy? + da? = d(w+eb)? + dyten)?+ d(e+eo? 
= d#?+ dy? + dz 
sein; d. h. 
dzd& + dydy + dzdg = 0**). 

Auf Grund dieser Definitionen werden wir dann den Satz beweisen: 

Ein Ovaloid als geschlossene Fliiche gestattet keine infinitesimale Ver- 
biegung ohne Zerrung. 

4. Giiltigkeitsbereich des Minding’schen Satzes. Unser Beweis schliesst 
die Méglichkeit nicht aus, dass die Fliche eine endliche Verbiegung ge- 
stattet, d. h. dass es ein von dem gegebenen Ovaloid ginzlich verschiedenes 
giebt, welches mit ihm in den kleinsten Theilen congruent ist, sich aber 
nicht durch eine continuirliche Reihenfolge von Verbiegungen in dasselbe 
iiberfiihren lasst. 

Um die Méglichkeit eines solchen Falles zu illustriren, wollen wir 
uns an ein Problem aus der Variationsrechnung erinnern, wo dhnliche 
Verhiltnisse auftreten. 


*) S. Lie, Differentialgleichungen mit inf. Transformationen (Leipzig 1891), p. 30. 
**) Man vergl. L. Bianchi, Differentialgeometrie, tibersetzt von Lukat (Leipzig 
1896), p. 287. 
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Bekanntlich hat Jacobi bewiesen, dass auf den Flichen negativer 
Kriimmung die geodiitischen Linien ihrer ganzen Ausdehnung nach kiirzeste 
Linien sind. 

Bei diesem Beweis werden indessen die geodiitischen Linien nicht 
mit allen méglichen Verbindungslinien verglichen, sondern nur mit den 
yunendlich benachbarten“. 

Thatsichlich aber kann es auch auf Flichen negativer Kriimmung 
zwischen zwei Punkten verschiedene geoditische Linien geben*) von ver- 
schiedener Linge, und unter diesen kann natiirlich nicht jede die kiirzeste 
sein. Obwohl also jede geodiitische Linie, verglichen mit einer wnendlich 
benachbarten, kiirzeste ist, braucht sie doch in Wirklichkeit nicht kiirzeste 
zu sein. Analog kénnte mit den Ovaloiden der Fall eintreten, dass es 
zwar kein ,unendlich benachbartes“ congruentes Ovaloid giebt, aber doch 
iiberhaupt verschiedene congruente Ovaloide. 

Noch auf eine weitere Einschrinkung sei hier hingewiesen. Wir be- 
weisen den Satz nicht fiir jede geschlossene Fliche, sondern nur fiir solche 
von positiver Kriimmung, obwohl er jedenfalls noch fiir sehr viele andere 
gilt. Ist doch bis jetzt iiberhaupt noch keine in sich geschlossene zusam- 
menhingende verbiegbare Fliche behandelt, die etwa dem Bricard’schen 
octaédre articulé entspricht! 

5. Flichen constanter positiver Kriimmung. 

Bei den Ovaloiden betrachten wir nur infinitesimale Transformationen. 
In viel allgemeinerem Umfang kénnen wir aber den Beweis fiihren bei 
einem speciellen Ovaloid, der Kugel**). 

Wir werden niimlich zeigen, dass die Kugel das einzige Ovaloid con- 
stanter Kriimmung ist, und dass ein entsprechender Satz in ebenen Réwmen 
von beliebig viel Dimensionen gilt. 

Wir ziehen also nicht nur endliche Transformationen in Betracht, 
sondern wir verallgemeinern den Satz auch fiir héhere Dimensionen. — 

Der fiir Gebilde constanter Kriimmung ausgesprochene Satz deckt 
sich tibrigens mit dem fiir Ovaloide nur im dreidimensionalen Raum, und 
auch da, wie wir gesehen haben, nur theilweise. 

In der Ebene niimlich lisst sich jede geschlossene Curve verbiegen, 
wihrend der Kreis die einzige Curve constanter Kriimmung ist. Im ebenen 
Raum von mehr als drei Dimensionen aber, wo wir mit Kronecker***) 


*) Man vergl. J. Hadamard, Les surfaces 4 courbures opposées et leurs lignes 
géodésiques. Liouville’s Journal, Ser. V, T. 3, p. 27ff. 

**) Kine Skizzirung des Beweises ist schon friiher publicirt. (Nachrichten der 

Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gittingen. Math.-Phys. Classe, 1899, Heft 1.) 

**) Ueber Systeme von Funktionen mehrerer Variabeln. Berliner Academie- 

berichte 1869, p. 688 ff. 
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die Kriimmung der » — 1-dimensionalen Flache als das reciproke Product 
der » — 1 Hauptkriimmungsradien definiren, lisst sich eine solche Fliche, 
wenn ihre Kriimmung positiv ist, im allgemeinen iiberhaupt nicht ver- 
biegen*). Dagegen bleibt die Méglichkeit offen, dass es von der Hyper- 
sphiare verschiedene geschlossene Flichen constanter Kronecker’scher 
Kriimmung giebt, die ebenfalls in jedem Punkt analytisch sind. Dass dies 
aber nicht der Fall sein kann, werden wir streng beweisen. 

6. Uebersicht iiber die folgenden Paragraphen. 

Die zu entwickelnden Unméglichkeitsbeweise laufen darauf hinaus, aus 
der Existenz der gedachten Verbiegungen Widerspriiche abzuleiten. Es 
miissten namlich dann gewisse Hilfsflachen, die ihrer Natur nach im End- 
lichen verlaufen, sich ins Unendliche erstrecken, worin ein Widerspruch 
liegt. Wie dies gemeint ist, wird in § 2 genauer entwickelt. § 3 enthilt 
Kriterien fiir den indefiniten**) Charakter von Formen, welche fiir die 
folgenden Untersuchungen néthig sind. In § 4 behandeln wir dann die 
Ovaloide und zeigen, dass ihre Verbiegung unméglich ist. In § 5 wird 
der allgemeinere Beweis fiir die Kugel gegeben. Nebenbei ergiebt sich 
in § 6 zugleich ein Beweis des Satzes, dass die Kugel die einzige ge- 
schlossene Flache constanter positiver mittlerer Kriimmung ist. § 6 end- 
lich behandelt die Flichen constanter Kriimmung in héheren Raumen. 


§ 2. 


Flichen, die sich ins Unendliche erstrecken. 


Wie schon in Nr. 6 des vorigen Paragraphen erwaihnt, werden wir 
uns der indirecten Beweismethode bedienen. Wir werden niamlich zeigen, 
dass die infinitesimale Verbiegung eines Ovaloides und ebenso die Existenz 
eines von der Kugel verschiedenen Ovaloides nothwendig die Existenz 
von Fliachen nach sich ziehen wiirde (diese Flichen werden in den folgen- 
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den Paragraphen unter dem Namen ,,Verbiegungsfliche“ bez. ,,Kernfliche* | 
eingefiihrt), die wegen ihrer EKigenschaft, im allgemeinen negative Kriim- | 
mung zu besitzen, sich ins Unendliche erstrecken miissen, die andrerseits | 


aber ganz im Endlichen verlaufen. Inwiefern hierin ein Widerspruch 
liegt, soll in diesem Paragraphen genauer ausgefiihrt werden. 

1. Fliichen negativer Kriimmung ohne singulire Punkte. 

Eine Flache negativer Kriimmung erstreckt sich, wenn sie keine 
singuliren Punkte hat, ins Unendliche. Diesen einfachen Satz wird man 


*) F. Schur, Ueber Riume constanten Kriimmungsmasses. Math. Annalen XXVII 
p. 163 ff. (cf. besonders p. 172: Hin Raum von n Dimensionen kann in einem ebenen 
Raum von n — 1 Dimensionen im allgemeinen nicht deformirt werden). 

**) Indefinit nennen wir eine Form, welche fiir reelle Werthe der Variabeln ihr 
Vorzeichen wechselt. 
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folgendermassen beweisen: Zunichst ist klar, dass jede Ebene, welche 
einen Punkt der Fliiche enthalt, dieselbe in zwei Theile zerlegt. Ist die 
Ebene nicht Tangentialebene, dann ist diese Eigenschaft klar; ist sie aber 
Tangentialebene, so schneidet sie die Fliche auch wegen der negativen 
Kriimmung. 

Wenn man jetzt durch einen Punkt der Fliche eine Ebene parallel 
zur x-Ebene legt, so schneidet die Ebene, und auf beiden Seiten befinden 
sich in endlichem Abstand wieder Punkte der Fliche. Durch je einen 
dieser Punkte auf jeder Seite der Ebene legt man wieder eine Ebene u. s. w. 
x kann also kein Maximum haben. 

Bliebe nun die Fliiche ganz im Endlichen, so miisste x nach dem 
Satz von Weierstrass, dass eine stetige Function in einem endlichen 
Gebiet einen oberen Grenzwerth hat und diesen Grenzwerth wirklich 
erreicht, nothwendig ein Maximum haben; Das kann aber, wie wir eben 
gesehen haben, nicht eintreten. Die Annahme, dass die Fliche ganz im 
Endlichen bleibt, ist also falsch; sie muss sich ins Unendliche erstrecken. — 
Wir wollen hervorheben, dass aus unserem Beweis nur folgt, dass die 
Fliche sich ins Unendliche erstreckt; nicht etwa dass sie sich in der 
Richtung der x Axe ins Unendliche erstreckt. (Beispielsweise erstreckt 


1 
sich die Fliche negativer Kriimmung z* + y?=(1—2*) ® ins Unendliche. 
Trotzdem ist sie zwischen den Ebenen x = 1 und « = —1 eingeschlossen. ) 

2. Punkte vom Charakter negativer Kriimmung. 

Kine Fliche negativer Kriimmung kann singulire Punkte haben, wo 
iiberhaupt keine Kriimmung existirt, oder auch singulire Linien dieser 
Art (man erinnere sich z. B. an die Pseudosphiire und ihre Riickkehr- 
kante). In solchen Punkten wird es im allgemeinen Ebenen geben, welche 
die Fliiche begrenzen*) d. h. den Raum in zwei Theile zerlegen, von denen 
nur der eine Punkte der Fliache enthalt. 

Wir machen darauf aufmerksam, dass der Begriff der ,,begrenzenden 
Ebene“ viel allgemeiner ist als der Begriff der Tangentialebene. Bei 
Flachen positiver Kriimmung wiirde jede Tangentialebene (in der Umgebung 
des Beriihrungspunktes) als abgrenzende Ebene zu bezeichnen sein. Bei 
Flichen negativer Kriimmung aber, die eine Tangentialebene niemals ab- 
grenzen kann, giebt es sehr wohl begrenzende Ebenen in singuliren 
Punkten! 

Dagegen kénnen auch singulire Punkte vorhanden sein, in denen der 
Charakter der negativen Kriimmung gewahrt bleibt, d. h. welche die 
Eigenschaft haben, dass jede durch sie gehende Ebene die Fliiche in zwei 





*) Herr Minkowski bezeichnet eine solche Ebene mit dem Namen Stiitzebenc. 
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Theile zerschneidet. Wie solche Punkte beschaffen sind, wollen wir jetzt 
genauer auseinandersetzen. 

Ist &,4)€ ein Punkt der Flaiche, und sind €7€ analytische Functionen, 
so wird eine Ebene 0 = a(a—£&,) + B(y—y) + y(e—&), die durch 
den Punkt &%)& geht, die Fliiche in zwei Theile zerschneiden, wenn der 


— «(&—&) + By—m) + 266) 
in der Umgebung von § = &, 7» =, € =, verschiedene Vorzeichen 
hat, je nach der Wahl von &7€. 

Da §—&, 7 —%, €— & analytische Functionen sind von zwei 
Parametern (etwa w und v), so geniigt es zu zeigen, dass die Glieder 
niedrigster Ordnung in dem obigen Ausdruck je nach der Wahl der Para- 
meter verschiedenes Vorzeichen haben. Beginnt die Reihenentwicklung 
mit Gliedern ungerader Ordnung, dann ist dieser Zeichenwechsel selbst- 
verstandlich, beginnt sie mit solchen von gerader Ordnung, so muss man 
zeigen, dass diese Glieder niedrigster Ordnung eine indefinite Form dar- 
stellen. 

Ist dies aber gezeigt, dann ist damit bewiesen, dass die Ebene in 
dem Punkt die Flache schneidet. 

Wenn also die Glieder niedrigster Ordnung in 


«(§—E) + B(n— mM) + 7(E—S) 
und zwar fiir jedes Werthsystem «By indefinit sind, so schneidet jede Ebene, 
und die Fliche hat dann in diesem Punkte den Charakter der negativen 
Kriimmung. 

3. Ein Widerspruch. Wir behaupten nun: Flaichen negativer Kriim- 
mung, welche nur regulire Punkte und singuliire Punkte der Art haben, 
haben, dass in diesen der Charakter der negativen Kriimmung erhalten 
bleibt, welche ausserdem’ ganz im Endlichen bleiben, giebt es nicht. 

Bliebe niaimlich die Flache im Endlichen, so miisste etwa € irgendwo 
ein Maximum haben, was unméglich ist, weil € — ¢, der Annahme nach 
mit Gliedern beginnt, welche eine indefinite Form darstellen (nicht etwa 
eine definite oder semidefinite). 

Die Fliche miisste sich also ins Unendliche erstrecken, was ein Wider- 
spruch ist. Wenn also aus einem Satz folgt, dass es eine im Endlichen 
bleibende Flaiche negativer Kriimmung mit singuliirem Punkt giebt, in 
denen der Charakter der negativen Kriimmung nicht aufhért, so ist dies 
ein Widerspruch, und der Satz, aus dem dies folgt, kann nicht richtig sein. 

Auf diesen Widerspruch werden wir in § 5 gefiihrt werden, bei der 
»Kernflaiche“. 

4. Seminegative Kriimmung. Damit eine Flaiche sich ins Unendliche 
erstreckt, ist es zwar hinreichend, aber keineswegs nothwendig, dass sie 
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in jedem ihrer Punkte den Charakter der negativen Kriimmung hat. Es 
geniigt, wenn diese Bedingung in einer einzigen Richtung erfiillt ist, d. h. 
wenn etwa jede Ebene parallel zur z-Ebene, welche durch einen Punkt 
der Fliche geht, diese in zwei Theile theilt. Denn dann kann 2 kein 
Maximum haben, die Fliaiche also nicht im Endlichen bleiben. 

Die negative Kriimmung darf also in einzelnen Punkten aufhéren. 
Dies geschieht z. B., wenn in einem Punkte die Fliche eine Spitze hat, 
oder auch wenn durch einen Punkt eine Riickkehrkante der Fliche geht. 
Auch andere Méglichkeiten giebt es. Die Fliche kann vielleicht in ein- 
zelnen Punkten seminegative Kriimmung haben, welche so 
definirt sein soll: Wenn alle Ebenen durch einen Punkt der 
Fliche, welche die Fiche abgrenzen, einen Theil des Biischels 
bilden, so heisst in diesem Punkt die Kriimmung seminegativ*). 
Beispielsweise wiirden also die Punkte des gréssten Paral- 
lelkreises auf der Pseudosphiire oder Rotationstractrix als 
Punkte seminegativer Kriimmung zu bezeichnen sein. — 

Wenn nun eine Flache, die im iibrigen lauter Punkte my. & 
negativer Kriimmung enthilt, Punkte seminegativer Kriimmung in end- 
licher Anzahl hat, kann sie nicht im Endlichen bleiben, wie die folgende 
Betrachtung zeigt: 

Man kann dann immer Ebenen finden, welche keine Parallele zu 
einer Axe eines im Punkte seminegativer Kriimmung abtrennenden*) 
Ebenenbiischels enthalten. 

Ja noch mehr! Wir behaupten nimlich: 

Eine im Endlichen gelegene Fliiche, welche negative Kriimmung hat, 
und unendlich viele, aber isolirte Punkte seminegativer Kriimmung, kann 
nicht existiren. 

Isolirt**) nennen wir die Punkte eines Systems, wenn jeder Punkt 
die Eigenschaft hat, dass sich in endlicher, wenn auch noch so kleiner 
Entfernung von einem jeden kein anderer Punkt des Systems befindet. 

Wir tragen zum Beweise der Behauptung die Richtungen, durch 
welche abtrennende Ebenen gehen miissen, im Coordinatenanfang ab. Sie 
bilden eine abziihlbare Menge***). 

Nun nehme man eine beliebige andere Richtung, d. h. eine andere 





*) Ein Ebenenbiischel trennt ab oder begrenzt d. h. natiirlich nicht, dass jede 
Ebene begrenzt, weil sich die Fliche sonst auf eine Gerade reduciren wiirde, sondern 
nur, dass sich unter den Ebenen des Biischels eine stetige Menge von abtrennenden 
Ebenen befindet. 
**) Schinflies, Referat tiber Cantor’sche Mengenlehre (in der Math. Ency- 
klopidie I, p. 185ff., Nr. 11, Allgemeine Definitionen). 
***) Isolirte Punkte kénnen nur eine abzihlbare Menge bilden. 
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Linie durch den Coordinatenanfang. Gesetzt nun, es wire jede Ebene 
durch diese Richtung eine abtrennende, oder vielmehr parallel einer solchen 
abtrennenden Ebene, so miisste jede Ebene durch die genannte Gerade eine 
Gerade enthalten, die parallel ist zur Axe eines abtrennenden Ebenen- 
biischels. Da diese nur in abziihlbarer Menge vorhanden sind, so hiitten 
wir eine Abbildung einer abziihlbaren Menge auf ein Continuum (alle 
Ebenen eines Biischels), was unméglich ist*). 

Demnach giebt es unendlich viele Ebenen, welche nicht abtrennen; 
man kann unendlich viele Ebenen durch den Coordinatenanfang legen, 
welche die Eigenschaft haben, dass es parallel zu ihnen eine die Fliche 
begrenzende Ebene nicht giebt, d. h. die Fliche erstreckt sich ins Un- 
endliche. 

Damit ist die Richtigkeit des oben ausgesprochenen Satzes bewiesen. 
Wir werden in § 4, wenn wir die ,,Verbiegungsfliche“ behandeln, davon 
Gebrauch machen. 


§ 3. 


Kriterien fiir den indefiniten Charakter einer (geraden) Form. 


In Nr. 2 des vorigen Paragraphen wurde bereits erwahnt, dass u. a. 
sich die Aufgabe stellen wird, zu entscheiden, ob eine vorgelegte (gerade) 
Form indefinit ist, d. h. ob sie das Zeichen wechselt bei geeigneter Wahl 
der (reellen) Werthe der Variabeln. Hinreichende Kriterien, welche fiir 
die in Betracht kommenden Fille diese Frage zu entscheiden gestatten, 
sollen in diesem Paragraphen entwickelt werden. Da diese Kriterien wohl 
zum Theil neu sind, ausserdem aber ein allgemeineres Interesse besitzen 
(sie sind ja bekanntlich fiir die Theorie der Maxima und Minima**) von 
Functionen von mehreren Variabeln von Bedeutung), so wollen wir sie 
in etwas allgemeinerer Form beweisen, als streng genommen nothwendig 
ist. Als Hiilfsmittel beniitzen wir dabei nur den Green’schen Satz, den 
wir hier nicht nur fiir héhere Dimensionen brauchen, sondern auch in 
bequemer Weise so umformen, wie wir ihn dann auf homogene Functionen 
oder Formen anwenden wollen. — Beiliufig bemerkt, lassen sich die hier 
entwickelten hinreichenden Kriterien vermuthlich durch einfache Modi- 
ficationen in nothwendige verwandeln; doch wollen wir hierbei nicht 
verweilen, weil diese Untersuchung nicht hierher gehért. 


*) Schinflies, a. a. O. Nr. 2 (p. 186), wo auch die Cantor’schen Arbeiten 
genau citirt sind. 

**) Man vergl. z. B. Genochi-Peano, Differential- und Integralrechnung, 
iibersetzt von Bohlmann und Schepp (Leipzig 1898), p. 183 ff. 
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1. Der Green’sche Satz. Der Green’sche Satz, mit dessen Hilfe man 
ein Flichenintegral in ein Randintegral verwandeln kann, wird bekanntlich 
durch die Formel ausgedriickt 


e . 
Sex| Afde. 


Hier bedeutet rf den Differentialquotienten nach der ifiusseren Normale 


der geschlossenen Curve, 7 — _ erste Integral zu erstrecken ist, 
Af bedeutet den Ausdruck ax + 7 f und das Integral auf der rechten 


Seite ist iiber das Innere ie Flichenstiickes zu erstrecken*), 
Diesen Satz kann man unmittelbar auf Gebiete von héheren Dimen- 
sionen verallgemeinern, und er lautet dann 


"8 
fants = {4far, 


wo » wieder die fiussere Normale eines Elementes der » — 1 dimen- 
sionalen geschlossenen Fliiche ist, welche den n-dimensionalen Raum be- 
grenzt, iiber den das Integral zur Rechten erstreckt wird. Das Integral 
zur Linken ist auszudehnen iiber die geschlossene Fliche. Ferner ist 


+}: +i 


az 


pmo 


2. Eine Differentialrelation. Wenn f eine homogene Function der 
n Variabeln 
By Mig oo Be 


ist, wenn wir ferner die Bezeichnung 
nt 2 2 
r= V2; +a +--+ a, 


ef 
rz, = mf, 





einfiihren, so ist 


unter m den Grad der Function verstanden. 
Da weiterhin Af vom Grade m — 2 ist, so besteht fiir eine Form 
vom Grade m die Identitit: 


al > 


r f . (m—2) Af. 


Af 
= 

3. Der Green’sche Satz in allgemeinerer Gestalt fiir homogene Formen 
mit beliebig vielen Variabeln. Den Green’schen Satz wollen wir nun auf 
eine homogene Form 2m‘ Ordnung anwenden, wobei wir die eben ent- 


*) Die Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit des Green’schen Satzes sind im 
Folgenden tiberall erfiillt. 
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wickelte Differentialrelation brauchen und als Fliche immer eine ,,Kugel“ 
um den Coordinatenanfang als Mittelpunkt beniitzen. 

Die Differentiation nach der iiusseren Normale ist dann also identisch 
mit der Differentiation nach +. 

Es ist dann ferner 


of 


2 = 
m i 
f C r? 


und weiter 


2m [fae eR (3 do=R, [ Afar. 


Hier ist das Flichenintegral erstreckt iiber die Oberfliiche einer Kugel 
vom Radius R,, das Raumintegral iiber ihr Inneres, angedeutet durch die 
Bezeichnung 

Dieses Raumintegral formen wir nun noch weiter um. 

Es ist niimlich 


[ottoman foteen sa af Ban, (Bae, 


wobei = Flichenintegral wieder iiber eine Kugel vom Radius R, zu 
erstrecken ist. Dieses Integral kann nun wieder in ein Raumintegral 
verwandelt werden, so dass man schliesslich erhiilt: 


2m(2m—2) [fdo = R, (PR aR, [AAs ac. 


Wenden wir dieses Verfahren u-mal an, und bezeichnen wir zur 
Abkiirzung die u-malige Operation der Bildung von A mit A,/f, so be- 
kommen wir entsprechend 

2m-(2m—2)--- (2m—2u +2) {fde 
Ry—1 


Ph i ° ° 
= R,f Ry dR, | Ryd, ---f RudRy f Ouf de. 
0 0 rT) 


Das Integral zur Linken ist iiber die Oberfliiche der Kugel vom Radius 
R,, das Integral J iiber das Innere der Kegel vom ®) Radius R, zu 
erstrecken. 

4. Kriterien fiir indefinite Formen. Mit Hiilfe des in Nr. 3 bewiesenen 
Satzes kénnen wir nun sofort zeigen: 

Erfiillt eine Form 2m" Grades die Relation 

A,f=6 (w<m), 

so ist sie indefinit (nicht etwa nur semidefinit)). 
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Dann verschwindet namlich in der vorigen Formel das Integral auf 
der rechten Seite, also auch das Integral auf der linken Seite. Hieraus 
aber folgt, da die Elemente dv immer positiv sind, mit Nothwendigkeit, 
dass f fiir verschiedene Punkte verschiedenes Zeichen haben muss, nicht 
in allen positiv oder in allen negativ sein kann. — Ferner besteht der Satz: 


Geniigt eine Form der Differentialgleichung A,f = 0 so ist auch at eine 
indefinite Form. Es folgt dies daraus, dass “ 


ist. 

Weitere Kriterien erhilt man, wenn man bedenkt, dass eine Form 
ihren (definiten oder indefiniten) Charakter bei linearer Substitution nicht 
iindert. 

Hieraus folgt z. B. der Satz: 

Geniigt eine bindre Form der ee — 


Ausf = ash +o ot 


wo a und b beide positiv sind, so ist sie indefinit. 
Durch die Substitution 


a=2xVa, y=yYVb, 
verwandelt sich nimlich diese a ca in 
oe? 
ra ad iyo pare, 
f also in eine indefinite Function von 2,y,, d. h. aber, dass f eine definite 
Function von x, y, also auch von x und y ist. 

Weiter ist auch eine Form indefinit, wenn Aq.,Aq,,f=0 ist u.s. w.— 
wir werden diese Kriterien fiir indefinite Formen jetzt brauchen, um zu 
zeigen, dass in gewissen singuliiren Punkten der zu construirenden Hiilfs- 
flichen der Charakter der negativen Kriimmung besteht. 


§ 4. 
Die Ovaloide. 


Um jetzt zuerst die Verbiegung der Ovaloide zu untersuchen, zeigen 

, dass jeder infinitesimalen Verbiegung eine gewisse ,,Verbiegungs- 
fliche* sich zuordnen lisst, welche verschiedene, nach § 2, Nr. 3 sich 
widersprechende Eigenschaften in sich vereinigen miisste. (Hine eingehende 
Untersuchung der verschiedenen Singularitiiten, welche diese Verbiegungs- 
fliche aufweisen kann, lisst sich dabei nicht vermeiden.) Hieraus folgt 
dann, dass eine solche Verbiegungsfliiche, also auch eine infinitesimale 
Verbiegung des Ovaloides nicht existiren kann. 
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1. Die Verbiegungsfliche. Zu jeder infinitesimalen Verbiegung 
%=ae+ ek, y—yten, 4—2+ 8 
kann man sich eine gewisse Fliche construiren, welche uns ein Bild der 
Verbiegung giebt. Diese Fliiche, die man erhilt, indem man §y€ als 
rechtwinklige Coordinaten auffasst, wollen wir mit dem Namen ,,Ver- 
biegungsfliiche“* bezeichnen. Ein einfaches Beispiel einer solehen Ver- 
biegungsfliche erhalten wir, wenn wir etwa eine infinitesimale Drehung 
eines Ovaloides (z. B. einer Kugel) un seinen Mittelpunkt betrachten. 

Die Verbiegungsfliche ist dann aas von der Kugel begrenzte Stiick 
der senkrecht zur Rotationsaxe durch den Kugelmittelpunkt gelegten 
Ebene*). 

Man erkennt dies, wenn man als Rotationsaxe die z-Axe nimmt, wobei 
dann die Formeln lauten 
=e ey, Y= Y— er, = 8; 
also 

E=y, n=—27, (=. 
Die Verbiegungsfliiche ist also hier die zy Ebene (€ = 0); genauer gesagt, 
derjenige Theil, fiir den xy einen reellen Werth von z liefert, d. h. einen 
reellen Punkt der Kugel. 

Diese Verbiegungsfliche nun ist im Endlichen gelegen, da &§ endlich 
bleiben nach den in § 1 Nr. 4 genannten Voraussetzungen. Dazu kommen 
eine Reihe weiterer Eigenschaften. Wir werden, um dieselben zu unter- 
suchen, auf der Fliiche verschiedene Arten von Punkten unterscheiden, 
nimlich regulire Punkte, singulire Punkte vom Charakter negativer 
Kriimmung, und endlich Punkte seminegativer Kriimmung. Diese letzte 
Classe von Punkten ist es, welche der Untersuchung eine besondere 
Schwierigkeit entgegenstellt**). 

2. Die negative Kriimmung einer Verbiegungsfliche. Hat die Ver- 
biegungsfliche schon in dem einfachen Fall der Drehung eine ziemlich 

*) Vergl. Bianchi, a. a. O., p. 287, Anmerkung: Man erhilt die zu einer 
Drehung gehdérige Verbiegungsfliche, indem man eine Orthogonalprojection des 
Ovaloides auf eine Ebene senkrecht zur Rotationsaxe vornimmt. Man erhiilt dann 
eine doppelt belegte Scheibe, deren Rand die Projection derjenigen Curve des Ovaloids 
ist, wo die Tangentialebenen der Rotationsaxe parallel sind. Diese Scheibe ist noch 
um 90° zu drehen. 

**) Wir wollen noch erwiihnen, dass die Verbiegungsfliiche sich selbst durch- 
dringen kann. Die Punkte der Verbiegungsfliiche aber sind eindeutig den Punkten 
des Ovaloides zugeordnet. Und wenn wir im Folgenden von einem bestimmten Punkt 
Eng der Verbiegungsfliiche reden, so ist damit eben ein Punkt gemeint, der einem 
bestimmten Punkt des Ovaloides entspricht; mit anderen Worten: es kommt nicht auf 
die Werthe §y£, sondern auf die Zuordnung an, wie beispielsweise auch bei den Siitzen 
tiber Parallelcurven. 
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complicirte Gestalt (sie ist dann eine doppelt belegte Scheibe, wie oben 
ausgefiihrt; man vergleiche auch die nebenstehende Figur), so wird sie 
im allgemeinen Fall noch complicirter aussehen, sie wird nimlich Spitzen 
und Kanten besitzen, sie wird in einzelnen Curven 
sich selbst durchdringen u. s. w. 

Kine Eigenschaft kénnen wir aber doch nach- 
weisen, nimlich dass sie in ihren reguliren Punkten 
negative Kriimmung hat. 

Wir wenden, um das zu beweisen, das natiir- 
liche Coordinatensystem (§ 1, Nr. 2) an: so dass 
die Gleichung lautet 








ax* + by? 
lia oa +++ Fig. 5. 


Fiir den Punkt &7§, welcher diesem Punkt entspricht, besteht dann 
die Relation 
dad& + dydy + dzdg=0, 


welche sich in die folgenden drei Relationen zerlegt: 
& +arl,= 0, 
Ny + by fy = 0, 
by + uz + axt, + byt, = 0*). 
(Die partiellen Differentialquotienten sind hier zur Abkiirzung durch den 
Index bezeichnet.) 

Wir wollen annehmen, dass £ mit quadratischen Gliedern beginnt 
(die anderen Fille werden spiter untersucht) und € und y mit linearen 
Gliedern. Die Constanten, welche noch vor diese Glieder treten, lassen 
wir fort, weil wir ja die Verbiegungsfliche so verschieben kénnen, dass 
diese Constanten verschwinden. 

Dann ist 

E = ay + teey 

y= —ar+-:-:-, 

§ = 4,2" + 2a ry + Mey? + ---, 
wo die quadratische Function indefinit ist. Dieser letztere Umstand ergiebt 
sich aus der folgenden Betrachtung: 

Die dritte der Relationen kann man auch schreiben 

by = —arly +A, ye= — byt —A, 
(wobei 2 von der zweiten Ordnung ist), woraus weiter folgt 


*) Eigentlich miisste man schreiben - statt aw, : 2 statt by. Doch werden 


hier nur diese niedrigsten Glieder gebraucht. 
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04 
bry = — Wb, — OX bey + da? 
04 
tey = — Bee — DY bay — Fe 
Combinirt man dies mit den Werthen 
bry = — O20 bey, 
Ny = — by Sey, 
die sich aus den ersten beiden Relationen ergeben, so folgt 
ou oa 
da aty, oy eeu bg, 
und hieraus, wegen 
ou Oh _o 
Oxdy dydx °” 


weiter: 


a =. 





e ¢?) o ¢@) 
“Dat b= ) 
oy Ox 
Die Relation, welche fiir die Glieder zweiter Ordnung von £ besteht (die 
Glieder héherer Ordnung sind gar nicht mit in Rechnung gezogen worden), 
lehrt uns nach § 3, Nr. 4, dass € indefinit ist, w. z. b. w. 

Wenn wir nun weiterhin beriicksichtigen, dass fiir «= y = 0 noch 











ee Ee eet C8 
og ? on ? og? q? 11? O&en a? ‘12 
und 
re. 
On? a? “22 


ist, so sehen wir, dass die Kriimmung 


(53 a ( 2) ) . 
o&? On? OE Cn) } 11% — 42 











/ Of)? , (ef\2\2 a* 
14 (2 of 
( + (<8) od (en) ) 
negativ ist, eben weil die Form a,,2*-+ 2a,,2y + a,,y* indefinit, also 
—a? i 
11 Gog as < O ist. 

Die Verbiegungsfliche hat also in thren reguléren Punkten negative 
Kriimmung*). 

3. Singulére Punkte vom Charakter negativer Kriimmung auf der 
Verbiegungsfliche. Wir untersuchen nun den Fall, wo € mit Gliedern 
mindestens von zweiter, € und y mit Gliedern mindestens von dritter 

*) Der Satz, dass die Verbiegungsfliche einer Fliiche positiver Kriimmung selbst 
im allgemeinen negative Kriimmung hat, ist schon bekannt. Vgl. Bianchia. a. O. p. 30. 
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Ordnung in # und y beginnen. (Beginnt £ mit Gliedern von hoéherer als 
der zweiten Ordnung, so miissen § und y mit Gliedern beginnen, deren 
Ordnungszahl um eine Einheit grésser ist, als die von §.) 

Bezeichnen wir nun die Glieder niedrigster Ordnung von £ mit &™), 
die von € und y entsprechend mit + und y+, so bestehen genau 
wie in Nr. 4 die Gleichungen: 


¢(m-+-1) ~ g(m) 
a 
oe on em, 
Cx Cx 
at) 4 atmo 
ay y Oy ’ 
e(m—+-1) (m-+ 1) o(m) (an) 
0g Cn cs ( ‘3 
= ——* x ; = (), 
ote Fe SO Fea 
Hieraus folgt wieder, genau wie ont ait 
: o- gi) id em) 
é = () 
I) a= 7 +b 


ist. Weiter aber folgt noch, dass 4”) die Differentialgleichung erfiillt 














| a2 yim) 
b 2 —— oy +63 =O. 
(Weil niimlich 
eo yim) é i) o im) P gin) 
. ) a2 = itl cy und Oy = b oa 
ist. 
Ferner ist 
gim+1) — ( agmty +.) is 1 om: is 
; = ox y oy m+io om+1? 
wo also 
om m) 
u=—axr = — ary - Ff + Amy 
ax 
Saati: inti ee -o* ale My 
ist. ° | 
Hieraus folgt 
Ou a em) ax eg” aa \ 
éx—”~é<itsM ~~ m Oa. ” Ox f 
und ) 
ou al 9 a ee”) ax a? &™ ; a am) i 
ye m Cx m ox? Y Ox? 
ferner 
wu _ __ ax ag tam) ty a 
sl m ey | 
Olu ax are «(m) g aa” , a yim 
dye Stim y®! oy "oy" 
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Hieraus folgt weiter 


otu Oru 2ab Ee o., ea™ 
6 Cx? +¢ dys lm CO 2 “ey 
Bezeichnen wir noch die Operation 
er or 
b Da? +a oy? 


mit A,af, so schreibt sich diese letzte Formel: 


bo em) -) 


P ie: itu i. x 
Deaf = -— (e Ox cy 


Weil nun aber 
a em) e 
Ava Cx. = ox Asa E(m) aed QO 


ist, und ebenso 
om 


ay —% 


ba 
so erhalten wir schliesslich 
TT) Aya dock") = O. 


Kine analoge Rechnung fiir », die wir hier nicht durchfiihren wollen, 
wiirde das Resultat liefern: 


IIl) Ava Asa yet = 0 ° 


Aus den Formeln 1), II), IT) folgt noch wegen § 3, Nr. 4 der Satz: 
Die Functionen & und E+, y+ sind immer indefinit, ebenso 
jede lineare Combination 


EHD $f ByltD + 9G 
Ist in dieser Formel y + 0 und m gerade oder ungerade, so ist der Ausdruck, 
in dem &™) das Vorzeichen bestimmt, indefinit. 

Ist aber y = 0, so erfiillt 

w= okt) + Bymtt) 
immer die Relation 
Ara draw = 0, 

w ist also indefinit, auch wenn die Form gerade ist. 

Nach § 2, Nr. 2 kénnen wir also den Satz aussprechen: 

Der Charakter der negativen Kriimmung hort in den singuliren Punkten 
(m > 2, & und y von der Ordnung m-+ 1) der Verbiegungsfliche eines 
Ovaloides nicht auf. 

4. Der Fall, wo &, » und € linear beginnen. Untersuchen wir nun 
den Fall, wo € mit linearen Gliedern beginnt, und wo, wie wir zunichst 
annehmen wollen, auch € und y mit linearen Gliedern beginnen. 
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Die Gleichungen 
b. tare —0, 
ny + byt, = 9, 
tte + by + axty + by he =0 


zeigen dann, dass die Entwickelungen folgendermassen beginnen miissen: 


t= px—ay+--, 
g=py— p(t") + ..., 
ee 1. aren 


wo die weitere Reihenentwickelung von £ mit Gliedern zweiter, die von 
& und y mit Gliedern dritter Ordnung beginnt. 
Ferner gilt der Satz: 
Ist 
(peep + "+ --;, 
E = py — P(e +--+ oom) 4 EmtD 4... 
n= yx tale) +... + em) 4 ymt) 4 ...¥), 


wo die oberen Indices die Ordnung der betreffenden Glieder angeben, so ist 
gent + ax em") 0, 
1 m 
ny + by&” =0, 
qt ao er + ax ~ + by gm) = (). 


Der Satz ist leicht zu beweisen. Setzen wir nimlich zur Abkiirzung 





og a2) 
ars Gee 


so lauten die Gleichungen, welche an Stelle der Fundamentalgleichungen 
&.+axf,—0 u.s. w. treten, jetzt folgendermassen: 


— B(p, + pe + pu—1) + gmt) (P fee pm—1)B + Bax ant @ 
© (Gy + de HoH dm) — (Gy + a2 Fo dns) — aby” = 0, 
(py +++ pms) — 9 + et? — Bye am) + 8” 

— «(py +++ pms) + ax fy" + by eo”) == 0. 


(Hier haben wir nur die Glieder nullter bis m'* Ordnung hingeschrieben.) 


In diesen Gleichungen hebt sich alles tibrige weg, und es bleibt nur 


m 


*) In diesen Formeln sind natiirlich 2) die Glieder m'*’ Ordnung bei der Reihen 


entwickelung von z verstanden. 
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( 1 , 

get) 4 are” — 0, 

m-+-1t) m) 

Hy + bys” =0, 

( 1 ‘ 1 (ae ne 

ger a gi FT) 1 ae fh) + by kt” =0. 
Wir schliessen hieraus, wie in der vorigen Nummer, dass &”) sowohl wie 
- . P = 1 > Goenka) ot 
jede lineare Verbindung a&"*” + byt” indefinit ist. 

Wie steht es nun in einem solchen Punkt der Verbiegungsfliche mit 
begrenzenden Ebenen? Da §, 4 und §€ linear beginnen, so giebt es eine 
Tangentialebene, und nur diese kénnte begrenzen. 

Es ist dies die Ebene a ¢==0. Biiden wir aber den 

u/ 7s 
Ausdruck a bi €, so sehen wir, dass er mit den Gliedern 
i VS) ’ 


ilies ho, Aidiadi h i. dite 
beginnt, was immer ein indefiniter Ausdruck ist. 
Die Tangentialebene schneidet also; sie ist keine begrenzende Ebene. 
5. Die Punkte seminegativer Kriimmung. Es bleiben noch die Punkte, 
wo die Entwickelung von € mit linearen, die von & und y aber mit 
quadratischen Gliedern beginnt. 


Dann ist 
6 = px—ay+---, 


g—— p(T) +--,, 
y= « (oer) ieee, 


In diesem Falle giebt es abtrennende Ebenen. Wir haben nimlich dann 
die Reihenentwickelung: 


a + By + 7§ = (@p—pa)(“"") + »(6x—ay) + ---. 


Dieser Ausdruck ist definit, sobald y=. Also ein ganzes Biischel 
von Ebenen, welche die Verbindungsfliiche begrenzen (d. h. begrenzen im 
Infinitesimalen), ist hier vorhanden. Es sind dies alle Ebenen, welche 
durch den betreffenden Punkt der Verbiegungsfliche hindurchgehen und 
parallel zur Normale des Ovaloides in dem entsprechenden Punkte sind. 

Diese Punkte kénnen entweder isolirt sein, oder aber, sie kénnen 
eine Curve bilden*). 


*) Dass die Punkte seminegativer Kriimmung durch analytische Gleichungen be- 
stimmt werden, ist evident; diese Gleichungen lauten: 
, = &) 0, — ny &, = 9, 
Po = nyo, — bn, = 9, 
9; = 6 6 — & o, = 9. 


Wir suchen reelle Punkte in denen alle drei Gleichungen erfiillt sind. In diesen 
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Wir wollen beweisen, dass, wenn letateres der Fall ist, die Verbiegung 
iiberhaupt eine Bewegung ist. 

Hat die Verbiegungsfliche ein Curve seminegativer Kriimmung oder 
Riickkehrkante, so liegen zwei Méglichkeiten vor, entweder es ist die 
Verbiegung eine Bewegung. (Die Verbiegungsfliiche reducirt sich dann 
auf eine Scheibe mit Rand und der Rand ist dann eben die Riickkehr- 
kante. &€ haben dann die Werthe 


=ry— Be, y=az—ya, $= fpxr—ay, 
wo «By Constanten sind.) Oder die Verbiegung ist keine Bewegung. 
Wir wollen zeigen, dass dieser zweite Fall ausgeschlossen ist. &1£ erfiillen 
wie bisher, die Bedingungen: 
E,.+ pt, = 0, 
(1) ny + 9 = 9, 
Nx + Ey + ph +qh& =9. 


Ferner miissen lings der angenommenen Riickkehrkante nach bekannten 
Satzen die Gleichungen erfiillt sein: 


Ey Ne — Nybe = 9, 
(2) Ny be — by nr = 9, 

by E, — by 'S = 0. 
Nun stellen wir weiter die folgenden Ueberlegungen an: da die Verbiegungs- 
fiche ganz im Endlichen bleibt, muss es einen Punkt derselben geben, fiir 
den der Abstand vom Coordinatenanfang ein Maximum ist. In diesem 
Punkte ist 
bb. + 0M + bbe = 0, 
bby + uty + bby = 0. 


Dieser Punkt muss ferner auf der Riickkehrkante liegen, da der 
Maximalabstand nicht bei einem reguliiren Punkt vorhanden sein kann 
(wegen der negativen Kriimmung). In diesem Punkt der Riickkehrkante 
sind aber nicht nur die Gleichungen (1) und (3) sondern auch die Glei- 
chungen (2) erfiillt, woraus folgt, dass 


be = ty = be = by = ty = by = 0 
ist. Aus diesen Gleichungen aber folgt wiederum, dass die Entwickelung 
von §7§ mit Gliedern zweiter Ordnung beginnen miisste, oder wenn wir 


(3) 


Punkten muss p,* + g,* = 0 sein. Die Curve, liings deren diese Bedingung erfiillt 
ist, ist analytisch und hat nur ausserwesentliche singuliire Stellen (man vergleiche 
hierzu die sorgfiltigen Untersuchungen in dem neuen Werke von Ch. Meray, Analyse 
infinitesimale Bd. 2, Paris 1895, p. 147ff.). Thre reellen Punkte sind also, wenn sic 
Keinen continuirlichen Zug ergeben, isolirt. 
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ein dem natiirlichen Coordinatensystem paralleles Coordinatensystem zu 
Grunde legen, so folgt nach Nr. 3, es miisste die Reihenentwickelung 
von € mit Gliedern zweiter Ordnung beginnen, die von §y aber mit Gliedern 
dritter Ordnung. 

Der betreffende Punkt wire dann also nach Nr. 3 dieses Paragraphen 
ein solcher, in welchem es eine abtrennende Ebene iiberhaupt nicht giebt. In 
diesem Punkt kénnte also die Fliiche unméglich den grissten Abstand vom 
Coordinatenanfang haben, wiihrend es doch einen solchen Punkt auf der 
Riickkehrkante geben muss. 

Wir schliessen hieraus, dass eine eigentliche Verbiegungsfliiche mit 
Riickkehrkante nicht auftreten kann. Es wird vielmehr, wenn eine Riick- 
kehrkante auftritt, die Verbiegungsfliiche nothwendig eine Scheibe mit 
Rand, die Verbiegung also entsprechend eine Bewegung sein. 

Wir entnehmen hieraus den Satz: Bei einer eigentlichen Verbiegung 
kinnen nur isolirte Punkte seminegativer Kriimmung auftreten, in allen 
iibrigen reguliren sowohl wie singuldren Punkten hat die Verbiegungsfliche 
entweder negative Kriimmung oder doch den Charakter negativer Kriimmung. 

6. Folgerung fiir die Ovaloide. Da die Verbiegungsfliiche, welche zu 
einer wirklichen Verbiegung gehért, Eigenschaften in sich vereinigt, welche 
nach § 2, Nr. 4 einander widersprechen (sie muss im Endlichen bleiben 
und sie hat, abgesehen von isolirten Punkten, iiberall negative Kriimmung), 
so schliessen wir hieraus: 

Ein Ovaloid als geschlossene Fliiche kann nicht verbogen werden. 

Damit ist der Minding’sche Satz, allerdings mit gewissen Ein- 
schrinkungen, bewiesen*). 


§ 5. 
Die Kugel als einziges Sphiiroid. 


Die Untersuchung der infinitesimalen Verbiegung des allgemeinen 
Ovaloides erforderte ziemlich eingehende Studien. Namentlich bereiteten 
die Punkte, seminegativer Kriimmung gewisse Schwierigkeiten. Viel ein- 
facher gestaltet sich nun alles bei der Kugel. Es liegt dies daran, dass 
wir hier eine Fliche construiren’, die ,,Kernfliiche“, bei der, kurz gesagt, 
der Begriff der Bewegung schon von vornherein eliminirt ist. Auch ist 
die Eigenschaft der Kernfliche, in jedem Punkte negative Kriimmung 


*) Z. B. bleibt die Méglichkeit offen, dass es Verbiegungen giebt, bei denen 
Falten auftreten. Solche Fliichen, bei denen Falten sich vorfinden, sind neuerdings 
durch die schon oben erwihnten Untersuchungen von Finsterwalder in den Vorder- 
grund des Interesses getreten. 
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zu besitzen, viel einfacher nachzuweisen, als die entsprechende der Ver- 
biegungsfliiche*). 

1. Parallelfliichen zu F lichen constanten positiven Kriimmungsmasses. 
Bonnet**) hat zuerst gezeigt, dass sich zu jeder Fliche constanten 
positiven Kriimmungsmasses (wir setzen dasselbe gleich 1) zwei gewisse 
Parallelfliichen constanter mittlerer Kriimmung construiren lassen. 

Der Satz ist eine leicht zu beweisende Folgerung aus dem Satz, dass, 
wenn man zu einer Fliche die Parallelfliche construirt, d. h. auf den 
Normalen gleiche Stiicke abtrigt, diese Parallelfliche Kriimmungsradien 
hat, welche sich nur um den Betrag des Parallelabstandes von den Radien 
der gegebenen Fliche unterscheiden. 

Triigt man also insbesondere auf der Normale einer Fliche c¢. Kr. 
(=1) die Strecke 1 nach aussen ab, so haben die Kriimmungsradien 
dieser Fliche die Werthe 

Rk, =r, +1, 
R=r, +1, 


wo r,r, = 1 ist. Die mittlere Kriimmung dieser ausseren Parallelfliche ist 


eA Pee a eee ee 
2 Gr +z) (caita=- 2 e- :° 
Entsprechend haben wir fiir die innere Parallelfliche 
¢=7,—1, 


= 1, 


1 /i 1 1 1 1 1 (7, +7, —2 1 
lat —sGaataa) GS-7 
2. Sphiroid, Kernfléche, Mantelfliche. Wir wollen nun annehmen, 
es gibe ein von der Kugel verschiedenes Ovaloid ¢. p. K., welches wir 
kurzweg mit den Namen ,,Sphiiroid“ bezeichnen wollen. Zu diesem kénnte 
man dann- eine innere Parallelflache constanter negativer mittlerer Kriim- 
mung construiren (die wir mit dem Namen ,,Kernflache“ bezeichnen) und 
ebenso eine iiussere, die den Namen ,,Mantelfliiche“ erhalten midge. Die 
Kernfliche reducirt sich, wenn das Sphiroid eine Kugel ist, auf den Mittel- 


also 


*) Wir wollen an dieser Stelle noch einmal den Charakter der Beweisfiihrung 
skizziren: Construirt wird eine Hiilfsfliche, die, wenn die urspriingliche Flaiche nicht 
im Endlichen bleibt oder irgend welche Singularitiiten aufweist, keine sich wider- 
sprechende Eigenschaften hat. Sowie man aber verlangt, dass die urspriingliche 
Fliche von Singularitiiten frei wird, treten an der Hiilfsfliche Eigenschaften auf, die 
sich widersprechen, ausgenommen in dem Fall, wo die ursprtingliche Fliiche eine ganz 
bestimmte ist (in unserm Fall jetzt die Kugel). 

**) Vgl. Bianchi, a. a. O., p. 205. 
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punkt der Kugel, aus der Mantelfliche wird dann eine Kugel vom Radius 2 
(wenn der Radius der gegebenen Kugel gleich 1 ist). — 

Wir werden jetzt zeigen, dass die Kernfliche niemals endliche Aus- 
dehnung haben kann, sondern sich immer auf einen Punkt reduciren muss. 

3. Die singuldren Punkte der Kernfliiche. Da die Kernfliche in thren 
reguliren Punkten negative Kriimmung hat, so giebt es in denselben keine 
abtrennende Ebene. Kiner besonderen Untersuchung bediirfen dagegen die 
singuliren Punkte N,, welche den Nabelpunkten N, des Sphiiroides ent- 
sprechen. In diesen Punkten verschwinden die Kriimmungsradien (wenn 
r, =r, = 1, so ist e, =e, —0), also treten die Singularitiiten auf, welche 
wir genauer besprechen miissen. 

In einem Nabelpunkt N, kénnen wir (da die Reihenentwickelung 
von 2 beginnen muss mit 

en, ae ") 
2 2 


das Sphiaroid darstellen durch die Formel 


-o V1 —o— y° +- p(*, Y), 
wo g(x, y) eine Potenzreihe ist, welche mit Gliedern von mindestens 
dritter Ordnung beginnt. 
Die Coordinaten der Kernfliche, welche ja die innere Parallelfliche 
im Abstand 1 ist, werden gegeben durch die Formeln 


C2 
en eee, 
V1+(-5) +) 
ee ey ee 
Vi+G3) +) 
c=—2 sigmaaeein 





V 7 Gz) + (0) 
Wir wollen sehen, mit welchen Gliedern &, 4 und € beginnen, wenn 


mit Gliedern m‘*" Ordnung beginnt, die wir einfach mit 9,,(«, y) bezeichnen. 
Es ist allgemein 


Cz — £ Ce 
da ima yt oe 
02 _—— as, eg 
cy Yi-—a pt ay? 
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+ (52) + G&) 


~(-3-9—*° 9 +e ey 


+(—9 + 2Vi—#—#)). 
Der in der Klammer stehende Ausdruck lautet bis auf Glieder héherer 
Ordnung 
2 2 9 ° one pg”) ~ gp”) 
(1 —s— ye +e +9 —te- — 39 or). 
Also wird 





ag” 
a > —& -- Ga ‘i 4 ag” 
Cx ‘i / eal (m) a (m) afi Ox 
] es a. 
Ox oy 
und analog 
Oz ag” 
ay 9 Fy To 
demnach 
ag” aqg™ 
E=e—op Spe Fite, 
> (i) (m) 
eg og 
= y— 4 a = eee 
at da a ales oy 
und fiir § bekummen wir den Ausdruck 
= Vi—-s— p+ go — eda 
: y YP ag” eg” ) ? 
— i —_ eee 
(: °° Oa “I By - 
(m) 2 (m) 
= g”) — zx eg” — ¢ Al 
Cx cy 


= (1 — m) +--+. 


4. Der indefinite Charakter von o™. In der vorigen Nummer ist 
iiber die Function g™ keine bestimmte Voraussetzung gemacht. Es ist 


aber klar, dass die Function g™, weil eben das Sphiroid eine Fliche 


constanten positiven Kriimmungsmasses ist, nicht vollkommen willkiirlich 
sein kann. Diese Function wird vielmehr eine bestimmte Differential- 
gleichung erfiillen, die wir jetzt aufstellen wollen. 

Zu dem Ende miissen wir noch berechnen, welche Werthe die drei 
zweiten Differentialquotienten von z annehmen. Dabei ergiebt sich 
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os y* - o* 
ex (V1 x2. y*) + 55) 
ae xy +e: ay 
Cx oy (y 1 a y?) Oxo y? 
072 ce? —1 c*g 
oy? (yi—a?— y*) + cy* 


Die Thatsache nun, dass das Sphiiroid constantes 
, I 


positives Kriimmungs- 
mass (= 1) hat, driickt sich dadurch aus 





072 072 072 \? 0z2\%\2 
aut ay — (ozay) — (1 + (ba) ) +(52)) =0 
ist, d. h. 
(x? : 1) (y? a ht 1) x 1 — - 1 } O*p 
(1— a? y>\8 + ya a a yx 5 Cx?® c+ Ti . ae y) oy? 
agp ay xPy® _2zy_ ; 0*@ ( ey" 
- dx® Oy? (1 —=2! )8 ? Va - se ae —y)3 3 Ox dy + Ox doy 
{ = 22 9 a 
if { x Ox ( "| 
\ I + | 1— a2" y* Vi Pd y* + Ox J 
ry 2% 
{ y* “Y by eg\* ) 
ae "i on®, 
. (1 — 2? y* V1 — z*— y* + G2) 


Hierin geniigen die von @ freien Glieder identisch der Differentialglei- 


chung, weil z = Y1— 2*— y® die Gleichung der Kugel ist; im iibrigen 
lauten die Glieder niedrigster Ordnung: 


ag) oe go”) . 


Es muss also 


sein. Hieraus schliessen wir (§ 3, Nr. 4): 


Die Function g\” sowohl, wie thre partiellen Differentialquotienten sind 
immer indefinit. 


5. Folgerung fiir das Sphiroid. Da go indefinit ist, da ferner 


aa ag 
g=—F—4+--, 
aia ag™ 
1 Oy ’ 


E — (i a m) gp) “he rey 


so schliessen wir nach § 3 weiter, dass auch 


E+ Bnu+r6é 
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immer, in jedem singuliren Punkt und fiir jedes Werthsystem «fy in- 
definit ist, d. h. (wie in Nr. 5 des vorigen Paragraphen): 

Die Ebene «& + By + y& = schneidet die Kernfliche immer, oder: 

Die Kernfliche verliert in keinem Punkt den Charakter der negativen 
Kriimmung. 

Hierin liegt aber, da die Kernfliiche ihrer Construction nach ganz im 
Endlichen verliiuft, nach § 2, Nr. 3 ein Widerspruch. Eine Kernfliiche 
von endlicher Ausdehnung ist also unmdéglich. 

Es folgt also: 

Die Kugel ist das einzige Sphiiroid*). 


§ 6. 
Die Minimaleigenschaft der Kugel. 


Wie uns die Kernfliche auf den Satz fiihrte, dass die Kugel das 
einzige Sphiroid ist, so wird sie uns noch weitere Dienste leisten, um 
einen von Lindeléf in seiner Variationsrechnung angefangenen Beweis 
des Satzes von der Minimaleigenschaft der Kugel (dass die Kugel bei 
gegebenem Volumen die kleinste Oberfliiche hat) nach einer Richtung zu 
vervollstindigen. Lindeléf gelangt niimlich durch Rechnung zu dem Re- 
sultat, dass die betreffende Fliiche nothwendig constante mittlere positive 
Kriimmung haben muss. Indessen gelingt es ihm nicht, zu beweisen, dass 
die einzige Fliche, welche diese Eigenschaft besitzt, die Kugel ist. ( Wenn 
dies gezeigt ist, folgt freilich nur, dass ausser der Kugel keine andere 
Fliche die Minimaleigenschaften haben kann. Dass die Kugel sie wirklich 
hat, ist damit noch nicht bewiesen.) Dies gelingt aber leicht mit den hier 
entwickelten Hiilfsmitteln, wenn man, wie dies Lindeléf stillschweigend 
thut, den analytischen Charakter der Fliiche voraussetzt. 

1. Mantelfliiche und Kernfliche. Unter der Manteljliche verstehen wir 


ein Ovaloid constanter mittlerer Kriimmung (+ (~ oa =) = 1) , unter der 
zugehdrigen Kernfliche thre innere Paralleljliche im Abstand 1. (Wir wollen 
hervorheben, dass der Begriff ,jiussere Parallelfliche ¢. mittlerer Kriimmung 
zum Sphiroid“ und ,,Mantelfliiche‘, wie er hier definirt ist, sich keines- 
wegs decken.) 

*) Auf ganz anderem Wege ist, wie mir Herr Prof. Hilbert giitigst mitgetheilt 
hat, Herr Minkowski zu diesem Satz gelangt. Er leitet niimlich durch Grenziibergang 
aus seinen tiber convexe Polyeder aufgestellten S! -en [Gétt. Nachr. 1897, p. 198] den 
allgemeinen Satz ab: Ein Ovaloid ist vollkommen hb. timmt, wenn man den zu jeder 
Normalrichtung gehérigen Werth des Kriimmungsmasses kennt. Hieraus folgt dann 
von selbst der Satz, dass die Kugel das einzige Sphiiroid ist. 
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Die Kernfliche hat im allgemeinen constante negative mittlere Kriim- 


mung (=— 1) und einer besonderen Untersuchung bediirfen auch wieder 
nur die Punkte Nx, die den Punkten Ny entsprechen, wo 
r=r,=1, 
also 
f eo, = o, = 0 
ist. 


2. Die singuliiren Punite der Kernfléche. Yn den Nabelpunkten Ny 
wird sich die Mantelfliche darstellen lassen durch die Entwickelung: 


s—Vi-#—¥ +4, 
wo wieder ~ mit Gliedern m'* Ordnung beginnt () (m> 2). 

Fiir » bekommen wir aus der Forderung, dass die mittlere Kriimmung 
der Mantelfliche —1 sein soll, also 


x {aye + (be) ) + 5a (t+ (Gs) ) —2 28 ay Bee} 
fa gy + Gaya 
die Differentialgleichung: 
bgt eM +e + BD) 
+(or5s — a + par) (t +4 + 5) ) 
— 9G t+ 3) (pss + 5) Gist t ats, 
t+ + + (+8). 


Das giebt wieder fiir yw die Differentialgleichung 


x 





5) 
D 
— 


awm™ aw —" 
Oa® Oye ; 

Da auch die Reihenentwickelungen fiir die Coordinaten der Kernfliiche in 

den Punkten Nx wieder mit den Gliedern 
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beginnen, so schliessen wir, genau wie im vorigen Paragraphen: Eine 
Kernfliche von endlicher Ausdehnung kann nicht existiren, d. h. 

Die Kugel ist die einzige Mantelfliche. 
Damit ist die Liicke in dem Beweis von Lindeléf ausgefiillt*). 


§ 7. 


e 


Flichen constanten Kriimmungsmasses in hoheren Riumen. 


Der Satz, dass die Kugel das einzige Sphiiroid ist, verallgemeinert 
sich entsprechénd fiir héhere Dimensionen. Als Kriimmungsmass definiren 
wir hier das reciproke Product der » — 1 Hauptkriimmungsradien. 

Wir wollen zuniichst zeigen, dass es auch in héheren (ebenen) 
Riiumen einfache von der Kugel (die wir dann als Hypersphiire bezeichnen) 
verschiedene Fliichen c. K. giebt. Sodann werden wir, durch Verall- 
gemeinerung des angewendeten Schlussverfahrens, beweisen, dass die n— 1 
dimensionale Hypersphiire das einzige Hypersphiiroid ist, fiir Riume von 
n Dimensionen. 

1. Die Rotations{lichen constanten Kriimmungsmasses. Dass es Flichen 
constanten Kriimmungsmasses giebt, welche von der Hypersphiire ver- 
schieden sind, folgt daraus, dass diese Flachen durch eine partielle Dif- 
ferentialgleichung der zweiten Ordnung bestimmt werden. Diese Dif- 
ferentialgleichung muss jedenfalls ausser der reellen Lisung, welche die 
Hypersphiire des betreffenden Raumes darstellt und » + 2 Constanten 


hat (wenn » + 1 die Dimensionszahl des Raumes ist), noch andere reelle 
Lésungen haben. 
Sie lautet 





yy 42 °° * Zin 
| 2u1 2n2°** Znn | _ _ ‘. 
—o 
(pat tepent)? 
Oz 


- “ - a Pe . 
wo 2; zur Abkiirzung fiir =~ und 2;, zur Abkiirzung fiir iu,da, gesetzt ist. 


Dies sind die Flachen constanter Kriimmung im » + 1-dimensionalen 
ebenen Raum, wo wir die rechtwinkligen Coordinaten z, 7,,%,... 2, ein- 
gefiihrt haben. 


*) Wir diirfen uns aber nicht verhehlen, dass der Beweis von H. A. Schwarz 
(Gesammelte Abhandlungen II, p. 327) fiir die Minimaleigenschaft viel allgemeiner 
ist. Des weiteren aber gilt wie oben die Bemerkung, dass man noch viel allgemeinere 
Voraussetzungen machen miisste. Hat doch Finsterwalder (a. a. O., p. 794.) ge- 
zeigt, dass schon ganz einfache Gleichgewichtsprobleme (die sich ja mit Variations- 
problemen decken) auf Fliichen ohne Tangentialebenen fiihren. 
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Ein einfaches Beispiel dieser Flichencategorie wiirden in erster Linie 
die Rotationsfliichen constanter Kriimmung sein, deren Axe die z-Axe ist. 

Wir wollen hier wenigstens die Differentialgleichung derselben auf- 
stellen. 

Es sei also 


oe oe 
r= Vx; +a+:---+2, 
und wir wollen suchen, ob man allgemein z so bestimmen kann, dass es 
eine Function von r allein ist. (Im Raum vor drei Dimensionen ist das 
ja méglich.) 
Wir setzen x? =u, und haben dann: 


Oz 0*z 
a =2 ages te 4 Due vives 
> 02 O*z 
— 7 a 
Fis au + 4 ou ”* 


Durch diese Substitution verwandelt sich die Differentialgleichung in 





22 +42"2,? 42”2,2, --+ 42” 4, dp | 
42” 2,2, 22’ +42" 4," --- 42” xa 

i . ao 3 | 
Ag’ tt - + st st ts Qe bean | 





n 
> 


(1+ dape*...+ 4a32 2)? re 


ds Zz es 2” 
ou ~? Out 


wo 


gesetzt ist. 
Entwickelt man die Determinante, so kommt 
9” (2’)" + grt+l (2’)"—1 (2) 


(1+ 42’ %)? 


== 1, 





Alle iibrigen Ausdriicke fallen fort, weil jede Potenz (2’)'(z’)* mit einer 
Summe von identisch verschwindenden Determinanten multiplicirt im End- 
resultat erscheint. 

Damit haben wir eine Differentialgleichung gewonnen, welche diese 
Rotationsflichen bestimmt, und es ist klar, dass es, da dieselbe von zweiter 
Ordnung ist, ausser den Kugeln, welche ihren Mittelpunkt auf der 2-Axe 
haben, und deren Gleichung lautet 


(eg—a?+u—1 


(die betreffende Lisung der Differentialgleichung ist 


e—a=(—1)"V1—u) 
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noch andere Rotationsfliichen constanten positiven Kriimmungsmasses giebt. 
Denn die Lésung, welche die Kugeln bestimmt, hat nur eine Integrations- 
constante, wihrend die Differentialgleichung doch von der zweiten Ord- 
nung ist. 

2. Die Parallelfliichen constanter Kriimmung. Wir wollen hier die 
innere Parallelflache construiren und zeigen, dass in einem reguliren Punkt 
derselben jede Ebene schneidet. 

Die Kriimmungsradien, welche den Hauptkriimmungsradien der Flichen 
constanter Kriimmung entsprechen, sind wieder Hauptkriimmungsradien 
der inneren Parallelflaiche und unterscheiden sich um die Einheit von 
denen der Fliche constanter Kriimmung, also 

% =7r,—1. 

Hieraus folgt (da nicht alle 9; negativ sein kénnen, es wiiren sonst 

alle <1, was unméglich ist), dass einige negativ, andere aber positiv sind. 


Die innere Parallelfliiche, welche durch die Gleichung 


‘of a? 
cm a( 4. + )4... 
1 1 
dargestellt wird (wenn 9; 0, so fallt das betreffende Glied in dieser 
Gleichung fort), beginnt also mit Gliedern zweiter Ordnung, welche eine 
indefinite Form darstellen, weil sie aus einer Summe von Quadraten mit 
Coefficienten besteht, unter denen sich sowohl positive wie negative be- 
finden. Hieraus folgert man, dass alle Ebenen ausnahmslos, auch die Tan- 
gentialebene (€ 0), in dem betreffenden Punkt die innere Parallelfliche 
schneiden. . 
3. Die singuliiren Punkte. Wir kénnen nun auch leicht zeigen, dass 
in den Punkten N;, welche den Nabelpunkten N, des Hypersphiroides 
entsprechen, die Kernfliiche den Charakter der negativen Kriimmung nicht 
verliert. 
Setzen wir namlich in einem solchen Nabelpunkt (was bei geeigneter 
Wahl des Coordinatensystems immer miglich ist): 


=i — Ee +4, 
wo y mit Gliedern m(> 2)" Ordnung beginnt, so bekommen wir fiir die 
Coordinaten &;, € der Kernfliiche die Reihenentwickelung: 
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1 


t=¢ 


ae —— (1—m) py, 
V1+2(55,) 


Ferner aber beginnt die Entwickelung der Gleichung 





: 3 > |~(422)?7' =0 


2n1 2n2°*** 2nn | 


| 241 49 °° * Zin 





wo fiir z die Substitution gemacht wird + 
e=Vl—Ze2+v 
mit den Gliedern niedrigster Ordnung 








a2 ,),(m) 2 ,.(m) 
—yjyr-1(2% ‘os See ). 
Ire +--+ 


n 


Dieser Ausdruck muss also verschwinden. Hieraus folgt, dass wy” und 
> .,(m) 
damit auch —_ immer indefinit ist, dass es also in keinem Punkte der 
Kernfliche eine abgrenzende Ebene giebt. — 
Eine Kernfliiche endlicher Ausdehnung ist also unméglich, und hieraus 


folgt der Satz: Die Hypersphiire ist das einzige Hypersphiiroid. 
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Focaleigenschaften quadratischer Mannigfaltigkeiten im 
vierdimensionalen Raum. 


Von 


J. Sommer in Gittingen. 


Finleitung. 


Die vorliegende Untersuchung beschaftigt sich mit den confocalen 
Mannigfaltigkeiten im R,, welche durch die Gleichung: 
22 


a? y? t? -_ 
+s + s-3 78 FOS 


a-—t 
worin t einen veranderlichen Parameter bedeutet, zusammengefasst sind. 
Wir beschranken uns also auf Mannigfaltigkeiten mit einem Mittelpunkt, und 
entwickeln fiir diese die Focaleigenschaften. Ueber projective Eigenschaften 
héherer quadratischer Mannigfaltigkeiten sind verschiedene Abhandlungen 
veroffentlicht worden. Cayley*) hat zuerst die Sitze von den Erzeugen- 
den auf den Fiachen 2°" Grades ausgedehnt auf die quadratischen Mannig- 
faltigkeiten im R,. Herr Segre**) hat dann das Problem der Mannig- 
faltigkeiten, welche auf den quadratischen Mannigfaltigkeiten eines R, 
gelegen sind, allgemein behandelt und eine Eintheilung der Schnitte von 
quadratischen Mannigfaltigkeiten, deren Ausartungen etc. gegeben, indem 
er die Weierstrass’schen Elementartheiler geometrisch deutet. Eine elegante 
Darstellung der, auf den quadratischen Mannigfaltigkeiten gelegenen, 
linearen Mannigfaltigkeiten hat Herr Klein***) gewonnen, durch die geo- 
metrische Interpretation des Abel’schen Theorems fiir hyperelliptische 
Integrale. Wir werden die Beweismethode von Herrn Klein spiter be- 
niitzen und kénnen damit umstiindliche Rechnungen vermeiden. Auch 











*) A. Cayley: On the superlines of a quadric surface in a five-dimensional 
space. 1873. Coll. math. Papers. Bd. IX. 
**) C. Segre: Studio sulle quadriche etc. Memorie della R. Accad. di Torino. 
t. XXXVI, 1885. 
*) F. Klein: Zur geometrischen Deutung des Abel’schen Theorems der hyper- 
elliptischen Integrale. Math. Ann. Bd. 28, 1887. 


Mathematische Annalen. LIII. 5 








114 J. Sommer. 


werden wir uns der von Herrn Klein |. c. eingefiihrten Bezeichnung, 
wonach ein linearer Raum von » Dimensionen mit R, und eine Mannig- 
faltigkeit von » Dimensionen und vom m*” Grad mit M{” bezeichnet 
wird, stets bedienen. 

Enger als an diese Abhandlungen schliesst sich unsere Untersuchung 
an die Arbeiten von Herrn O. Staude*), iiber die Focaleigenschaften der 
Flaichen 2** Ordnung im R, an. Herr Staude hat die Focaleigenschaften 
dieser Flaichen von einer Verallgemeinerung des Graves’schen Theorems 
abgeleitet. J. Cl. Maxwell**) hat die von Herrn Staude gegebenen Faden- 
constructionen, soweit sich dieselben auf gebrochene Focaldistanzen_be- 
ziehen, anticipirt. 

Wir werden diese Fadenconstructionen ausdehnen auf die M;” im R,. 
Zunichst beschiiftigen wir uns in § 1 mit den vier Typen confocaler M,” 
und den darauf liegenden Flachen 2°" Grades nach einer Methode, welche 
auch fiir allgemeine Mj” anwendbar bleibt. Die ausgearteten M,”’, zwischen 
den eigentlichen Mannigfaltigkeiten stehend, fiihren auf die Focalflichen 
§ 2. Wir werden auf die Erweiterung der Focalstrahlen im R, gefiihrt 
durch die Aufgabe, eine gebrochene Linie von einem festen Punkt im R, 
iiber ein Ellipsoid und dessen Focalellipse bis zu einem Brennpunkt der- 
selben so zu ziehen, dass die Gesammtlinge ein Maximum oder Minimum 
wird. Fiir die verallgemeinerten Focalstrahlen, wie fiir die Tangenten an 
drei M,” von verschiedenen Typen, lassen sich auf directe Weise Abel’sche 
Differentialgleichungen aufstellen, und insbesondere ist das Linienelement 
dieser Strahlen in den Differentialen der elliptischen Coordinaten linear 
ausdriickbar. Zugleich sind wir damit zu den Differentialgleichungen und 
dem Linienelement der geoditischen Linien***) auf den MS gelangt. Von 
Siitzen iiber geschlossene Linienziige auf den M$”, welche aus geoditischen 
Linien und Kriimmungslinien bestehen, sowie iiber geodiitische Linien, 
analog denjenigen zwischen den Nabelpunkten auf dem Ellipsoid, leiten 
wir die Focaleigenschaften der Mittelpunktsflichen 2°" Grades im R, ab, 
indem wir die Ausartungen der M$” studiren. Schliesslich stellen wir unter 
Beniitzung analoger Methoden, wie sie Herr Staude zur Berechnung der 
gebrochenen Focaldistanzen im R, angewendet hat, die Fadenconstruction 
einer quadratischen Mannigfaltigkeit aus drei gegebenen Confocalen, sowie 


*) O. Staude: Fadenconstructionen des Ellipsoids. Math. Ann. Bd. 20, 27, 50. — 
Die Focaleigenschaften der Flichen zweiter Ordnung. Leipzig, B. G. Teubner, 1896. 
**) J. C. Maxwell: On the cyclide. Quarterly Journ. of Pure and Applied 
Mathematics. Nr. 34, 1867. Scientific Papers Il. Bd. — Vgl. ausserdem S. Finster- 
walder: Fadenconstructionen des Ellipsoids. Math. Ann. Bd. 25. 
**) W. Killing: Die Nichteuklidischen Raumformen. § 9. Leipzig, Teubner 
1885. Schlifli, Crelle’s J. Bd. 43. 
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aus den drei Focalflichen auf, und fassen noch die Focaleigenschaften der 


vier Typen M$ im vierdimensionalen Raum in eine Gleichung zusammen. 
Die Anregung zur vorliegenden Arbeit verdanke ich Herrn Professor 
Dr. Hilbert. 


§ 1. 
Eigenschaften der confocalen Mannigfaltigkeiten. 


Die Mannigfaltigkeiten Mj” im linearen Raum von vier Dimensionen, 
welche durch die Gleichung: 
2 2 

(1) x z 


y? t? 
ah * F- eee  e 
(2 >B>y>0>0; t ist ein verinderlicher Parameter) 








gegeben sind, bezeichnet man als ein System confocaler M3” im R,. Jeder 
Haupt-R, des Coordinatensystems, Coordinaten-R,, schneidet das System 
(1) nach confocalen M$; durch einen beliebigen reellen Punkt im R, 
gehen vier von einander verschiedene reelle M$, deren Parameter den 
Ungleichungen 
e>y>BoOv>y>ur>d>iéi>—oo 

geniigen und die elliptischen Coordinaten des Punktes genannt werden. 
Zwischen den orthogonalen und elliptischen Coordinaten eines Punktes 
bestehen die Relationen: 


2 _ (w@—2)(e@—p)(e—»)(a—n) 











_ 2 __—« G— 2. (B—u) 6 —»)(6—n) 

@) @—a(y—ao—a) ’ ¥ (e -)y~——e—p) , 

2 — @—)G-—WO—9—) pp C—DE—WE— C=), 
@—y@—ne—n ’ (@@—d)@—dy—s) 





Siimmtliche Mannigfaltigkeiten des Systems (1) besitzen einen Mittelpunkt 
im Ursprung des Coordinatensystems und alle enthalten eine co*® Schaar 
von reellen oder imaginiiren Geraden R,, aber keine R,. Indem wir nun 
statt + die vier Parameter 4... setzen, von denen jedoch keiner einen 
Extremwerth annehmen soll, erhalten wir im reellen Gebiet vier Typen 
wirklicher M?”, von denen folgende wichtige Eigenschaften besonders 
zusammengestellt sind. 

a) Typus t= 4, wo d >A>— ow ist. Diese Mf werden von den 
Coordinaten-R, in Ellipsoiden geschnitten, wie iiberhaupt nur im End- 
lichen verlaufende, geschlossene Ms” auf diesem Typus liegen. Der 
Tangential-R, in einem reellen Punkt an die M,” schneidet diese nach 
einem imaginiren Kegel mit reeller Spitze. Die R,, welche die Mannig- 
faltigkeit in einem Punkt beriihren, haben mit derselben ein imaginiires 
Geradenpaar mit reellem Schnittpunkt gemeinsam. Alle R, dieses Typus 
sind imaginar. 

s* 





| 
| 
1 
| 
| 
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b) Typus t =u, wo y>u> 2? ist, wird von den Coordinaten-R, 
“z=0, y=0, e=O0 nach einmantligen Hyperboloiden und von t=0 
nach einem Ellipsoid geschnitten. Um nun weiter zu ermitteln, welche 


MS” auf dem Typus méglich sind, kann man folgendermassen verfahren: 
Die M?: 
xz? 
a — 


: 2 : 
+ + — phy tT 8, 
werde geschnitten durch einen beliebigen R,: 
mx + ny + pz+ qi—1=0, 
so ist fiir die im Unendlichen liegenden Punkte dieser Schnittfliiche t= 00, 
wenn wir daher mit ¢ bezw. ¢ die Gleichungen durchdividiren, so erhalten 


wir fiir =, y >>» die mit x’, y’, 2 bezeichnet werden mégen, ein oo! 


System von Werthen, welche den Mantellinien des Asymptotenkegels der 
Schnittfliche entsprechen. Je nachdem nun die Ebene: 


mx + ny + pe +q=0, 
y* 
a rt 


nach einer reellen Curve schneidet, beriihrt, oder nicht schneidet, ist dieser 
Asymptotenkegel reell, enthilt nur eine reelle Gerade, oder ist imaginar, 
also ist die Schnittfliche entweder ein einmantliges oder zweimantliges 
Hyperboloid, ein elliptisches Paraboloid oder eine geschlossene Fiche, 
ein Ellipsoid. Ferner hat der Tangential-R, in einem reellen Punkt mit 
der Mj” einen reellen Kegel (von zwei Dimensionen) gemeinsam, die R, 
dagegen, welche in einem reellen Punkt beriihren, ein reelles oder imagi- 
niires Geradenpaar. Stellen die beiden in 2, y, z, ¢ linearen Gleichungen: 


L=0, L,=0, 
einen die M{? im Punkte P beriihrenden R, dar, und ist nicht eine der 
Gleichungen schon die Gleichung des Tangential-R, in diesem Punkt, so 
kann man stets einen Coefficienten @ so bestimmen, dass 
L+oL,=—0 
den Tangential-R, im Beriihrungspunkt des R, reprisentirt, woraus folgt, 
dass der Tangential-R, die M{° nach einem reellen oder imaginiiren Ge- 
radenpaar schneidet, je nachdem einer der beiden R, 
L=0 oder L,=—0 
die Mannigfaltigkeit nach einem einmantligen Hyperboloid oder einer der 
andern Filichen schneidet, und dass beide R, nach einmantligen Hyper- 
boloiden schneiden, wenn einer derselben nach einem solchen schneidet. 


das Ellipsoid: 
x 2 
«—U 
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Die R, durch einen reellen Punkt der MS kénnen den Kegel, nach 
welchem der Tangential-R, dieses Punktes schneidet, nach einem reellen 
Geradenpaar treffen, oder beriihren, oder nach einem imaginiren Geraden- 
paar treffen. Dann schneidet der R, die M$ resp. nach einem ein- 
mantligen Hyperboloid, nach einem Kegel, oder nach einer der andern 
Flichen. 

c) Typus t =v, wo B>v>y ist, wird von den Coordinaten-R, 
z=0, t=O nach einmantligen Hyperboloiden, durch x =0, y=0O 
nach zweimantligen Hyperboloiden geschnitten. Durch die gleiche Ueber- 
legung wie oben findet man weiter, dass auf der M$ ausser diesen Flichen 
noch parabolische Hyperboloide liegen, dagegen keine elliptischen Para- 
boloide und keine geschlossenen Fliichen. Die Tangentialgebilde verhalten 
sich ahnlich wie im Fall b); durch jeden Punkt des Mj” geht ein reeller 
Geradenkegel. Schneidet ein R, durch einen Punkt der M;” diesen Kegel 
nach einem reellen Geradenpaar oder einem imaginiiren, so schneidet er 
die M3” selbst nach einem einmantligen oder parabolischen Hyperboloid, 
bezw. nach einem zweimantligen Hyperboloid. 

d) Typus t=, « >> 8, repriasentirt Mannigfaltigkeiten, welche 
nur die 2-Axe in reellen, die andern Axen in imaginiiren Punkten schneidet. 
Die Coordinaten-R, y= 0, z=0, t=O schneiden nach zweimantligen 
Hyperboloiden, «=O nach einer imaginiren Fliiche. Ausser diesen 
Flichen liegen noch reelle Ellipsoide, elliptische Paraboloide, aber keine 
einmantligen, oder parabolischen Hyperboloide auf der M{, weil iiber- 
haupt keine reellen R, auf derselben liegen. Die Tangential-R, in reellen 
Punkten haben nur einen imaginaren Kegel mit der Mannigfaltigkeit ge- 
meinsam, die Tangential-R, in reellen Punkten schneiden stets nach einem 
imaginaren Geradenpaar. 

Die Typen a), d) und b), c) stehen unter einander wieder in engerer 
Beziehung; wie aus dem Triigheitsgesetz der quadratischen Formen folgt, 
kénnen sie gegenseitig durch reelle lineare Transformation in einander 
iibergefiihrt werden*). 

Von diesen eigentlichen confocalen Mannigfaltigkeiten beweisen wir 
nun den Satz: 

Satz. Legt man in den Beriihrungspunkten einer Tangente an drei 
bestimmte Mannigfaltigkeiten, etwa A,, uo, %, die Tangential-R,, welche 
sich dann in dieser gemeinsamen Tangente schneiden miissen, so bilden 
je zwei dieser Riume einen rechten Winkel**) mit einander. 


*) Nach Herrn F. Klein werden die Typen 4 und 7 als ovale, w und » als ring- 
formige und t >a als nulltheilige Mannigfaltigkeiten bezeichnet. 
**) Der Winkel, welchen zwei R, 


la+my+ne+pt+r=0 und Leatmy+neze+pt+r, =0 
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Zum Beweise dieses Satzes nehmen wir an, dass die gemeinsame 
Tangente die Ms” 4, im Punkt (a, b, c,d); fo in (a,, b,, ¢, d,) und % 
in (dy, b,, ¢,, dy) beriihrt und stellen die Gleichungen der Tangential-R, 
in diesen drei Punkten auf. Driickt man nun aus, dass die Punkte 
(a,, b,, &, d,) und (a, b,, ¢&, da) in dem Tangential-R, des Punktes 
(a, b, ec, d) liegen, und entsprechend fiir die anderen Punkte, dann erhalten 
wir durch die Subtraction je zweier zugeordneter Gleichungen, Ausdriicke 
vom Werth Null, die zugleich im Zihler der Briiche stehen, welche die 
cos der Winkel je zweier Tangentialriume angeben. Diese Tangential-R, 
stehen also auf einander senkrecht. 

Der Satz gilt auch noch fiir den Fall, wo die Tangente in dem 
gemeinsamen Schnittgebilde je zweier M$ des Systems liegt, d. h. die 
M$, die durch die Gleichung (1) gegeben sind, schneiden sich unter 
rechten Winkeln, oder bilden ein System orthogonaler Mannigfaltigkeiten 
des R,. Man bezeichnet daher analog den Verhiiltnissen im gewéhnlichen 
Raum die Schnittgebilde zweier M{” von verschiedenen Typen als Kriim- 
mungsgebilde auf den Mannigfaltigkeiten. 

Es findert sich am Beweise des Satzes gar nichts, wenn wir die 
Forderung der Realitiit von A,, uy, vo fallen lassen und fiir rt einfach drei 
reelle oder complexe von einander verschiedene Werthe gesetzt denken, 
d. h. irgend zwei Mannigfaltigkeiten t,, t, schneiden sich orthogonal. 

Durch die Gleichungen (2) ist gleichzeitig eine Darstellung einer ein- 
zelnen M;” gegebenen, wenn man in den Formeln einen der Parameter 
4, u, v, 4 constant nimmt, und der Kriimmungsgebilde M$, wenn man darin 
zwei Parameter constant nimmt, sowie der Kriimmungslinien, wenn man 
drei Parameter constant und den vierten verinderlich annimmt; man 
ersieht aus dieser Darstellung der Kriimmungsgebilde, dass diese in Bezug 
auf die Coordinaten-R, symmetrisch sind. 

Es bezeichne wieder 4, eine bestimmte Mj”, so gehen durch einen 
beliebigen Punkt derselben drei verschiedene Kriimmungsgebilde M$” 
(Kriimmungsgebilde erster Stufe) und drei sich rechtwinklig schneidende 
Kriimmungslinien (Kriimmungsgebilde zweiter Stufe). Allgemein gehen 
durch jeden beliebigen Punkt im R, sechs Kriimmungsgebilde erster Stufe 
und vier Kriimmungslinien, von welchen je zwei sich rechtwinklig schneiden. 


mit einande bilden, sei gegeben durch die Gleichung: 


ili einai Il, + mm, + nn, + pp, ae 
VEE m3 mt + pt VE F Em? m+ Dy? 
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Focaleigenschaften quadratischer Mannigfaltigkeiten. 


§ 2. 
Die Focalflichen. 
Bisher sind nur diejenigen M{ untersucht worden, deren Parameter 


nicht mit einem der Grenzwerthe derselben zusammenfallen, es bleiben 
daher noch die Zwischenformen der verschiedenen Typen, die ausgearteten 


Riume M;” mit speciellen Parametern iibrig. Diese ausgearteten Raiume 
sind die folgenden: 


(a, a) t = 4 = — oo ergiebt den oo fernen R, im R,. 

Nimmt 4 von — oo an zu, so erhiilt man die MS” a) des $1, und mit 
(a, b) 4 =0 geht die allgemeine Gleichung (1) tiber in: 

at pat ttl, 

welche Gleichung nur einen Sinn hat, wenn wir darin ¢ = 0 setzen, und 
den unbestimmten Ausdruck >? welcher die Grenze von stets positiven 
Werthen darstellt, als positiv nehmen; die allgemeine M$” des Typus a) 
geht also in die ausgeartete M$” iiber, deren Punkte an die Bedingungen 


gekniipft sind: 

3a) ee eee ee ae ee An 

(oa — we ee p—od y—o =~) 

d. h. die Mj” 4 = ist die Gesammtheit der im Innern des Ellipsoids 


a? y? 2? ~— 
(3) te a ele 
gelegenen Punkte. 
Ferner sieht man leicht folgendes: 


Die MS” w= 92 ist der im R, t= 0, ausserhalb des Ellipsoids (3) 
gelegene Raum. 


Die simmtlichen Punkte des Raumes ¢ = 0 sind gegeben durch ee = 0. 


innerhalb 


email des einmant- 


(b,¢) Die MY: ee sind die im R, z= 0 
ligen Hyperboloids: 

(4) 

gelegenen Raumtheile. 


ausserhalb 


penrse-4 des zweimant- 


(c,d) Die M2: tn sind die im R, y=0 


ligen Hyperboloids: 
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x? s? ¢? 
(5) i a a 
gelegenen Raumtheile. 


(d,d) Die MS? » =a ist der gesammte Coordinaten-R, «= 0, denn alle ; 
Punkte dieses Raumes geniigen den Bedingungen: 


y? 2? #2 
(6a) z=Q, “a ss ee 1 <0. 


Wir haben also die Coordinaten-R, x—0, y=0, z=0, t=O, 
den oo fernen R,, in elliptischen Coordinaten gegeben durch resp.: 4 = @; 





" == 6; a = 7; 4 = 0; 4 = — oo. Die Flachen (3), (4), (5); zusam- 
men mit der imaginiren Fiche 

2 2 t? 
(6) z=0, sept sz t ee ti—% 


sind die Focalflichen der orthogonalen Mannigfaltigkeiten, die fiir das 
folgende sehr von Bedeutung sind, und die wir abkiirzend mit resp. 


E, H,, H, 


bezeichnen. Sie schneiden die x-Axe in reellen Punkten, derart dass 
Scheitel, innerer und iusserer Brennpunkt der drei Flaichen auf dieser 
Axe sich nur untereinander vertauschen. Die Flachen FE und H, schneiden 
sich in vier imaginaren Punkten, (a, y, 0,0); H, und H, schneiden sich 
in vier reellen Punkten, ferner FE und H, in den Nabelpunkten des 
Ellipsoids; dagegen haben alle drei Flachen keimen Punkt mit einander 
gemeinsam. 

Wie auf den eigentlichen Mannigfaltigkeiten giebt es auch auf den 
ausgearteten M;” Kriimmungsgebilde erster und zweiter Stufe, naimlich 
die Flachen und Schnittlinien der zu den Focalflichen confocalen Flichen, 
soweit sie innerhalb der Mannigfaltigkeiten liegen, und zwar gehen durch 
jeden Punkt drei Kriimmungsgebilde jeder Art. 

Wir fiihren noch folgenden, dem Orthogonalitiitssatz der eigent- 
lichen M$” entsprechenden Satz, an: 

Wenn man eine Gerade zieht, welche die drei Focalflichen schneidet 
und in diesen Schnittpunkten dann Tangential-R, legt an die Focalflichen, 
so stehen die drei R, durch die Gerade und je einen der Tangential-R, 
auf einander senkrecht. 









m- 


das 


ass 
ser 
den 
‘ich 
des 
der 


den 
lich 
nen, 
rch 


ent- 


idet 
hen, 


LR, 





Focaleigenschaften quadratischer Mannigfaltigkeiten. 


§ 3. 
Die Focaldistanzen. 
Fiir die Focaleigenschaften der Mannigfaltigkeiten zweiten Grades ist 
folgendes Problem von grundlegender Wichtigkeit: 


Aufgabe. Im R, ist von einem Punkt P = (z, y, z, t) ein Linienzug 
nach einem Punkt Q = (r, 9,4) des Ellipsoids: 


* x? y? 2? 
foe, at eet ete 


und von Q nach einem Punkt R=(X, Y) der Focalellipse dieses 
Ellipsoids: 





2 2 
t=0, z<=0, —_ +," —1=0, 


? 


weiter von diesem Punkt R nach dem Brennpunkt « = + d dieser Ellipse 
so zu ziehen, dass der gebrochene Linienzug einem Maximum oder Mini- 
mum entspricht. Oder anders ausgesprochen: Der Streckenzug (vom festen 
Punkt (, y, 2, ¢) nach dem festen Punkt (+ d, 0,0, 0)): 


@) r= VBE GFF GF At VXI FOP 
+VKROFY, 

wo fiir die Unbekannten (r, y, 3) und (X, Y) die Nebenbedingungen 

bestehen: 


2 2 2 
(8) Sotpat 1-4 











x? 
(9) a+ es 
soll zu emem Maximum oder Minimum gemacht werden. 

Dieses Problem lésen wir in folgender Weise: Zunichst bemerken 
wir, dass der Linienzug bei Verinderung der Punkte Q und R auf dem 
Ellipsoid bez. der Focalellipse immer endlich bleibt und sich stetig andert, 
die Gesammtliinge muss also kleinste und grisste Werthe auch einmal 
annehmen. Setzen wir voraus, dass die Strecke PQ RF, einem Extrem- 
werth entspricht, so halten wir einmal den Punkt @Q auf dem Ellipsoid 
fest und lassen R auf der Focalellipse beweglich. Der Linienzug QRF, 
indert sich dann stetig und nimmt fiir sich gewisse Extremwerthe an. 
Damit nun der Ausdruck (7) ein Maximum oder Minimum darstellt, muss 
auch die Streckensumme QRF, einem Maximum oder Minimum ent- 
sprechen bei festgehaltenem Punkt Q; d. h. wenn (7) den Bedingungen 
der Aufgabe entspricht, so muss auch bei festem y, y, 4, 
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1 =Ve—XP+ O— YP + 9+ VX—d'+ YP=—at+e, 
mit der Nebenbedingung: 
x* Y? 
iit. = del cs al 
einen Extremwerth annehmen. Durch dieselbe Ueberlegung zeigt man, 
dass das Erfiilltsein der Bedingungen der Aufgabe nothwendig zur Voraus- 
setzung hat, dass bei festem (X, Y), die Summe 


r= V(t—2)*+ (0—y)*+ (5-2? FO + V@—XF+9—Y¥ +4 =0et+e, 
mit der Nebenbedingung: 
2 2 2 
0m B54 pet een 
einen Grenzwerth annimmt. Es ist also die Aufgabe in zwei Theile zerlegt, 
welche wir nun behandeln. 
Das erste dieser beiden Theilprobleme, niimlich bei festgehaltenem 
Q = (x, 9, 3) den Punkt R = (X, Y) auf der Focalellipse so bestimmen, 
dass QRF, ein Maximum oder Minimum wird, hat Herr Staude gelést*). 
Man lasst zu dieser Bestimmung X und Y variiren auf der Ellipse, und 
zwar giebt man X, Y solche Zuwichse, dass der Punkt nach der Neben- 
bedingung sich auf der Tangente im Punkt X, Y bewegt. Wir fallen 
nun von @ und F, Lote auf die Tangente im Punkt FR an die Ellipse, 
die Lingen dieser Lote seien resp. h, und h, die Projectionen von RQ 
und RF, auf die Tangente —, und &, dann erhilt man: 
r, = Vi + hy? + Ve +H. 
Verindert sich der Punkt R auf der Tangente der Ellipse um As, wobei 
h, und h sich nicht fndern, so ist die Variation von 1;,: 


&, As EAs ' i 
Ar, = —=—— eens Glieder héherer Ordnun 
‘Varah vege? ” 


und damit r, einen Extremwerth annimmt, muss angenommen werden: 




















In dieser Formel bedeuten ——*—— und "die cos der Winkel 9; 


Vath? Ve +R 
und g, welche die Geraden RQ und RF, mit der Tangente einschliessen, 
deshalb hat man in anderer Schreibweise: 





cos gm, + cos p = 0. 
Hierin ist der Satz ausgesprochen, dass fiir den Fall eines Maximums 
oder Minimums der Summe 7, = QRF,, die beiden Linien RQ und RF, 





*) Vergl. Staude, Focaleigenschaften der Flichen zweiter Ordnung, § 16. 
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mit den beiden entgegengesetaten Richtungen der Tangente im Punkte R 
gleiche Winkel einschliessen. 

Aus diesem Satz folgt sodann in bekannter Weise, dass der Strahl 
QR nicht nur die Focalellipse sondern auch die Focalhyperbel des Ellipsoids 
schneiden muss, oder der Strahl QR ist ein von Q ausgehender Focalstrahl. 

Den zweiten Theil unserer Aufgabe, bei festgehaltenen Punkten R 
und P im R, einen Punkt Q auf dem Ellipsoid zu bestimmen, dass PQR 
einen Extremwerth annimmt, lésen wir in tihnlicher Weise, dadurch, dass 
wir den Punkt @Q auf einer beliebigen Tangente in @ an das Ellipsoid 
variiren lassen, wobei wir zu dem Ergebniss kommen: 

Satz: Wenn der Punkt Q auf dem Ellipsoid den Bedingungen des 
Maximums oder Minimums der Streckensumme P QR entsprechend bestimmt 
ist, dann schliessen QR und QP mit entgegengesetzten Richtungen jeder be- 
liebigen Tangente in Q gleiche Winkel ein. 

Zur Veranschaulichung dieses Resultates kénnen wir die Aufgabe 
auf den dreidimensionalen Raum specialisiren, indem wir den Punkt P 
innerhalb des Ellipsoids annehmen. Dann sagt der Satz aus, dass zwei 
Linien QR und PQ, welche den Bedingungen der Aufgabe geniigen, mit 
der Normale des Ellipsoids in Q in einer Ebene liegen und dass ihr 
Winkel durch die Normale halbirt wird. Da nun der Theil RQ ein 
Focalstrahl ist, so gilt dies auch fiir PQ, weil bekanntlich die vier von 
emem Punkt @ ausgehenden Focalstrahlen in Paaren angeordnet werden 
kénnen, deren Winkel durch die Normalen der drei confocalen Flichen 
durch Q, halbirt werden. 

Um den Satz, nach dem sich die Lage von QP bestimmt, geometrisch 
m deuten, fragen wir nach dem geometrischen Ort der Punkte P im R,, 
fiir welche der Linienzug PQRF, durch einen festen Punkt Q auf dem 
Ellipsoid geht. 

Sei nun zuniichst allgemein: 

- cpt, y=qt, z«=rt, 
eine feste Gerade im R,, so suchen wir alle Geraden durch den Coordi- 
natenanfang, welche mit jeder Geraden des R,: z= 0, t = 0, denselben 
Winkel einschliessen wie die feste Gerade. 
Der Winkel, welchen die feste Gerade mit der verianderlichen, 
r=amy, e=0, t=O, 
einschliesst, ist gegeben durch 
ae mp+q _, 
ee PEEP TA mpd 
und ebenso ist der Winkel, den die gesuchten Geraden: 





a=at; y= pt; 2e=— yt, 
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mit der verinderlichen einschliessen: 
ma + Bp mes 
Va? + P+ y? +1 Vm?+1 


Daher erhalt man aus der Beziehung: 





cos @, = 





deel 
den geometrischen Ort der gesuchten Geraden: 


| qu — py =), 
\@+r+1)2 — por + e+ #)=0. 
Auf unsern speciellen Fall angewendet heisst dies: 
Die beiden Geraden QR und QP liegen mit dem Normal-R, in Q zu 
dem Ellipsoid, in einem R, und bilden gleiche Winkel mit der Normale. 
Wir werden im niichsten Paragraphen im Zusammenhang mit andern 
Problemen zeigen, dass der Strahl PQ im R, ausser dem Ellipsoid noch 
die beiden zu diesem gehérigen Focalflichen H, und H, schneidet, wir 
fiihren dieses Resultat jedoch hier schon an um das Problem nach der 
algebraischen Seite soweit méglich hier verfolgen zu kénnen. Zu diesem 
Zwecke ist es auch erforderlich, neben dem bis jetzt betrachteten Maximum- 
oder Minimumproblem fiir die Streckensumme PQ RF), das gleiche Problem 
fiir PQ RF; also einem Linienzug nach dem zweiten Brennpunkt (— d,0,0,0) 
der Focalellipse zu betrachten, wir finden auch fiir diesen Fall die Be- 
dingung, dass der Strahl PQ die drei Focalfliichen EZ, H, und H, schneiden 
muss. Indem wir dann, mit Verweis auf unsere Gleichung (7): 


(7) r=oe+0, + 


die Substitution machen: 
4s==-r—o—e oder 4s=—r+’+e, 


(die gestrichenen Buchstaben gelten bei Beniitzung des zweiten Brenn- 
punkts) kénnen wir uns der von Herrn Staude, Math. Annalen Bd. 50, § 5 
aufgestellten Gleichung fiir s bedienen, wobei wir zuniichst also r, y, 4 
als constant ansehen. Diese Gleichung ist, wenn d? = a — B, ec?’ = a — », 
f? =a — 6 gesetzt ist, die folgende: 

#— FELL E+E + ost — | ders 

1 


+ sa {(e?-+ y? + 3° +77)? — 46x? — 4f?y?} =. 


s enthalt die Grésse 9, welche von r, ), 3 abhiingig ist. Ferner haben 
wir neben 


x? y* i eum 
s-3 T e8* 5-37 tO 
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aus der weiteren Bedingung fiir PQ, namlich die drei Focalflaichen zu 
schneiden, die Gleichungen: 





(ya —2y)? | (x — x2)? t*3? 
7 eS — 523 —b—# = 0 
und 
ayn —yr)? — zh)? f 2 
aa _ 4 = a a5 —(y—y)? = 0. 
Wir wiirden dann eine Gleichung fir rv, r’ allein bekommen, wenn wir 
die Unbekannten xy, ), 3 aus den vier letzten Gleichungen eliminirten und 
eine Gleichung aufstellten, die nur noch von 7, 2, y, 2, ¢ mit constanten 
Gréssen abhiingt. Diese Elimination stésst aber auf bedeutende Schwierig- 
keiten und wir werden dieselbe umgehen, indem wir auf Grund der bis- 
herigen Resultate das Problem mit transcendenten Methoden behandeln. 


§ 4. 
Die Tangentialkegel. 


Wir wollen in diesem Paragraphen die Aufgabe behandeln, ver- 
schiedene im R, fiir confocale Flichen geltende Sitze*) zu verallgemeinern. 


Es sei wieder das System confocaler M$” gegeben: 











(1) strat 


und ein beliebiger Punkt (a, b,c,d) im R,. Dann ist der Polar-R, dieses 
Punktes in Bezug auf eine der MY des Systems: 


Sty ty —— Lae, 








(8) wotpht tr 1-0. 


y=? 

Nehnien wir in dieser Gleichung 1 verinderlich, so erhalten wir als 
Umhiillung aller R, (8) eine Curve vom 4%" Grad. Die Gleichungen (1) 
und (8) zusammen, stellen den geometrischen Ort der Beriihrungspunkte 
der vom Punkt (a, b, c, d) an die Mf mit dem Parameter +, gelegten 
Tangenten dar, die simmtlichen Geraden R, durch den Punkt, welche 
diesen Ort treffen, liegen auf einem Kegel von drei Dimensionen, dessen 
Gleichung leicht aufzustellen ist. Ftir drei bestimmte verschiedene Typen 
M3” des Systems, also fiir t= ,, up, ¥» werden die Gleichungen dieser 
Tangentialkegel: 


*) Killing, die Nichteuklidischen Raumformen § 9. 
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_ (ay—bdz)* _(bz—ey)* _(x—az)*? _@t—dx)* 
(9) («—2,) @—2,) + (6—4,) (y —4) + (@— 4) (y — 4p) ‘2 (@—2,) (8 —g) 
__ @y—dt? (ct—dz)®> = =(@—a? (y—d* (@&—o) 
+ G1) @—4) + G4) @—8) — a, — Fh 
¢—d?* _ 
~_—. 


sowie die zwei entsprechenden Gleichungen, in denen u, und » statt A, 
steht. Diese drei Gleichungen sind in x —a, y — b, z—c, t—d homogen, 
man kann also mit ¢—d durchdividiren und erhilt dann fiir die drei 


Quotienten —— ——y a - drei Gleichungen zweiten Grades. Sind ferner die 


drei piensa alle reell, was eintritt, wenn der Punkt (a, b,c, d) 
ausserhalb der drei Flichen liegt, dann ergeben die drei Gleichungen acht 
reelle Werthsysteme fiir die Quotienten. Man sieht dies, indem man die 
drei Gleichungen als Gleichungen von Flichen zweiten Grades ansieht, die 
sich gegenseitig durchsetzen. Oder wir erhalten den Satz: 

Die drei Tangentialkegel von einem Punkt (a, b,c, d) an die M$ 
Ao» Ho» YM Schneiden sich in acht reellen Strahlen, wenn der Punkt (a, d, ¢, d) 
ausserhalb der drei Mannigfaltigkeiten liegt. 

Von besonderem Interesse sind diejenigen Fille, in welchen 4, = 0; 
Uy = 73 YM = B gesetzt ist. Wir erhalten dann die Kegel, durch welche 
die Focalflichen FE, H, und H, von einem beliebigen Punkt aus projicirt 
werden: die Focalkegel. 

Die directe Berechnung der Gleichungen dieser Focalkegel lehrt, dass 
sie aus den Gleichungen (9) abgeleitet werden kénnen, indem wir diese 
mit resp. d — A), y — uy, B — v, multipliciren und dann 4, —0, u, =», 
v, = 6 setzen. Die gesuchten Gleichungen sind: 

Kegel iiber dem Focalellipsoid: 


(10) eee 4 My 4 REN" _ ba? = 
Kegel iiber dem hectidaelaits Hi,: 

(bz —cy)* (cw—az)* (ct —dz)? —_ 
(11) ai 4 Canes" _ Ca" _ ¢_o — 0; 
Kegel iiber dem Focalhyperboloid H,: 
1 (ay—ba)’ __ (bs —ey)* __ (dy — dt)? iad 
(12) — = g—a — Y—b) =0. 


Diese Gleichungen gelten allgemein fiir jeden Punkt (a, b, c, d), welcher 
nicht in einem Coordinaten-R, liegt, die drei Kegel sind dann stets reell 
und schneiden sich in acht reellen Strahlen, die wir Focalstrahlen im R, 
nennen kénnen, wir haben also den 
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Satz. Durch jeden reellen Punkt im R,, der nicht in einem Coordi- 
naten-R, liegt, gehen acht reelle getrennte Focalstrahlen. 

Um die Eigenschaften der Focalkegel besser zu erkennen, wollen wir 
ihre Gleichung auf ein neues Coordinatensystem durch den Punkt P be- 


ziehen. Durch diesen Punkt gehen vier M$ 4, uw, v, 4, welche sich ortho- 
gonal schneiden, ebenso wie die Tangential-R, im Punkt P an die M$”. 
Diese vier Tangential-R, sollen nun die Coordinaten-R, des neuen Coordi- 
natensystems sein, wozu wir noch hinzufiigen, um die Lage des Coordi- 
natensystems eindeutig festzulegen, dass die Coordinatenaxen (die Normalen 
der M$”) im Sinne der wachsenden 4, u, v, 4 positiv genommen werden 


sollen. Die vier Tangential-R,, oder die neuen Coordinaten-R, bezogen 
auf das alte Coordinatensystem sind dann: 


a(X—a) <7 e(Z—e) a(T— 
= + res ie os Ym 0, 
(13) a(X—a) ur 


1 (X —a) =» e(Z—e) , a(T—d) 
| a— + + y—u si CF; = 


Nun sei (a, y, 2, #) ein belisbiger Punkt im alten System; (&, yz, § #) 
seine rechtwinkligen Coordinaten im neuen System, also zugleich die 
Entfernungen des Punktes von den Tangential-R,, so bestehen die Be- 
— 























o—2 +t 2 c(z— ce) d(t —d) 
_- Te + r+ oa +e 
ates": a(x —a) hed “8 d(t—d)| 
4 | | 2 yy + pB—wu + we + d—u |’ 
" 1 (a(e¢—a) y—) pea? d(t —d) 
pa fee 4 HY en y—v > “ov 
_ __ 1 fa@—a) b(y —b) e(z —c) amt 
olan stee +4 _ at yoa te a}, 
wo 
a? b2 ce a? 
0 + (6 —A)? + (y —A)* + (0 —4)* ? 
 . b? c a 
m= Ga + Gow t oe tT Oo 


ete. gesetzt ist. 
Indem man zu den Gleichungen (14a) die Bedingung hinzufiigt 


Pte tet oa + y—b + @—o' + tas, 
erhilt man die —— 


2 1 _ 
a® (we a? + en yi + Wen »)? + a =f 
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und entsprechend in £, y, 0, ferner: 

1 1 1 1 
ob sang + wesw Gow + we=ngse + = — 
nebst fiinf weiteren entsprechenden Relationen, welche néthig sind um 
aus dem Gleichungssystem (14a) die Gréssen x, y, 2, ¢ in den &, y, €, 4 
auszudriicken. Mit ihnen erhalt man: 











r—a=—a 


(_é a g a 
(Me—4) + m (oc — uw) bj n(a — v) ~ a , 





7 g % g a a 
—o th gaa + agin t+ seca t+ ze=a}: 


g v4 g a 
i@—h + mg—w + ag@—H + p@—a|’ 


{ —_d@=—d (wey + m(O—p) + n(d — v) + sya 


Tragen wir diese Werthe in die Gleichungen (10), (11), (12) ein, so 
erhalten wir die Gleichungen der Focalkegel, bezogen auf das neue 
Coordinatensystem: 


ABE -AO HOO ae tae tet a] 


—* 


(14) 4 





s—em—e| 








(18) @—a)—w) @—») @—o) [8 + 8 + 8 + | =0, 


hae it, 
(17) (B—2)(B—w)(B—v)(6—2) [p+ gE + po t+ pal —% 


und in dieser Form zeigen die Gleichungen, dass die drei Focalkegel eines 
beliebigen Punktes im R,, der in keinem Coordinaten-R, liegt, die 
Normalen der confocalen M{ dieses Punktes zu Axen haben. Es ist 
ferner nicht schwer die Definition der confocalen Kegel im R, auf den 7 
R, zu iibertragen, und die Eigenschaft der Homofocalitit fiir diese Kegel [| 
im R, zu erweisen. Insbesondere ersieht man aus den Gleichungen 
(15)—(17), dass die acht Focalstrahlen des Punktes P reell sind. Die 





Gleichungen derselben ergeben sich, wie folgt: ; 
g_ —_ =) (y¥—) C—4) @—») M@—2) 
- +V (8—n)(y—n) (@—n) @—») @—n)’ 





(18) 





S\x 


(B—n)(y—n)(@—n) (u—») (u—A)’ 





z= _ 6=)G—» @—» a—) @—») 
- = (8 —n)(y —n) (6 —n) (v—2) (v—us)’ 


weil diese mit Beriicksichtigung der acht verschiedenen Vorzeichencombina- 








=+/V-& u)(—u) @—w)(a—»)(n—2) is 
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tionen acht von einander verschiedenen Strahlen entsprechen. Aus der 
Darstellung (14) der Focalstrahlen folgt unmittelbar der Satz: 

Satz. Die acht Focalstrahlen, welche von einem beliebigen Punkt im 
R, ausgehen, lassen sich in vierfacher Weise in vier Paaren von Strahlen 


anordnen, so dass jedes Paar mit einer der vier M-Normalen m einem 
R, liegt, und die Winkel dieser Paare durch die Normale halbirt werden. 

Von dem bisher ausgeschlossenen Vorkommniss, dass die Spitze der 
Kegel in einem Coordinaten- “Ry gelegen ist, wollen wir gleich den noch 
specielleren Fall betrachten, in dem die Spitze P der Focalkegel auf 
einer Focalfliche selbst liegt: wir nehmen d = 0, der Punkt P soll also 
auf dem Focalellipsoid liegen. Der Kegel iiber dem Focalellipsoid besteht 
aus der Gesammtheit der Strahlen von P nach allen Punkten des Ellipsoids 
und diese fiillen den ganzen linearen Raum ¢ = 0 aus. Die beiden andern 
Focalkegel erhalten wir aus (11) und (12) mit d= 0: 


(ca—az)* | be—cy)? ct? 








(19) on aa = (eg—c)? = 0, 
—b«x)* be— 2 b?t? 
(20) st = ( an pa “, —g— d= 


Auf diese Gleichungen wenden wir wieder eine Coordinatentrans- 
formation an, indem wir den Ursprung des neuen Coordinatensystems 
nach dem Punkt P auf dem Ellipsoid legen und die Veriinderliche ¢ un- 
geindert lassen, es findet dabei nur eine Drehung des Systems 2, y, 2 
statt. Nehmen wir die Normale des Ellipsoids und der zum Ellipsoid 
confocalen Fliichon durch P in t=O, als neue Axen, so werden die 
Gleichungen der Kegel durch ithnliche Transformationsformeln wie in 
Nr. (14); aber mit ¢ = x, auf die Form gebracht: 








(16a) (y—8)*’(y—v) Y— sn a nn 
(17a) (B—a*(B—»)(6—n) [p= 5 + gE Gt gest goal 9 





also gelten auch fiir die specielle Lage der Kegelspitze noch die Glei- 
chungen (16) und (17), man braucht darin nur 4=w=0 mu setzen. 
Die Kegel (16a) und (17a), durch welche H, und H, aus einem Punkt 
auf C projicirt werden, sind Kegel mit zwei einander gleichen Axen. 
Auf diesen Kegeln liegen Scharen von Rotationsfliichen zweiten Grades, 
der Kegel (16a) wird durch alle ebenen R, nach Flichen zweiten Grades 
geschnitten, die ins Unendliche gehen. Auf dem Kegel (17a) liegen zwei 
Scharen von Kugeln, d. h. es giebt zwei verschiedene Scharen R,, welche 
diesen Kegel nach Kugeln schneiden. Wird niimlich dieser Kegel: 


Mathematische Annalen. LIII. 9 
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a? 


ae & aa ae 
J t g-3 * F-— G-57” 





durch zwei R;: 
g a ¢ , @ 
oder zusammengefasst: 
¢? a 2 
~ e? + ( _—_ e) = 0 
geschnitten, so geht durch die Schnittfliiche auch die M3”: 


2 2 2 = & 
gaat pat ge — atl + Ge) ]—9 
hindurch, worin wir ¢, und d, so bestimmen kénnen, dass diese Gleichung 
die Form bekommt: 
P+ r++ @—e)—r—), 
und weil diese M$” durch die beiden Scharen von R, nach Kugeln ge- 
schnitten wird, so gilt dies auch fiir den Kegel. 

Insbesondere hat man noch folgenden Satz: 

Der geometrische Ort aller Punkte, von welchen aus ein Ellipsoid E 
durch Kegel projicirt wird, auf denen zwei Scharen von Kugeln liegen, 
sind die beiden Hyperboloide H, und H,, welche mit E Focalflichen eines 
confocalen Systems von M$ sind. 

Die Gleichungen (16a) und (17a) stellen zusammen eine Flache von 
zwei Dimensionen dar, iiber die wir noch niheres feststellen kénnen. 
Durch Combination der beiden Gleichungen folgt, dass die Schnittfliche 
auch in: 

= a — ae 
(»—y) 6—») (1—v) a—B) 
liegt, oder da diese Gleichung zerfallt, durch die beiden R,: 


icons 
(21) o—n @=n§ + Vigne ase? 


oder: 


# = 0 


C§+ De =—0, 
auf einer der Kegelfliichen ausgeschnitten wird. Combinirt man die beiden 
Kegelgleichungen in der Weise, dass man die eine mit einem Factor 
multiplicirt zu der andern addirt, so kann dieser Factor so bestimmt 
werden, dass die Gleichung die Form bekommt 
247+ ¢—?e=—0 

was geometrisch bedeutet, dass die Schnittfliche auf einem Rotationskegel 
liegt. Dieser wird aber durch die Riume 


€+ «% = 0 
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selbst wieder in Rotationskegeln von zwei Dimensionen geschnitten, also 
zerfallt der Kegel (16a) und (17a) in zwei Rotationskegel. 

Satz: Die Focalkegel von einem Punkt P des Focalellipsoids aus 
iiber H, und H, schneiden sich nach zwei Rotationskegeln von zwei 
Dimensionen, deren Mantellinien mit der Normalen zum Ellipsoid im 
Punkt P gleiche Winkel bilden. 

Aus den Gleichungen (19) und (20) geht hervor, dass unter den 
Mantellinien der Kegel auch die Focalstrahlen sind, welche vom Punkt P 
des Ellipsoids ausgehend, dessen Focaleurven in ¢ =O schneiden. Die 
Verwendung des Satzes im vorigen Paragraphen ist damit gerechtfertigt. 

Fiir den Fall, wo die Spitze der Focalkegel auf der Fliiche H, oder 
H, liegt, existiren iihnliche Satze, die wir aber hier nicht anfiihren, weil 
sie fiir das Folgende nicht néthig sind. Zum Schlusse fiihren wir das 
Resultat an, fiir den noch specielleren Fall, in dem die Spitze der Focal- 
kegel in einem Nabelpunkt des Ellipsoids liegt, dann wird der Focalkegel 
iiber E und Hy, ausarten, die Gleichung des Focalkegels iiber H, wird 
auf die einfachste Form gebracht: 


o— er o—or |, + fy — xf — Fm, 


es ist also ein Focalkegel mit zwei Paaren gleicher Axen. 


§ 5. 
Indicatrix. 


Die Focalkegelschnitte eines Systems confocaler Flichen im R, haben 
bekanntlich die Eigenschaft durch die Nabelpunkte der Flachen hindurch- 
zugehen, wir wollen nun fiir die Focalflichen eine tihnliche Eigenschaft 
in Beziehung auf die confocalen M nachweisen. Zuniichst beweisen wir 
noch folgenden Satz: 

Satz. Schneidet man eine Mannigfaltigkeit, z. B.: 

a? 4a 2 2? t? 
aaa} poet sateen tS 
durch einen R,, welcher durch den Mittelpunkt hindurchgeht und der 
dem Tangential-R, in einem Punkt (a,b,c, d) der parallel ist, so 
sind die Axen der entstehenden Schnittfliche parallel den Tangenten an 
die drei Kriimmungslinien durch den Punkt (a, b,c, d). 

Beweis. Wir legen durch den Mittelpunkt ein neues Coordinaten- 

system, dessen Coordinaten-R, parallel sind den Tangential-R, an die vier 





Ms” durch den Punkt im R,, dann bestehen zwischen den neuen Coordi- 
naten und den alten die Relationen: 


y* 
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und die Umkehrung dieser Formeln fiihrt auf die Gleichungen (14), wenn 
man darin «—a durch ~z etc. ersetzt. Mit diesen Formeln wird dann 
die Gleichung der M$” 


t? 
eaitpityitia 





7 a? 2 
si {roe tags + sanz + pea 














og , ‘ ej 
+ 9=1 \1@—5 + mG—w + aG—m + 5G—a} 





na. oe t g _* ) 
t 7=a \ta~—4 T m@—e t ag@—y + se=sl 
+5=3 (wis + aot @taecn tne =H —1=0. 


Setzt man in dem Ausdruck rechts § — 0, so erhilt man die Gleichung 
der Schnittfliche; da die Coefficienten der doppelten Producte 7, ete. 
verschwinden vermége der Bedingungsgleichungen, nach denen a, b, c, d 
auf den vier MY) A, uw, v, » liegen, so bleibt: 


Ay + Be + De? —1=—0, 
womit der Satz bewiesen ist. 


Es gilt ferner der Satz, dass parallele R, die M nach ahnlichen 
und ahnlich liegenden Flachen schneiden. Definiren wir insbesondere die 





Indicatrix eines Punktes der M3? wie bei Flichen im gewéhnlichen Raum, 
so gilt der Satz: 

Die Axen der Indicatrix sind proportional und parallel den Axen 
des Diametralschnitts, nach welchem ein R, parallel zu der gleichen 
Tangentialebene die M$” schneidet. 

Die Indicatricen sind fiir die MS?” vom Typus 4 geschlossene F'lichen, 
Ellipsoide mit drei verschieden langen Axen. In bestimmten Punkten 
der Mannigfaltigkeit kénnen diese Indicatricen Rotationsellipsoide sein, wir 
bestimmen die Lage dieser Punkte auf: 


a? y* 
ot eot+ 


Nach dem angefiihrten Satz verhalten sich die Axen der Indicatrix 
des Punktes (a, b, c, d) auf der M ) proportional zu den Axen der Fliche: 





t? 
+5 —1=0. 
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a? y? 2? t? 
elder ies 
«— — ss mG = ae | = to = tat 


Die Liingen dieser Axen “een jedenfalls zwischen Ya — 4 und Yd —A, 
und wenn die Fliche eine Rotationsfliche ist, so miissen die gleichen 
Axen zwischen diesen Extremen liegen, sie kénnen nicht einem derselben 
gleich werden. In diesem Fall der Rotationsfliiche werden die Lagen 
zweier Axen unbestimmt, oder die Gleichungen (22) kénnen nur eine 
Rotationsflache reprasentiren, wenn die Kriimmungslinien durch den Punkt 
(a, b, c, d) unbestimmt werden, was eintritt, wenn derselbe in einem der 
Coordinatenriume liegt. Weil aber die einander gleich werdenden Axen 
die Werthe Ya—A und Y—A nicht annehmen kénnen, so brauchen 
wir nur die Faille ce = 0; d 0, wo der ebene R, also durch die Coordi- 
natenaxe x= 0, y= 0, t= 0; resp. x = 0, 2 = 0, ¢ = 0 hindurchgeht, 
zu beirachten. Nehmen wir: 


a? y? 2? t? 
pnaheadl~diealiaia 
by - 
itpateS =o, 
dann ist die z-Axe eine Hauptaxe der Schnittfliche und die Schnittcurve 
a? y? 2? t? _ 
i 
+> fa s+ oy 5" =a “4 - 0, 


= 


(22) 





(23) 





(23a) 





je 


enthalt die beiden andern Hauptaxen der Schnittfliche, welche nun nach 
bekannten Formeln ausgedriickt werden kénnen, weil diese Schnittfigur 
in einem Coordinatenraum z= 0 gelegen ist und die Bestimmung der 
Axen zusammenfallt mit der Berechnung der Axen fiir einen Diametral- 
schnitt eines Ellipsoids im gewéhnlichen Raum*). Es seien 7, und 7, 
die Langen der Axen der Schnittfigur (23a), so bestimmen sich diese 
aus der Gleichung: 
a? ra da? 
a—i o—i 
(a—a’) —r? 2 (B— a = + @—)—r 





=0. 


Diese Gleichung fiir die Axen der Ellipse (23a) ergiebt nur dann 
zwei gleiche Werthe 7, = 7,; wenn b = 0 ist, was ausgeschlossen wurde. 
Wenn die Flache (23) eine Rotationsfliche ist, so muss eben eine der 


*) Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes. I. Theil, 8.118 d. 3. Aufl. 
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Axen der Ellipse (23a) gleich der Liinge der z-Axe sein; d. h. wir miissen 
r,2>—=y—A nehmen. Indem wir 7? = y — A in der letzten Gleichung 
substituiren, gelangen wir zu der Gleichung, der die Punkte (a, b, c, d) 
geniigen miissen, fiir welche die Indicatrix eine Rotationsfliche ist. 
Es folgt: 

— a? b? ad? 


> @hen-n + G—nG—n + G—DE— =? 





? 


ausserdem geniigen die Coordinaten a, b,c, d der Gleichung der M;° i, 
durch deren Combination mit der eben gefundenen Gleichung wir die 
Bedingung in der Form schreiben kénnen: 

a* b? d 


2 
(24) c=0, 2-7 ee sg FeO 
d. h. die Punkte liegen auf einer Focalfliche*). Auf die gleiche Weise 
finden wir, dass auch die Focalflaiche': 
a® c d* , 

(25) b=0, ee. “et eO 

die M$? a nach Punkten mit specieller Indicatrix schneidet. Dieses 
Resultat stimmt damit iiberein, dass die Kriimmungslinien in den Punkten 
der Mannigfaltigkeiten 4, in welchen diese von den Focalflichen geschnitten 
werden, unbestimmt werden; was ferner sofort fiir die Schnitte der Focal- 


flichen mit den M;” der andern Typen ihnliche Eigenschaften vermuthen 
lasst. Die Indicatricen der Punkte, die den Bedingungen (25) oder (24) 
unterliegen, sind abgeplattete, bezw. verlingerte Rotationsellipsoide, es 
giebt auf einer beliebigen M$” A keinen Punkt, fiir welchen die Indicatrix 
eine Kugel ist. 


g 6. 
Abel’sche Differentialgleichungen. 


Wir gehen nun dazu iiber das Problem des § 2 zu lésen, indem wir 
von den gewdhnlichen Coordinaten iibergehen zu den elliptischen und die 
Gleichungen von Geraden, welche die Mannigfaltigkeiten beriihren, ferner 
von geodiitischen Linien etc. auf den M3” in diesen neuen Coordinaten 
ausdriicken. Mit Hilfe der Formeln (2) finden wir zunichst den Ausdruck 
fiir das Linienelement: 

*) Die Linien, nach welchen die Focalfliiche (24) und (25) die mu! schneiden, 
sind selbst wieder Kriimmungslinien auf den Focalfliichen. 
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(26) ds? = dz? + dy? +d2+dé 

_— 1 @—# @—») @—n) aye —t (u—A) (u—v) (u—n) d 
4 (a@—d) G—A) (y—4) O—A) 4 @—w6—H~—wHe—w 

_ +... oo BOs. ap... * .. eee 
4 («—v)(6—»)(y—») 6—») 4 (a—n)(B—n)(y—n)@—n) 

Fiir das Element d8 der Kriimmungslinie, in welcher sich drei specielle 

M$” Ay, uo, % schneiden, erhiilt man hieraus: 














in’. 





2 __ 1 _ (n—4y) (2 — My) (2 — %) 2 
~ =~ Fe a6—-00—-10—0 

Von einem beliebigen Punkt des R, gehen an drei Mj” A, uo, v% 
drei Kegel 2°" Grades, welche sich, wie friiher gezeigt wurde, in acht 
reellen Tangenten*) an die drei Mj” schneiden. Von den Gleichungen (9) 
ausgehend kann man in bekannter Weise zu den Differentialgleichungen 
einer solechen Tangente gelangen. Auf einfachere Art, durch eine elegante 
Schlussweise, leitet Herr Klein**) die Differentialgleichung einer Geraden 
des Complexes folgendermassen ab: 

Die Gesammtheit der Schnittpunkte einer beliebigen Geraden mit den 
M$? der Gleichung (1) bildet ein algebraisches Gebilde, das doppelt auf- 
gefasst werden kann. Da durch jeden Punkt der Geraden vier M{” gehen, 
hat man einmal ein vierfach iiberdecktes algebraisches Gebilde, dessen 
Verzweigungspunkte, die Schnittpunkte der Geraden mit der Umhiillungs- 
M, des Systems (1) sind; dieses Umhiillungsgebilde ist vom 12‘ Grade, 
also hat man 12 Verzweigungspunkte und berechnet hieraus das Geschlecht 
des Gebildes zu p= 3. Soviel giebt es auch Integrale erster Gattung fiir 
das Gebilde; wenn man dieselben mit J du”), J du®), fa u®) bezeichnet, 
und fiir die vier itibereinanderliegenden Ueberdeckungen eines Punktes 
(4, uw, v, 7) bildet, so hat man: 

dKO + du + dv + dy® =0 (fiir i—1, 2, 3). 

Zweitens nimmt man die beiden Punkte zusammen, in welchen die 
Gerade von einer Mj” geschnitten wird; das algebraische Gebilde ist dann 
zweifach iiberdeckt und seine Verzweigungspunkte liegen in den Schnitt- 
punkten der Geraden mit vier Coordinaten-R,, dem unendlichfernen R, 
sowie den Beriihrungspunkten der Geraden mit Mannigfaltigkeiten des 
Systems. Kine beliebige Gerade wird von drei M® berithrt, wie eine 
Abzihlung leicht ergiebt, daher wird die Zahl der Verzweigungspunkte 


*) Die Tangenten an die drei Mannigfaltigkeiten bilden einen Complex 8t” 
Grades. 

**) F. Klein, Zur geometr. Deutung des Abel’schen Theorems der hyperelliptischen 
Integrale. Math. Ann. Bd, 28. 
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des Gebildes w—8 und das Geschlecht wieder p= 3. Diese letztere 
Ueberlegung ergiebt die Form der Integrale erster Gattung, nachdem 
man festgesetzt hat, dass etwa 4), ), ¥ die von der Geraden beriihrten 
M® sind. 

Wir bezeichnen mit Herrn Staude*): 


A* = (Ag—A) (to —A) (% — 4) (@—A) (B—A) (—A) O—A), 
M® = (4o— #) (Hy —t#)(Yo— ts) (@— ut) (B—u) (y—#) (8—2), 
N? = (Ag—v)(to—v) (Yo—v) (av) (B—v) (y—v) (8—1), 
H® = (4p —) (o—%) (%—n) (a —0) (B—n) (y—n) (8—1), 
dann sind die Integrale erster Gattung in der einfachsten Gestalt: 


fam=+f%, fam a+ 2%, famas fee, di 


womit die Differentialgleichungen der Geraden nua die Form annehmen*): 











+24 Hy @ 4 M9 
i a _ a — eon 
(28) 2 nan — 
"9 

= 2d vd 1 
+ +° a tA + St = 0, 


dabei ist H mit dem ithe oder negativen Vorzeichen so anzunehmen, 
dass 7 lings der ganzen Geraden positiv bleibt. Die Gleichungen (28) 


reprasentiren, wegen der méglichen acht Vorzeichencombinationen acht 
verschiedene Geraden. Aus (28) leiten wir ein Aquivalentes System fiir 
die Elemente der Tangente ab: 


+ (4—p) (a—v) 4 + (Q—w) (Q—v) 4 = 0, 
(28a) + (u—a) (u—v) # + (4—A)(q—») yn ™@9, 
+ (v—a)(v—n) 2 = + (g—a)(n— —») 


Diese Gleichungen verwenden wir nun zur Umformung der Gleichung 
(25) fiir das allgemeine Linienelement, um damit das Linienelement der, 


drei M$” A,, Wo, %, eee — abzuleiten: 
(29) 2ds = +> +5 i w+? 
*) O. Staude, Math. Ann. Bd. 20, 


**) Vergl. auch Killing, Die Nichteuklidischen Raumformen, § 9. C. G. J. Jacobi, 
Vorlesungen tiber Dynamik. 8S. 212 und 281. 
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wo zu setzen ist: 














A M 
(30) |z ™ (Ay —A) (tty —&) (% —A)? im (hy — #) (ty — H)(% — EL)? 
[v= S H= : : 
Go — 9) (Hy — 9) (% — 9)? Gio) (to — 1) (% — 0) 


Um diese Formel ohne jede Rechnung zu bekommen betrachten wir 
die Integrale zweiter Gattung auf dem algebraischen Gebilde. Die Summe 
der vier Werthe eines Integrals zweiter Gattung Z fiir die vier iiber- 
einanderliegenden Punkte der verschiedenen Blitter ist eine algebraische 
Function der Grenzen. Oder wenn: 

dZ,; dZ,; dZ,; dZ,; 
die vier Werthe des Differentials dZ fiir die Punkte 4, uw, v, y sind, so ist: 
dy = dZ,+ dz, + dZ, + aZ,, 
das Differential einer algebraischen Function in A, u,v, 7. Die Linge 
der Tangente zwischen zwei Punkten (Ao, uo, Y) Yo) und (A, w, v, 4) ist 
andererseits eine algebraische Function von 4, uw, v, 7, welche unendlich 


wird mit unendlich wachsendem A, u,v, und zwar in der Ordnung 
1 


4?. Das Linienelement ds stellt sich sonach durch eine Summe der vier 
Differentiale eines Integrals 2** Gattung fiir die vier Blatter genommen, 
dar. Die Form dieses Integrals ist aber bestimmt durch die Bedingung, 


1 

dass es fiir 24 = co selbst wie 4? unendlich wird; denn die zweiblittrige 
Flache, in welcher die Punkte zu einem Werth r=—A4-.--, dargestellt 
sind, ergiebt nun: 

a? an (A+ Br+ Cr?+ Dr'dt — 

VQ —=1) (Wo —2) (0) — 2) (@—2) B—2)(y—1)(O—2)’ 

womit auch die Form des Linienelementes ds festgelegt ist. In den drei 
Verzweigungspunkten t= do, uy, % a. h. den Bertihrungspunkten der 
Geraden mit den drei Mannigfaltigkeiten 4), u,v) ist aber das Linien- 
element reducirt auf die Summe von drei Differentialen, z. B.: 


ds = dZ, + d2Z, + dZ,, 








das Differential 
adZ, 


giebt fiir A 4, keinen Zuwachs, es muss der Factor von da fiir A= 4, 
verschwinden, also ist: 


A+ Ba, + Ca? + Da?=0, 
wozu noch zwei entsprechende Gleichungen in wu, und », kommen. Daraus 
folgen aber die Constanten A, B, C, D: 


A+---+ DP? = D(Ay—rt) (uy—t) (%—1)- 
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Geht die Tangente iiber in die Tangente an die Kriimmungslinie 
A=’), & = lo, Vv = %,, 80 muss fiir den Beriihrungspunkt das Linien- 
element in die Form der Gleichung (27) iibergehen. Damit bestimmt 
sich die noch iibrig gebliebene Constante D zu: 


1 
D=-=, 


also wird schliesslich die Formel fiir ds, wie oben angegeben: 
2dsa tp 4 4 LS 

Die eben angestellte Betrachtung lisst sich ganz ebenso durchfiihren 
im Falle eimer allgemeineren Cayley’schen Massbestimmung, durch welche 
die Entfernung zweier Punkte bestimmt wird als der Logarithmus des 
Doppelverhiltnisses dieser beiden Punkte und zweier weiterer, in welchen 
die Gerade eine feste M;? t= ¢ schneidet. Man hat eine hyperbolische 
Massbestimmung, wenn die Fliche ¢ reell ist und von der Geraden reell 
geschnitten wird, also im vorliegenden Falle, wenn ¢ zwischen — oo und 
4, liegt; und man hat eine elliptische Massbestimmung, wenn diese Grund- 
fliche imaginir ist. Im ersten Fall ist dann die Linge s, eine Function, 
welche fiir den reellen Werth 4 = ¢ logarithmisch unendlich wird, wenn 
nimlich einer der beiden Punkte auf der Geraden mit einem der Grund- 
punkte zusammenfiallt. s, stellt sich somit dar als Summe der vier Werthe 
eines Integrals dritter Gattung fiir die tibereinanderliegenden Punkte der 
Fliche; wie im Falle der gewéhnlichen Massbestimmung ergiebt sich die 
genaue Form der Differentiale: 


du dy 
ds, —C{+ 45 Sot ae tooo + aR | ’ 





wobei C eine Constante ist, welche durch irgend einen speciellen Fall 
bestimmt wird. 


Die Formel fiir das Linienelement beniitzen wir, um sogleich eine 
wichtige Bestimmung auszufiihren. Wir betrachten einen Punkt: 


(a, b, c, d) = (A, uw, v, 9), 
von dem die acht den Mannigfaltigkeiten 4,, u,, v, gemeinsamen Tangenten 


ausgehen, deren Elemente di, du, dv, dy sind. In dem Punkt nehmen 
wir wieder das neue Axensystem &, 7, £, ® an, dann liefern die Glei- 


chungen (14), indem wir darin — “+++ und £,-+- durch <=, +++, bezw. 
dgé,--- ersetzen, die Formeln: 
(31) 2d&=—Idi, 2dy—mdp, 2dE—ndv, 2d? —pdy, 


mit deren Hilfe ds ausgedriickt werden kann in d&,---. Damit haben 
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wir einen Ausdruck des Linienelementes, aus welchem wir die Winkel A, B, 


r, A der Tangenten mit den Axen, d. h. mit den Normalen der vier Mj” 
durch den Punkt bestimmen kénnen. Wir finden: 








cos? A = (hy — 4) (tp — 4) (% —4) cos? B = (A — #) (to — #) (% — #) 








u—)e~—)q—y ” (@—n)(—n)(n—w) ” 
| — (Ay — ¥) (yo — 2) (% — 2) 2g oat (4, — 1) (Uy —7) (% —n) : 
ais = | "| — weed ee 


Fiir die Tangenten von einem Punkt an drei M3” A), uy, v gilt daher 
der gleiche Satz wie fiir die Focalstrahlen; was wir auch folgendermassen 
aussprechen kénnen: 

Der Complex der Tangenten dreier M$” doy Hor Yo geht durch Spiegelung 
an beliebigen M$? des confocalen Systems in sich selbst iiber. 

Es ist néthig der obigen Ableitung der Abel’schen Differentialglei- 
chung eine Bemerkung hinzuzufiigen. Diese Ableitung beruht wesentlich 
darauf, dass man hyperelliptische Integrale erster Gattung erhilt, fiir 
welche das Abel’sche Theorem gilt. Wenn aber die Geraden speciell 
Focalstrahlen sind, d. h. Geraden, welche alle drei Focalflachen schneiden, 
so gehen alle Integrale in algebraische iiber, worauf schon der Umstand 
hinweist, dass auf dem zweiblittrigen algebraischen Gebilde, welches wir 
betrachteten, die drei Verzweigungspunkte in den Beriihrungspunkten mit 
den M$? zusammenfallen mit den Verzweigungspunkten in drei Coordi- 
naten-R,. Doch gelten auch in diesem Ausnahmefall die Resultate, die 
man erhilt, indem man 4), uy, v durch 6, y, B ersetzt, noch fort. Zu- 
nichst gilt die Ableitung unveriindert, wenn die drei M8 Ay, toy Mo bezw. 
tibergehen in d — ¢,, y — &,, 8 — &; indem wir diese Werthe in unsern 
Formeln einsetzen, kénnen wir die Ausdriicke unter den Wurzeln nach 
Potenzen von ¢ entwickeln, und erhalten so schliesslich fiir ¢—0O das 
gewiinschte Resultat. 

Wir werden die Formeln fiir die Focalstrahlen noch beniitzen und 
schreiben sie deshalb hier besonders her: 

Differentialgleichungen des Focalstrahls: 








di du 
32) + aie ——a a a 
~ + (B—&) (y—4) (8—4) Wu —2 ~~ (u—8) (y—u) (B—t) Vo— 
dy dn 








= a —————— Sas 0 
~~ (xn—8)(v—y)(B—v) Va —v 7 (n—8) (n—y) (n—B)Va — 0 


Das Linienelement des Focalstrahls: 
‘ di du dy dn 
32 , a + —— +- —___*__ ++ +——'-.- 
_ sin Ve—2 ~~ YVa—p ~~ Ya—y «—n 
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§ 7. 
Geoditische Linien. 


Hat man im R, ein System confocaler Flichen zweiten Grades, so 
giebt es bekanntlich auf jeder Fliche geodiitische Linien, deren Tangenten 
zugleich Tangenten an eine andere confocale Fliche sind. In analoger 
Weise hat man im R, auf einer der M5” z. B. 4, geodiitische Linien, 


deren Tangenten zwei confocale Ms” uw, und », beriihren*). Diese geo- 
datischen Linien auf A, verlaufen so, dass sie das Kriimmungsgebilde 
erster Stufe beriihren. Von jedem Punkt auf 4, gehen vier solche geo- 
ditische Linien aus. Die Differentialgleichungen derselben leiten sich aus 
den Gleichungen (28a) ab, indem darin 4 = 4, gesetzt wird: 


du dy dn 
+ (Uu—-A)et (YA) + (n—-4) GF =9, 
(33) M N H 


d dv d 
+ w(u—ae) A) H+ A) F =O, 


wo auch eine der Gleichungen durch eine Combination beider ersetzt 
werden kann, z. B. kann in der letzten Gleichung uw + A, an Stelle von 
uw ete. treten. 


Das Linienelement einer solchen geodiitischen Linie ist: 
“ _ , ap dy dy 


Nachdem diese geodiitischen Linien auf 4, das Kriimmungsgebilde 
erster Stufe (A,, u,) oder (4,, v,) beriihren, setzen sie sich auf diesem Kriim- 
mungsgebilde selbst fort als geoditische Linien, deren Tangenten ausser 
dem Kriimmungsgebilde noch die Mannigfaltigkeit v, bezw. wu, beriihren. 
Von jedem beliebigen Punkt eines Kriimmungsgebildes erster Stufe gehen 
zwei geoditische Linien dieser Art aus, welche die Kriimmungslinie 
(Ao Ho» %) beriihren. Die Elemente dieser geodiitischen Linien sind wieder 
ebenso definirt, wie die Elemente einer Tangente an die drei confocalen 
M3”, daher kénnen wir die Gleichung der geoditischen Linien auf den 
Kriimmungsgebilden auch aus den Gleichungen (28a) ableiten. Man erhiilt 


aus diesen, indem man dA = 0, du = 0 setzt, fiir die Linien auf (A), uy) 
die Gleichung: 


“ 1 d 
(35) + (v—Ay) (Yt) SE (90) (1 — te) FF! = 9, 
und fiir das Linienelement: 
1 d 
(36) 2dsa t+ FR: 


*) Killing, Nicht-Euklidische Raumformen, § 9. 








tzt 
on 


len 


len 
alt 
Uo) 








Focaleigenschaften quadratischer Mannigfaltigkeiten. 141 


Wir weisen besonders darauf hin, dass die geodiitischen Linien, welche 
auf den MY definirt sind, specieller Art sind. Durch jeden Punkt der 
Mannigfaltigkeit gehen oo? Curven, unter denen man nach den Principien 
der Variationsrechnung geoditische Curven definiren kann, unter diesen 
giebt es eine endliche Anzahl, welche ein Kriimmungsgebilde erster Stufe 


beriihren, sich dann auf diesem stetig fortsetzen und eine Kriimmungslinie 
beriihren. 


Fiir diese geoditischen Linien nur gelten die aufgestellten Differential- 
gleichungen, und fiir sie lisst sich das Linienelement zusammenfassen 


unter der Form des Linienelementes einer Geraden, welche drei M{” 
beriihrt: 
di 


, d d d 
(37) 2ds—t 4 Pt G+s, 


worin also das Linienelement 1) der gemeinsamen Tangente von Ao, uo, Y%, 
2) der speciellen geodiitischen Linien auf 4,, 3) der geodiitischen Linien 
auf Ay, uo, 4) der Kriimmungslinie (4), u), v9) zusammengefasst ist. 

Eine Folge des in § 6 fiir die gemeinsamen Tangenten von einem 
Punkt P aus an do, Uy, %, aufgestellten Satzes ist der folgende: 

Satz. Die (oben definirten) vier geoditischen Linien, welche von einem 
Punkt auf der M$? A, ausgehen, lassen sich auf dreifache Weise in Paaren 
von Linien anordnen, deren Tangenten durch die Tangenten der Kriim- 
mungslinien auf 4,, durch denselben Punkt, halbirt werden. 


Die Gleichungen (28), (28a), (29) etc. sind zuniichst wegen der darin 
enthaltenen Quadratwurzeln noch mehrdeutig. Setzt man aber fest, wie 


dies in § 6 geschehen ist, dass a lings einer Geraden, die Ay, uy, % be- 


riihrt, positiv bleibt (wobei also H das Vorzeichen wechseln muss, so oft 
dy sein Vorzeichen wechselt, beim Durchgang von 7 durch « oder 8), 
und dass dd, du, dv, dy stets in positiver Durchlaufungsrichtung der 
Tangente zu nehmen sind, so erhilt man fiir die Bestimmung des Vor- 
zeichens der Quadratwurzeln gewisse Regeln. Zuniichst bemerkt man, 
dass die elliptischen Coordinaten der Geraden zwischen gewissen Grenzen 
variiren, nachdem die drei Werthe A,, uy, % festgelegt sind. Es ist: 


a>y>p; BP2H>V>Y; Y2Mj>UzI; I2H2ID— oH. 


Die positive Richtung auf der Tangente bestimmt man dadurch, dass 
man die Gerade durch stetige Bewegung mit einer Tangente an die 
Kriimmungslinie (49, M1, %) zur Deckung bringt, und auf. dieser die- 
jenige Richtung, in der y wiichst, als positiv annimmt. Dann ist auf der 
Tangente: 
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di positiv zwischen 4=— oo und 4), negativ zwischen 4 =A, und — ov, 

du ” u=d » Ho » ” U=% » 9, 

dv y = v=y o tH * . Y= » FP; 

oS =«s » y= 8B » & -« in y=a , 6. 
Auf der Tangente bilden die Punkte 4=— oo, A=’; wu =4, 


“=; v= 7, v= %; 4 = B, y= acht Verzweigungspunkte, durch 
welche die Tangente in acht Theile zerlegt wird, fiir die die Vorzeichen 
der Quadratwurzeln so festgelegt werden, dass in dem Ausdruck fiir das 
Linienelement, unter Beriicksichtigung der Vorzeichen von dd, du, dy, 


lauter Ausdriicke stehen mit positivem Werth. Z. B. hat man — + zu 


setzen, wenn die Tangente von 4, nach — oo durchlaufen wird u. s. f. 
Weiter ergeben sich dann fiir die Gleichungen (28) und (28a) die Vor- 
zeichen hieraus. 

Die fiir die Vorzeichenbestimmung der Focalstrahlen néthige Be- 
trachtung werden wir spiter ausfiihrlich anstellen. 


§ 8. 


Geschlossene Linienziige auf den Mannigfaltigkeiten. 


Wir nehmen nun eine bestimmte M3” 4, um auf derselben die geo- 


ditischen Linien, deren Tangenten die M;” uw, und » beriihren, zu unter- 
suchen. Durch jeden Punkt der Mannigfaltigkeit 4, gehen vier solche 
geodiitische Linien hindurch, welche eine besondere Lage gegen die Kriim- 
mungslinien durch denselben Punkt haben, und welche die Kriimmungs- 
linie (A, Mo, %) beriihren. Jede solche Kriimmungslinie auf A, zer- 
faillt in vier reelle geschlossene Ziige*), wobei unmittelbar klar ist, dass 
von den vier geoditischen Linien aus einem Punkt je zwei ein Paar dieser 
geschlossenen Ziige beriihren, die einander diametral gegeniiberstehen. Es 
lassen sich daher die vier geodiitischen Linien in zwei Paare ,,zusammen- 
gehériger“ Linien trennen. Nimmt man ferner auf einem Zug der Kriim- 
mungslinie eine gewisse Richtung als positiv an, so ist damit die Richtung 
auf dem diametral entgegengesetzten Zug bestimmt und man kann das 
Paar zusammengehériger geodatischer Linien in zwei Linien verschiedener 
»Art“ trennen nach der Richtung, in der man von der positiven Richtung 
des einen Zuges zum andern auf einer solchen geoditischen Linie gelangt. 


*) Die Projection der Kriimmungslinie in den R, y = 0 sind vier Stiicke, die 
auf einer Kriimmungslinie eines Ellipsoids symmetrisch gelegen sind, auf jedem Zweige 
liegen zwei Stiicke. 
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™" Nun denken wir uns auf der M3” A, eine geschlossene Linie, zusam- 
mengesetzt 1) aus geodiitischen Linien verschiedener Art, welche zwei 
diametral gegeniiberliegende Ziige der Kriimmungslinie (4), 4, v9) beriihren, 
und 2) den Stiicken dieser Kriimmungslinie zwischen den beiden Beriihrungs- 
punkten. Von jedem Punkt P= (A), u, v, 4) geht ein solcher geschlossener 
6, Linienzug aus, nachdem das Paar diametraler Ziige der tangirten Kriim- 
ch mungslinie, und die Art der geoditischen Linie festgelegt ist, und zwar 
ik verliuft der Linienzug zuniichst geodiitisch auf 4,, denn auf (a), uw.) bezw. 
ins auch (do, vp) fallt mit einem Stiick (4), uo, v)) zusammen, kommt wieder 
iv, auf (Ay, Mo) (bezw. auf (4), v9), was unbestimmt bleibt), ferner auf A, 
zu und geht in derselben Reihenfolge zuriick zum Punkt P. Ohne den 
ft Verlauf dieses Linienzugs, der gar nicht eindeutig bestimmbar ist, im 
on: einzelnen zu kennen, kann man doch die Gesammtliinge desselben bestim- 
men. Wir haben in dem Linienzug drei stetig in einander iibergehende 
Be. Linien: geodiitische Linien auf A), auf (A), uy) oder (4p, v9) und die Kriim- 
mungslinie (A), 9, Y%); fiir welche das Linienelement in derselben Form 
zusammengefasst ist. Indem man iiber den Linienzug integrirt, fallen 
dann bei der Integration diejenigen oberen bezw. unteren Grenzen aus 
der Summe heraus, welche durch die Punkte, in denen die Linienziige in 
einander iibergehen, entsprechen. Es variiren die Verinderlichen nur 
zwischen ihren fiusseren Grenzen. Die Veriinderliche uw andert sich zwei- 
ni mal zwischen mg) und w, und das ist nur méglich, wenn sie dazwischen 
ter- je einmal den Werth d annimmt, also viermal zwischen d und u, schwankt, 
che ebenso andert sich v viermal zwischen y und y, und endlich, wenn man 
im- etwa die Projection des Linienzugs in dem R, ¢ =O sich denkt, so er- 
gs kennt man, dass 9 zwischen 6 und «@ viermal oscillirt. Beachtet man, 
ser dass in dem Integralausdruck fiir den Linienzug, die einzelnen Posten 
lass nur mit ihren positiven Werthen zu nehmen sind, so erhalt man fiir den 
om Bogen S die Formel: 
- P ‘4 ‘ie “an 
en: (38) smal (ori +4| +41 / 9, 
um- Y B 
ung darin stehen nur noch bekannte Grenzen, 28 setzt sich zusammen aus 
das den Perioden der hyperelliptischen Integrale, also hat man den Satz: 
mer Die Liinge des angegebenen Linienzuges ist unabhdngig vom Ausgangs- 
ung punkt P, sie ist fiir alle zwischen den entgegengesetzten Ziigen der Kriim- 
ngt. mungslinien verlaufenden Linien dieselbe. 
Indem wir in den bisherigen Entwicklungen verschiedene Speciali- 
die sirangen einfiihren, kommen wir zu bemerkenswerthen Folgerungen. 
eige Sei zuerst 4, = 0, d. h. die allgemeine mM A, soll ausarten in den 
Raum innerhalb eines Ellipsoids, indem die Mf” a, gegeben ist durch: 
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Die geodiitischen Linien, welche von einem Punkt dieser Mannigfaltigkeit 
ausgehen sind Gerade, und zwar sind diejenigen geodiitischen Linien, deren 
Tangenten die uw, und v, beriihren, die im R, t=O, der zugleich Tan- 
gentialraum fiir 4, — 0 ist, verlaufenden Tangenten, an die beiden Fliachen: 





2 , + 
(38) eatin seg tek tox 14 





a? 2 z? 
(40) t=0, geo the — Ee — 1 HF. 

Das Kriimmungsgebilde erster Stufe (4,, uw) ist die Oberfliche des 
Ellipsoids (39) und die Kriimmungslinie (A), uo, %») ist die Kriimmungs- 
linie, in der sich (39) und (40) schneiden, es besteht also in diesem 
speciellen Fall die Kriimmungslinie nur aus zwei geschlossenen Ziigen. 

Der auf A, bestimmte Linienzug aus geoditischen Linien und Stiicken 
der Kriimmungslinie geht jetzt in einen Linienzug iiber, den wir von 
einem Punkt an der Grenze MS” Ay = 9, also von einem Punkt P der 
Oberfliiche eines Ellipsoides ausgehen lassen kénnen, da eine geodiitische 
Linie auf 4, durch irgend einen Punkt P bis zur Grenze 4, = 0 gehen 


und von hier wieder in einer Geraden weggehen muss. Der Linienzug 
nimmt dann folgenden Verlauf: 


Von P ausgehend fallt derselbe zuniichst zusammen mit einer Tan- 
gente an die Flachen (39) und (40) bis zur Beriihrung mit (39), verliuft 
dann auf dem Ellipsoid in einer geodiitischen Linie, bis er die Kriim- 
mungslinie beriihrt, geht dieser entlang und verliuft dann in einer geo- 
ditischen Linie auf dem Ellipsoid ~) um von hier iiber einen geradlinigen 
Tangentenzug, der das Ellipsoid 4, = 0 in einem zweiten Punkt P, trifft, 
nach mg, zuriickzukehren, wo er wieder in einer geodiitischen Linie an den 
zweiten Zweig der Kriimmungslinie (4), u,,%) herankommt, mit diesem 
eine Strecke weit zusammenfillt, und kommt schliesslich wieder in einer 
geodiitischen Linie auf wu, und als geradlinige Tangente nach dem Aus- 
gangspunkt P zuriick. 


Betrachtet man einen Zug, der von einem andern Punkt P auf 4,=4 
ausgeht, so iindert sich bei Punkten, die dem ersten Punkt P benachbart 
sind, nur der von P ausgehende Theil der Linie, die Liinge derselben 
iindert sich dann auch nicht, wenn wir an Stelle der, aus geodiitischen 
Bogen und geradlinigen Tangenten iiber P, zusammengesetzten Ver- 
bindung, eine geodiitische Linie auf dem Ellipsoid uw, zwischen den beiden 
Zweigen der Kriimmungslinie (A), uo, v9) einfiigen. 
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Das Linienelement dieses Linienzugs ist jetzt vereinfacht das folgende: 




















. c (Uy — U) (¥% —) (uy — v) (v —v) 
. > Jo am ) 
keit (41) 2ds $V ea ut @—)0—9G—9 © 
oren (uo—n)(%—n) 
T'an- + V @—nG—0G—0 
hen: 


Wir sind damit zu dem von Herrn Staude aufgestellten Satz*) tiber 
die allgemeine Fadenconstruction eines Ellipsoids aus zwei confocalen 
Flichen gelangt. 

Herr Staude hat a. a. O. die verschiedenen méglichen Lagen des Fadens 
im FR, eingehend erértert, woraus wir durch Analogie auf die méglichen 


— . : 2 : + 
aul Lagen des Linienzugs auf einer allgemeinen Mj” A, schliessen kénnen, 
indessen verzichten wir hier auf eine genauere Darlegung. 








He Eine zweite Specialisirung des allgemeinen Satzes soll darin bestehen, 
a dass wir die beiden M$” uw, und », fiir sich, oder zusammen speciell 
sen wihlen, und zwar wollen wir gleich die weitgehendste Specialisirung an- 
val nehmen, indem wir u) = y, gleichzeitig vy = 6 setzen. 
: Die Kriimmungsgebilde erster Stufe auf 4, sind dann: 

der 1) (Ag, Mo) die beiden Filiichenstiicke innerhalb der Zweige einer 
sche Kriimmungslinie auf 
ehen ot y? 2 
nZUg fo, og + gce tee te 
Tan- wobei die Punkte der Flichenstiicke analytisch bestimmt sind durch diese 
" , Gleichungen und: 
liuft ot y? i 
riim- et a ie aac atte ‘a 

€0- 
hae 2) (Ay, %) die Punkte eines Flichenstiicks, gegeben durch die Be- 


rifft, ziehungen: 











2 2? t? 
den y= 0, sae tse tere 1-4 
esem und ; 
einer x? 2 43 
— —l1< 
Aus- a—p e—¥ p—od S 9, 
also ist (Agv)) der Inhalt einer Fliiche zwischen den Zweigen einer Kriim- 
a= mungslinie, welche die letzten Gleichungen mit einander bestimmen. 
abart Die Kriimmungslinie 4,, uy = y, % = B ist gebildet durch die Bogen 
elben des Hauptschnittes y= 0 des Ellipsoids 
schen x? y? t2 
Ver- 9, at *e-G 7 Et 
eiden al 


*) Staude, Math. Annalen Bd. XX, Seite 170, 


Mathematische Annalen. LIII. 
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zwischen den Nabelpunkten dieser Fliiche. Die Punkte dieser Bogen ge- 
niigen den Bedingungen: 


x t? = ¢? 
ity: Mima et ll ee — oe et 
Auf der Mannigfaltigkeit 4, giebt es dann ein System von Curven, 
deren Tangenten die beiden Filiichen: 








‘ oe a* y? t? es 
(42) z= ; wae pO se Fe 8 
(43) gwd, -<.— ~~ — .°,—1 =e 


=F fF Ge 

gleichzeitig schneiden; diese Curven reihen sich unter die speciellen geo- 
diatischen Linien auf 4,, deren Tangenten zwei wirkliche Mannigfaltigkeiten 
u, und v, beriihren, ein. Sie sind wie diese ebenfalls geodiitische Curven 
auf A,, deren Differentialgleichungen wir aus (33) erhalten, wenn darin 
statt u,, v» die speciellen Werthe substituirt werden, nachdem wir uns von 
der Zulissigkeit dieser Substitution in § 6 iiberzeugt haben. 

Durch jeden Punkt der 4, gehen vier geodiitische Curven. Nehmen 
wir aber einen Punkt auf der Schnittlinie von 4, mit der Fiche (42), 
also auf einer Nabellinie der 4,, so g@hen durch diesen Punkt oo! viele 
Tangenten der Mannigfaltigkeit 4,, welche die Fliche (43) schneiden, der 
Ort dieser Geraden ist ein zweidimensionaler Kegel zweiten Grades. Jede 
Kegelmantellinie ist Tangente an eine von dem Punkt ausgehende geo- 
diitische Curve. Wie beim Ellipsoid die von einem Nabelpunkt ausgehen- 
den geodiitischen Linien sich im diametral entgegengesetzten Nabelpunkt 
wieder vereinigen, so treffen sich auch die co’ geodiitischen Curven, die 
von einem Punkt der Nabellinie ausgehen, wieder in einem andern Punkt 
der Nabellinie*), und wir werden zwei solche Punkte conjugirte Nabel- 
punkte nennen. 

Das Linienelement dieser geoditischen Linien ist: 


» 
8a + Vs -u) “ ‘eee en et Vee dy 
pass etetE 





Bezeichnen wir ii einen Punkt auf der Nabellinie mit seinen 
elliptischen Coordinaten 4,, y, y, 4, und den conjugirten Punkt, in dem 
sich die geodiitischen Linien, welche vom ersten Punkt ausgehen, wieder 


*) Der Beweis dieser Behauptung ist elementar und griindet sich auf die Eigen- 
schaft der geodiitischen Linien, dass nimlich der R, durch zwei ihrer aufeinander- 
folgenden Tangenten die Normale der Mannigfaltigkeit enthilt. Man hat dann zu 
zeigen, dass auf oo! Tangenten eines Systems geodiitischer Linien, welche sich in 
einem Punkt auf H, treffen, wieder solche mit der gleichen Eigenschaft folgen. 
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vereinigen, mit 4, y, 7, 4,, 80 bekommen wir die Linge der geodiitischen 


Linien zu: 
2S=+2 iF +2 ft +f% 
h 

Die Ableitung gilt ~~ fiir die Punkte der zweiten Nabellinie 
analog, so dass man den Satz*) aufstellen kann: 

Die Léingen der co' geodiitischen Linien zwischen zwei conjugirten 
Nabelpunkten sind gleich. 

Um nun einen Linienzug zu bekommen, dessen Linge von keinen 
willkiirlichen unbestimmten Gréssen, wie oben 28 von 7, 4, abhingig 
ist, sondern nur durch Constante gegeben ist, definiren wir einen solchen 
folgendermassen: 

Eine Linie gehe von einem Nabelpunkt des Ellipsoids (4), z= 0) aus, 
verlaufe zuniichst auf diesem Ellipsoid geodiitisch bis zur Nabellinie der 
M3” 4,, von hier aus in einer geoditischen Linie auf 4, bis zum con- 
jugirten Nabelpunkt, und schliesslich wieder auf dem Ellipsoid 4,, z=0O 
geodiitisch zu dem, dem ersten Nabelpunkt diametral gegeniiberliegenden. 

Die Coordinaten des Ausgangs- und Endpunkts sind (4), y, 6, 8) und 
wir bekommen die Gesammtliinge fiir S jetzt zu: 


29— Lafipeafy +2 


weil nun die unbekannten Coordinaten M1» Ne bei der Summation wieder 
herausfallen. 

Die weilere Specialisirung dieser Resultate fiihrt wieder zu bekannten 
Sitzen. 

Wir setzen 4, = 0, dann haben wir folgende Zusammenstellung: Die 
Mannigfaltigkeit 4, = 0d ist der innere _ des Ellipsoids: 


t=0, watpot —1=0. 


Die Nabellinien sind uaiaeaiine’ in die silianinaee dieser Fliiche. 
Die geodiitischen Linien sind jetzt einfach die Geraden, welche die beiden 
Focalkegelschnitte schneiden, speciell sind die geodiitischen Linien von 
einem Punkt der Nabellinie aus, iibergegangen in die Mantellinien des 
Kegels**) von dem Punkt auf der einen Focallinie tiber der andern. Schon 


*) Die Enveloppe der geodiitischen Linien, welche von einem Punkt der Nabel- 
linie ausgehen besitzt einen konischen Doppelpunkt. 

**) Es midge hier auf folgenden Satz hingewiesen werden: 

Die Focalkegel von den Punkten der Focalkegelschnitte aus schneiden die con- 
focalen Fliichen nach zwei ebenen Curven, deren Ebenen sich fiir dieselbe Fliiche 
um feste Gerade drehen, wenn die Spitze des Kegels sich auf der Focalcurve bewegt. 


10* 
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in § 3 sind wir darauf gefiihrt worden, die Focalstrahlen als geodiitische 
Linien einer ausgearteten M$” anzusehen, wir haben dort auch gefunden, 
dass die kiirzesten Linien, die zwischen zwei Punkten so gezogen sind, 
dass sie die Oberfliiche des Ellipsoids treffen, Focalstrahlen sind, deren 
Winkel durch die Normale halbirt wird. 

Den ersten Theil unseres Satzes kénnen wir jetzt so aussprechen: 
Werden die Focallinien, die von einem Punkt der Focalellipse ausstrahlen, 
an dem Ellipsoid reflectirt, so sind die reflectirten Strahlen ebenfalls 
Focalstrahlen, die sich wieder in einem Punkt der Focalellipse treffen, und 
alle diese Linien zwischen den conjugirten Focalpunkten sind gleich lang. 

Die Specialisirung des zweiten Satzes fiihrt auf einen Linienzug, der 
von dem einen Brennpunkt der Focalellipse iiber diese, und zwei Focal- 
strahlen, die sich auf dem Ellipsoid schneiden, indem ihr Winkel durch 
die Normale des Ellipsoids halbirt wird, iibergeht zum zweiten Brenn- 
punkt der Ellipse, und man sieht, dass wir damit zu der von Herrn Staude 
angegebenen Fadenconstruction eines Ellipsoids aus seinen Focaleurven 
gekommen sind. 

Anmerkung. Die Lage der conjugirten Focalpunkte kann man 
noch niher bezeichnen. Der Focalkegel von einem Focalpunkt iiber der 
Focalhyperbel etwa, schneidet das Ellipsoid nach einer Ellipse, deren Ebene 
senkrecht steht zu des Hauptebene des Ellipsoids, in welcher die Focal- 
ellipse liegt. Dann liegen die conjugirten Focalpunkte auf einer Hyperbel, 
welche mit der Schnittellipse in der gleichen Beziehung steht, in der zwei 
Focalkegelschnitte zu einander stehen. 


g 9. 
Das Henrici’sche Theorem iiber die beweglichen Hyperboloide. 


Wir untersuchen die Beziehung, in der das Henrici’sche Theorem 
zu dem verallgemeinerten Graves’schen Theorem und den allgemeinen 
Fadenconstructionen der Flichen zweiten Grades steht. Zuniichst mége 
das Henrici’sche Theorem selbst hier angefiihrt werden. 

Zwei Punkte (A, uw, v) und (A,, w, v,) eines einmantligen Hyperboloids: 





e—ge * §— 
liegen auf einer Mantellinie, wenn die Gleichung gilt: 





2? y? 2? 
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Da diese Relation mw iiberhaupt nicht enthilt, so entsprechen den 
Punkten (A, v) einer Erzeugenden auf uw, die Punkte (A, v) einer Erzeugen- 
den auf irgend einer andern Filiiche u,, und da ferner auch der Ausdruck 
fiir die Entfernung zweier Punkte (A, u,v) und (A,,u,,) auf einer Er- 
zeugenden die specielle Grésse w nicht enthiilt, so lassen sich confocale 
Hyperboloide eindeutig auf einander so beziehen, dass die Erzeugenden 
sich entsprechen, und dabei die Liingen dieser Erzeugenden zwischen je 
zwei entsprechenden Punkten gleich sind. Oder: 

Kin Hyperboloid, dessen Erzeugende beweglich (durch Scharniere) mit 
einander verbunden sind, lisst sich noch in ein System confocaler Hyper- 
boloide deformiren. Dabei beschreiben die Punkte der Erzeugenden 
Kriimmungslinien auf den Flichen 4 und ». 

In § 1 bemerkten wir noch, dass bei allgemeiner Auffassung der 
Coordinaten A, u, v als complexer Gréssen der Satz erhalten bleibt, dass 
irgend zwei verschiedene F lichen orthogonal sind und sich nach einer Kriim- 
mungslinie schneiden. Das System: 























1d 
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dy 
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dv 
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stellt die gemeinsamen Tangenten irgend zweier Fliichen A, und uw, dar 
nach dem Abel’schen Theorem. Die gemeinsamen Tangenten sind gleich- 
zeitig Tangenten an Curvenschaaren auf A, und uw, (im Falle reeller ortho- 
gonaler Flichen der geodiitischen Curven), welche die Durchdringungs- 
curve dieser beiden Flachen beriihren. Die Differentialgleichungen der 
Curvenschaar auf der Fliiche u, z. B. ist: 


di 

B + (Uy—A ) 

( ) Ee. (Uo ea (B—a) (y—A) (4) —A) (up —A) 
dy 


im® 
Ho) V(@—») G—») y¥—») (& —P) (uy —») 


und eine analoge Gleichung besteht fiir die Curven auf 4,. Die beiden 
Curvenschaaren unterscheiden sich tiberhaupt nur durch Constante, und 
werden durch Flichen derselben Art auf 4), uw, ausgeschnitten. 

Nehmen wir nun die Filiichen 4,, uy als benachbarte Fliaichen an, 
indem wir 4) = uy + « setzen, so dass mit verschwindendem « die beiden 
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Flichen zusammenfallen, dann gehen auch die Curvenschaaren in einander 
iiber und ihre Differentialgleichung wird: 


di dv 

©) + V(a—A) (B—2) (y—2) * Via—v) 6—»)(y—») 7 
und da dies die Differentialgleichung der zwei Schaaren von Erzeugenden 
auf den Fliichen uw sind, so ist auch der Complex gemeinsamer Tangenten 
an A, und uw, beim Zusammenfallen dieser Fliichen in die Erzeugenden 
der Fliche uw iibergegangen. 

Das Linienelement der Erzeugenden folgt ebenfalls aus dem Linien- 
element der Curvenschaaren, unter Beriicksichtigung der Gleichung (C) zu: 


Adi vdv 

O & 2a e—He—5 + eG 

und die Gleichungen (C) und (D) enthalten direct das Henrici’sche Theorem. 
Wiihrend wir aber beim Graves’schen Theorem oder bei den Faden- 
construtionen Wege haben, die sich auf Integrale zwischen den Ver- 
zweigungspunkten reduciren, stiitzt sich das Henrici’sche Theorem darauf, 
dass die Formel (C) und besonders (D) unabhingig ist von der Grosse u, 
d. h. von dem Parameter der Fliiche, auf der die Erzeugenden liegen, so 
dass die Liingen der letzteren nur von A, v abhiingen, und fiir gleiche 
Grenzen und verschiedene w einander gleich sind. 

















§ 10. 
Fadenconstruction der Mannigfaltigkeit 4. 


Die Formeln in § 7 reichen aus fiir die Erweiterung der Sitze iiber 
die Fadenconstruction des Ellipsoids aus zwei gegebenen confocalen Flichen, 
auf Mannigfaltigkeiten im R,. Es sei wieder eine allgemeine Mannig- 
faltigkeit 4 gegeben und drei beliebig gewiihlte wirkliche M$”: a, > 4, 
My, %, an welche von jedem beliebigen Punkt auf 4 acht getrennte ge- 
meinsame Tangenten gehen. Zwei solche Tangenten, deren Winkel von 
der Normale der M$” 2 halbirt wird, bezeichnen wir als Tangenten der- 
selben Art. Die Reihenfolge, in der die Beritthrungspunkte der drei M;” 
auf einer Tangente beim positiven Durchlaufen derselben aufeinanderfolgen, 
. ist verschieden fiir die einzelnen Punkte der 4. Es giebt aber Gebiete, 
von welchen aus alle acht Tangenten zuerst 4, und dann eine der andern 
Mannigfaltigkeiten beriihren, von andern Punkten aus beriihrt eine Tangente 
der einen Art zuerst 4,, wiihrend die der andern Art zuerst eine der beiden 
Mannigfaltigkeiten u, oder v, beriihrt etc. Ohne Riicksicht auf diese speciellen 
Verhiltnisse kann man immer eine von einem Punkt P auf 4 ausgehende 
und dahin zuriickkehrende geschlossene Linie bestimmen (die Lage eines 
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Fadens), welche theils aus geradlinigen Stiicken, theils aus geoditischen 
oder Kriimmungs-Linien in den Mj” 4), wo, v9 besteht. Wenn z. B. die 
beiden Tangenten einer Art zuerst 4, dann uy beriihren, so nehmen wir 
eine Linie, welche von P geradlinig ausgeht, dann auf 2), (4), uy) geodiitisch 
verliiuft bis zur Beriihrung mit der Kriimmungslinie (A,, uy), v)), mit welcher 
sie eine Strecke weit zusammenfillt, um wieder auf (4,,u,) dann 4), von 
hier wieder auf Aju. geodiitisch weiterzugehen bis zu dem, dem ersten 
Zweig der Kriimmungslinie diametral entgegengesetzten, kommt, von dem 
aus sie wieder nach (A), @)), 4) und schliesslich nach P zuriickkehrt. 
Beriihrt eine Tangente einer Art zuerst 4, dann uy, die andere zuerst 
eine der zwei Mannigfaltigkeiten uw, oder »,, so kann man diesen Theil der 
Linie an den Mannigfaltigkeiten beriihrend geradlinig fortsetzen bis zu A), 


hier in eine geodiitische Linie tibergehen lassen, welche sich tiber (Ay, Uo) . 


und (Ay, Mo, %) ete. in die erste Tangente iiberfiihren liisst bis nach dem 
Ausgangspunkt. Man kann die Linie aber auch vom Beriihrungspunkt 


der Tangente mit der ersten Mj” auf dieser selbst geodiitisch weitergehen 
lassen bis zur Kriimmungslinie (4), a), v%)) und von hier aus erst wieder 
auf 4, kommen. Es ist also durch den Punkt P und die drei festen 
Mannigfaltigkeiten A,, uo, ¥ die Lage des Fadens durchaus nicht eindeutig 
bestimmt, es gilt aber fiir alle méglichen Specialfille die Bedingung, dass 
die einzelnen Stiicke stetig in einander iibergehen, die Linie sich nicht 
etwa selbst iiberschneidet, oder Riickkehrpunkte hat, ferner miissen die 
geodiitischen Stiicke so in die Kriimmungslinie einmiinden, dass der ganze 
Linienzug in einer Richtung durchlaufen werden kann, welche zugleich 
die positive Richtung der Kriimmungslinie ist. 

Wir werden spiiter bei speciellen Mannigfaltigkeiten wieder auf iihn- 
liche Untersuchungen verschiedener Lagen eines Linienzugs einzugehen 
haben, und kéunen uns deshalb hier mit diesen allgemeinen Festsetzungen 
begniigen. 

Das Linienelement aller vorkommenden Theile der Linie ist: 


a 
2ds—=+ + 


du dy dn 
Mint Ty 
und die einzelnen Veriinderlichen bewegen sich zwischen folgenden Grenzen: 

1) 4 nimmt zu von P bis zur Beriihrung der Tangente mit 4,, 
bleibt constant, so lange die Linie auf A, fortgeht, und nimmt dann wieder 
von 4, bis 4 in P ab. 


2) w nimmt zuniichst den Werth uw, an, in den Beriihrungspunkten 
der Tangente mit u, und ferner liings ganzer Strecken, die auf mu, liegen, 
zwischen diesen Werthen nimmt uw ebenfalls zweimal den Werth 6 an, so 
dass es also viermal zwischen @ und mw, schwankt. 
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3) Aehnlich wie w zwischen d und uy, so schwankt v fiir den ganzen 
Linienzug viermal zwischen y und 1. 

4) Da der ganze Faden sich in einer Zone zwischen den getrennten 
Ziigen einer Kriimmungslinie herumschlingt, so kann man y auf der Kriim- 
mungslinie verfolgen, es bewegt sich auf beiden Linien zwischen denselben 
Grenzen, und es ist leicht einzusehen, dass sich y auf der Kriimmungslinie 
zwischen 6 und « bewegt, indem diese die Riume y=—0, x = 0 je zwei- 
mal durchsetzt. 

Beriicksichtigt man noch, dass bei der Integration die einzelnen 
Terme in dem Linienelement in ihrem absoluten Werth genommen werden 
miissen, so erhilt man fiir die Gesammtliinge des Fadens, der von einem 
Punkt P ausgeht: 


2342/2 cal fi eal fal eal fe 


in dieser Summe stehen ausser der einen Grenze 4 nur ore Gréssen, 
also ist ihr Werth nicht abhingig von dem Anfangspunkt P, er ist fiir 
alle Punkte der M{” 4 derselbe und unabhiingig davon, welche der acht 
Tangenten man als Ausgangsrichtung genommen hat. Fassen wir das 
Resultat nochmals zusammen in einem Satz: 

Satz. Spannt man von einem Punkt P einer M$? des Typus Ad einen 
Faden iiber drei confocale M$? A, > A, uo; %, so dass der Faden den ge- 
meinsamen Tangenten und den geodiitischen Linien (specieller Art) auf den 
Mannigfaltigkeiten oder den Kriimmungsgebilden erster und zweiter Stufe 
folgt, indem die einzelnen Stiicke stetig in einander iibergehen wnd nur im 
Punkt P, wo zwei geradlinige Strecken zusammenstossen, ein Knickpunkt ist, 
dann ist die Gesammtliénge des Fadens fiir alle Punkte auf i die gleiche. 

Dieser Satz ist ganz analog dem von Herrn Staude fiir das a 
aufgestellten. Wir kénnen durch Specialisirung der gegebenen M$” 
schiedene interessante Details erhalten, aber wir beschriinken uns aul 
sogleich die weitgehendste Specialisirung vorzunehmen, indem wir 4, = 90, 
Uy = Y, My = 6 voraussetzen. Damit werden wir dann zu der Lésung 
des Problems in § 3 gelangen. 


§ 11. 
Berechnung der Focaldistanzen. 


Die Ersetzung der wirklichen Mannigfaltigkeiten 4), uy, v9 durch die 
ausgearteten in dem Satze des letzten Paragraphen hat zur Folge, dass 
der von P ausgehende stetige Linienzug in einen solchen aus einzelnen 
geraden Linien, welche die Focalflichen bezw. die Focaleurven dieser 
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Flachen schneiden, d. h. in einen mehrmals gebrochenen Linienzug nach 
den inneren Brennpunkten d= -+ Ya—B iibergeht. Wir gehen aber 
sogleich an die directe Bestimmung dieser Focallinien und deren gegen- 
seitigen Beziehungen. Die acht Focalstrahlen im R, von einem beliebigen 
Punkt P aus schneiden die Coordinatenriiume resp. die darin liegenden 
Focalfliichen in wechselnder Reihenfolge, deren verschiedene Mdglich- 
keiten wir untersuchen miissen fiir die Berechnung der Lingen der Strahlen 
zwischen dem Punkt P und etwa dem Focalellipsoid. 

Wir bezeichnen die Schnittpunkte eines Focalstrahls mit dem oo fernen 
R, mit D, mit » =« resp. e = 0 mit A, mit dem Focalellipsoid oat 
mit E, mit dem einmantligen Focalhyperboloid . »| = y mit H, und mit 

0 


dem zweimantligen Focalhyperboloid *) = 6 mit H,. Die Punkte D, E£, 
0 


H,, H,, A theilen dann einen Focalstrahl in fiinf Abschnitte, in welchen 
die Veriinderlichen 4, w, v, 7 beim Durchlaufen des Strahls in positiver 
Richtung wachsen oder abnehmen, innerhalb deren also die dd, du, dv, dy 
positiv oder negativ bleiben. Die Zusammenstellung der diesen Gréssen 
entsprechenden Vorzeichen fiir einen Abschnitt nennt man nach Herrn 
Staude seine Charakteristik. 

Wenn man die Focalstrahlen auf das Axensystem &, 7, £, # bezogen 
denkt, und & bezw. 4, auf den von P ausgehenden Abschnitten als positiv 
anmnimmt, so sind die Charakteristiken der Strahlen gegeben durch 
die Vorzeichen der cos ihrer Neigungswinkel gegen die Axen. Fiir die 
Abschnitte der acht Focalstrahlen, in denen P gelegen ist, hat man dem- 
nach die Charakteristiken*): 


h-(t++4), ho(t++-) h=d+—4) f=(4+—-+, 
f=(++—-—), fh=(+—+-) f=4——+4) f=4+-——) 
wo die Vorzeichen in der Reihenfolge 4, w, v, 7 genommen sind. 

Betraehten wir andererseits einen beliebigen Focalstrahl, so kénnen 
darauf die vier im Endlichen gelegenen Punkte in allen méglichen Com- 
binationen auf einander folgen. Da aber von den 24 Combinationen der 
vier Punkte je zwei zu einander invers sind, so kénnen wir diese zusam- 
men untersuchen. Wir stellen die 24 Méglichkeiten in einer Tabelle 
zusammen, indem wir zugleich die Charakteristiken der verschiedenen 
Abschnitte beifiigen. Diese Charakteristiken sind leicht zu erhalten, wenn 
man die Veranderlichkeit der 4, u, v, y beriicksichtigt und beobachtet, 
welche dieser Gréssen in den einzelnen Punkten ihr Vorzeichen wechseln. 
Die Pfeile geben die positive Richtung des Strahls an: 


*) Vergl. hierzu Staude, Focaleigenschaften etc. § 14 und 15. 
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— +4+++ ++4+- ++—+ 

aan |: hed  “A,--+— re 

— ++—+ ++—-— +—+- 

D-—-+-— A——++ H,-+—+ 

—+> ++-+ ++—-— +—+— 

D--+— A——++ H,—+-+ 

—> = +4+4—- ++—+ ++—— 

D---+ 4H,--+- A-—++ 

+ ++-+ +-++ +-+- 

D-—+- H,-+-- A—+—+ 

—+> ++-+ +—++ +-+-— 

D--+- H,-+-— A-+-+ 

— +++— +4+—4+ +++ 

D---+ H,—-—+- H,-+-— 

— ++—— +—+- +--+ 

D--++ H-+-+  £5,-t++- 

= ++—4+ +—++ +++ 

D--+- H,-+-- E+——— 

—+> +4++- +4+—+ +—++ 

D---+  H,—--+t- H,-+-— 

—+> ++-- +-+- +--+ —+—+ —+-- 
D--++ H,—-+—+ H,—++- E+-+- At—++ «<P 
— ++—-— +—+- —++- —+—-+ —+-- 
D--++ H,—+—+ E+--+ H,+—-+— At+t—++ + D 


Wir suchen nun fiir die acht Focalstrahlen durch den Punkt P in 
dieser |Tabelle nach den Vorzeichenzusammenstellungen, die mit den auf- 
gefundenen Charakteristiken iibereinstimmen, dann erhalten wir jedesmal 
die verschiedenen méglichen Reihenfolgen der Punkte A, H,, H,, E auf 


den Focalstrahlen, wobei wir den Punkt P im betr. Abschnitt auffiihren, 
nimlich: 


1) f, = (++-++-++) schneidet: DPAH,H, LE. 


2)f=(+++—-) , : APH,H,ED; ‘DPH,AH,E; 
DPH,H,AE; DPH,H,EA. 
3)f—=(++—-+)  , : 4H, PH,E;DPAH,H,E; DPAH,EH; 


H, PAH,E; DPH, AEH,; DPH,AH,E; 
H,PH,AE; DPH,EAH,; H,PH,EA. 











EH;; 
H, E; 
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4) f,=(4—++4) schneidet: 4H, H, PED; H, PAEH,D; H,PAH,E; 
H,H,PAE; PEAH,H,D; H,PEAH,; 
H,H,PEAD; PAEH,H,; PAH,EH,D. 
)f=(++——) , +: APH,H,E; APH, EH,; H,APH,E; 
PH,H,AE; PH,H,EA; PH,EH,A. 
6) f=(+—-+—) , : 4H,PH,E; PEH,H,A; AH,PEH,; 
| PH,EH,A; H,AH,PE; H,APEH,; 
PH,EAH,; H,APH,E; PEH,AH,; 
H,H,APE; H,PH,AE; PH,AEH,; 
H,PH,EA; APEH,H,; H,PEH,A; 
APH,EH,. 


Di=(+——+) , : AHA, PE; H,PEH,A; PEH,AH,; 
H,PEAH,; H,AH,PE; PEAH,H,; 
H,H,PAE; H,PAEH,; PAEH,H,; 
H,H,PEA; AH,PEH,. 


8) f=(+—-——) , : PEH,H,A; H,H,APE; APEH,H,; 
H,APEH,. 


Damit kann man die Liinge der Focalstrahlen von P bis zum Ellipsoid 
berechnen. Aus dem Linienelement: 


di 
drm +754 dw dy dy, 


ae—’-- VYa—p— Va—v Ve—7 
erhilt man die Entfernung zweier Punkte, zwischen denen kein Schnitt- 
punkt mit den Foealflachen liegt, oder auch zwischen zwei solchen Schnitt- 
punkten direct durch Integration zwischen den betreffenden Grenzen, und 
man kann dann weiter die Liinge des Focalstrahls aus solchen Theilstrecken 
zusammensetzen. Jeder der Focalstrahlen schneidet das Focalellipsoid in 
einem Punkt, dessen Coordinaten (Aj =0, up=0, ,, 7,) ete. ete. sind, 
und wobei die v,, », die Kriimmungslinien auf dem Ellipsoid ergeben, 
selbst also als elliptische Coordinaten im R, anzusehen sind. 

Fiir den ersten Focalstrahl folgt aus den Formeln: 


= Va—A + Yau + Va—v + Va—9— Va—v, — Vea 


wobei, wie stets, (A, w, v, 7) die Coordinaten des Punktes P sind. Fiir 
den Focalstrahl miissen wir zwei Fille unterscheiden nach den verschie- 
denen méglichen Lagen von P und E, es wird: 
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0) 4 = Yah + Yap + Va—v—Ya—9—Ve— m+ Ve—ay, 
oder 
B) 6, = Va—4 + Va—p + Va—v— Va—4— Va— »%—Vu— my. 


Fiir den dritten Strahl ergeben sich aus der Zusammenstellung drei még- 
liche Fille, fiir welche: 


@) 6, = Ya—A’+ Va—p —Va—v+ Ya—y —Va—v,—Va— ty, 
oder 
B) 6, = Va—A+ Va—w —Va—v+ Va—4+ Va— v, —Va— ts, 
oder 
y) 6 = Va—A+ Va—w —Ya—v+ Va—4— Va— », + Vo — ty. 
Ferner fiir den vierten Strahl drei Typen: 
&) 6, = Va—i — Yap + Va—v+Va—4—Ve— Vay 
oder 
§) 6, = Va—i—Va—p+Va—v+Va—4q—Ve—o, + Vey 
oder 
Y) 6,= Va—’— Va—w+ Va—v+ Va—4+ Va— ,—YVa— y. 
Fiir den fiinften Strahl ebenfalls drei Typen: 
«) 6, = Va—A+ Va—u— Va—v—Va—94+ Va— v,—Va— %; 
oder 
B) 6, = Va—’2 + Va—p —Va—v—YVa—q—Va— w+ Va — %; 
oder 
Y) 6,—= Va—A+ Va—p —YVa—v—Va—4+Va— v,+Va— 45. 
Fiir den sechsten Strahl hat man wieder drei Typen: 
&) 6 = Va=i — Va=p + Ya—v— Va + Va — Ve Ww 
und entsprechend wie 8) und y) fiir den fiinften Strahl. 

Fiir den siebenten Strahl hat man zwei Typen: 


«) 6, = Va—4 — Va—n —Va—0 + Va 4+ Va—% —Va— my 
) 6, — Va —4 —Va—p —Va—v+ Va—q+Va—%+ Vem. 


Fiir den achten Strahl ergiebt die Tabelle, dass zwischen 7 und E nie 
ein weiterer Punkt liegt, so dass fiir ihn eben, bleibt: 


6, = Va—A — Va—p — Va—v — Va—4 + Va — %& + Vu — tp. 
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Von jedem der Punkte, in welchem einer der Focalstrahlen das Focal- 
ellipsoid trifft, gehen je zwei Focalstrahlen nach den beiden Brennpunkten 
d=-+ Va—Bp des Ellipsoids, und wenn wir die Strahlen nach dem 
Brennpunkt d = + Ya—B mit @, und g,, die nach d= — Ya—8 mit 


go, und @,’ bezeichnen, wo 9, <Q, @,/<@, ist, so haben wir nach be- 
kannten Formeln: 


¢ = Va=8 — Van — Yaw + V7, 

0: = Va—8-+ Va=vi + Ye + Va? 

0 = Ve—3 — avi + Va +Va—7, 

of — Va 5 + Va v, — Ya + Vey. 
Diese Formeln zusammen mit den Werthen 6 erlauben dann die Gesammt- 
linge der gebrochenen Linien von P iiber das Focalellipsoid, dessen 
Focalellipse nach dem einen oder andern Brennpunkt zu berechnen. Jede 
dieser gebrochenen Linien entspricht dann einem Maximal- oder Minimal- 
werth. Aus dem bisherigen ergiebt sich fiir die erste Focallinie nach 


dem Brennpunkt + d, und fiir die Focallinie nach — d eindeutig ein 
Maximum bezw. Minimum zu: 


5 —Vemh + Vamn + Va—v + Yama + Va—8 + Yap, 
t= Va—’ — Va—w — Va—v — Va—4 + Va—d + Va—y. 
In den andern Fallen, in denen wir auch iiber den Verlauf der Focal- 
strahlen im R, keine definitive Entscheidung treffen konnten, ist aus den 
Formeln auch keine soleche Entscheidung dariiber méglich, ob die Focal- 
linie nach dem Brennpunkt + d oder —d zu fiihren ist, es ist nur 
méglich die Gesammtliinge der Focallinie und die Méglichkeiten ihres 
Verlaufes allgemein anzugeben; in Wirklichkeit ist indessen dieser Ver- 

lauf bestimmt. 

Es entspricht nun der zweite Focalstrahl einem maximalen Werth 
der Focallinie nach dem Brennpunkt + d oder — d, und es ist die Ge- 
sammtlinge: 


Vea + Yaa t+ Yao — Yaa + Va-8+ Vay. 


Der 7 Focalstrahl entspricht einem Minimum der Focallinie nach dem 
Brennpunkt + d oder — d und es ist: 


= Va—’— Va—w— Va—v+ Va—y + Va—d + Va—y. 
Der 3 Focalstrahl entspricht wieder einem Maximum nach dem Brenn- 
punkt + d oder —d, und der 6% Focalstrahl einem Minimum der Focal- 
linie nach diesen Punkten: 
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ry = Va—A+ Va—p — Va—v + Va—4 + Va—d + Va—y, 
ts = Va—A— Va—wt+ Va—v — Va—y + Va—d+ Va—y. 


Der 4% und 5* Focalstrahl kénnen ein Maximum bezw. Minimum der 
Focallinie nach dem Brennpunkt +d, oder aber ein Minimum bezw. 
Maximum nach dem Punkt — d darstellen. Fiir alle Fille ist: 


r= Ve—A— Van + Va + Van + Va—8 + Va? 
r= Va=h + Van — Va —Va—4 + Va—8 + Var. 


Zwischen diesen acht Gréssen r bestehen eine Anzahl Gleichungen, die 
man leicht ableiten kann. Wichtig fiir die Focaleigenschaften der M,” 
sind vor allem die Relationen: 


r, +17, =2Va—A+ 2f+2e, (Va—d—f, Va—y =e) 


oder allgemein: 



































: . 3 . ° %. . ~5—8 a= OF 
r + 1, +r, +r,+7, Ls +r, +7 e tf V i, 
1 

(r, ; Ts ; Ys 1, ; 1s Y, — %, — 1s) = Va—u, 


1 
= it %—%s + — 1% +%—% — 1s) =Va—», 





1 ———=—$—— 
=n t's +%—1%—%.+%—1%) =Ve—y, 


und diese Formeln enthalten die Focaleigenschaften der vier Typen von 
Mannigfaltigkeiten mit Mittelpunkt in der allgemeinsten Formulirung. 

Hieran reihen wir nun zum Schluss die Zerfiillung der Gleichung 
confocaler Mannigfaltigkeiten, welche vom Standpunkt der Gleichungs- 
theorie von Interesse ist. Nach der bekannten Beziehung zwischen recht- 
winkligen und elliptischen Coordinaten ist: 


2 2 2 t? 
—)0—)¢—) @—9) (5545554 475-11 
= — («—4) (t—w) (&— ») (e+ 9), 
in dieser Gleichung ersetzen wir nun «—r durch a®, indem wir wieder 


f=a—p, e=a—y, f*=—a—d 


substituiren, wo also jetzt a veriinderlich, d, e, f constante Gréssen sind, 
dann geht die Gleichung iiber in: 
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a (a? — d*) (a? — é*) (a? — f*) (5 + oye + ——s + aps at 1 


= — (a*— @—d) (@ — @—w) (@ — @—») (@—(@—y), 
und indem wir hierin statt « — A, a—p, «—v, «a — » die Ausdriicke 
aus den Liingen der Focallinien einsetzen, kommen wir auf eine Glei- 
chung, in der die Focaleigenschaften der simmtlichen vier Typen von 
Mannigfaltigkeiten vereinigt ausgesprochen sind: 


a® (a* — d*) (a® — e*) (a? — f*) (5 + at + a + ae =H 


iP a (* + t% +% ss a +r, — aay) 











(nee +%—"% tif a} 





a? — 
2 - a pammemere 
a — 
8 
a — 





&—%+%+%—-%—-St4—-W 
, ae 5 )} 

Wir fiigen den Entwicklungen der Focaleigenschaften noch die Be- 
merkung hinzu, dass der eingeschlagene Weg, durch den wir zu den 
Eigenschaften der Mj” im R, gekommen sind, mit leichten Modificationen 
die Focaleigenschaften der Mannigfaltigkeiten vom 2°" Grad und beliebig 
vielen Dimensionen ergiebt. Insbesondere zeigt die letzte Formel in 
Zusammenhang mit den Zerlegungen, die Herr Staude fiir die Flichen 
und Curven 2%" Grades ausgefiihrt hat, wie die Zerlegung der Formel 
im R, vorgenommen werden muss. 

Immer lisst sich auch die Konstruktion aus gebrochenen Focallinien 
zuriickfiihren auf ein Problem iiber einen stetigen Zug aus geodiitischen 
Linien auf einer quadratischen Mannigfaltigkeit von einer um 1 héheren 
Dimension. Wie bei den Flichen 2° Grades im R,, der Entfernung 
zweier coujugirter Focalpunkte iiber einen gebrochenen Linienzug bei dem 
Problem im R, eine geodiitische Entfernung zweier conjugirter Nabelpunkte 
entspricht, so wird im allgemeinen Fall héherer Dimension ein gebrochener 
Linienzug durch einen mit stetiger Tangente ersetzt. Die gebrochenen 
Focallinien zwischen zwei Brennpunkten einer M® sind in weiterer Auf- 
fassung geodiitische Linien und bilden ein Beispiel fiir den Fall, dass 
unendlich viele von einem Punkt ausgehende geoditische Linien sich in 
einem Punkte treffen, wo dann ja die Liangen dieser geoditischen Linien 
einander gleich sein miissen. 
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The figure formed from six points in space of four dimensions. 
By 


H. W. Ricumonp, King’s College, Cambridge, England. 


It was my aim when commencing this sketch to illustrate the fact 
that a very large proportion of the known properties of certain much 
studied families of points, both in a plane and in space, (and therefore 
also of the reciprocal families of lines and planes), are intuitive conse- 
quences of the nature of a very simple figure in space of four dimensions, — 
the figure derived by the simplest operations of geometry from six points 
chosen at random in such space. The families of lines and points and 
planes referred to include (1) the fifteen lines which join six points of a 
curve of the second degree, — Pascal’s Hexagram; (2) certain sets of 
fifteen of the double tangents of a plane curve of the fourth order; 
(3) fifteen points in space which are nodes of a surface of the fourth 
order; (4) any fifteen of the nodes or of the singular planes of Kummer’s 
quartic surface; as well as other families less known than these. To 
extend or even to quote the long list of published properties of these 
figures was no part of my plan; for the tendency of recent times is, very 
rightly, to turn in weariness from the apparently interminable successions 
of elementary theorems which geometry sometimes presents to us. But, 
on the other hand, to prove that practically all results hitherto established 
for the simplest and most fully jnvestigated of the above families belong 
in a wider sense to all, and to refer these results to a common simple 
cause, appeared to me a legitimate theme. In concluding this note I find 
myself rather of a mind to enlarge upon the fundamental necessity for 
the existence of families of points possessed of these properties, as an 
immediate consequence of the axioms of four-dimensional space, that four 
points determine a single space of three dimensions and so forth: yet so 
large a part of this sketch consists of a review of the work of others, — 
as references given in the text will shew, — that the somewhat illogical 
method pursued was almost forced upon me. From results already 
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established concerning Pascal’s Hexagram, cubic surfaces, and quartic 
curves, a system of equations is derived, which are seen to apply properly 
to space of four dimensions, and are so interpreted: the final conclusion 
reached by this method is that the properties so obtained are fundamental, 
and might be considered, without reference to coordinates or curved loci, 
at the outset of descriptive geometry. 


§ 1. 


On Pascal’s Hexagram. 


Although Pascal’s original theorem — that, when the vertices of a 
hexagon lie on a curve of the second degree, the intersections of its 
opposite sides are collinear, — dates from as long ago as 1640, no 
advance towards the development of the figure now commonly known as 
Pascal’s Hexagram was made till the present century. Brianchon’s theorem 
concerning six tangents of a curve of the second class, obtained by 
reciprocation in 1806, cannot, according to modern ideas, be ranked as 


distinct from that of Pascal; the field for nearly all later research was 


opened by Steiner in 1828, when he pointed out that from the same six 
points of a conic sixty hexagons may be formed, each of which gives 
rise to a different Pascal line. During the next fifty years the figure of 
these sixty lines attracted the attention of Steiner, Pliicker, Cayley, Salmon, 
Kirkman, Hesse, v. Staudt, Grossman, Bauer, Schréter, and others, until 
finally in 1877 the results of their investigations were summed up and 
extended by Veronese, (Atti della R. Accad. dei Lincei, vol. 1, series III, 
pp. 649—703). Inasmuch as Veronese’s memoir, (which is prefaced by 
an excellent historical sketch of the subject, with full references to the 
works of earlier writers), contains proofs of all previously known theorems 
as well as of a large number of new and original ones, we shall class 
together all these properties under the name Veronese’s properties of Pascal's 
Hexagram. 

The same volume of the Atti della R. Accad. dei Lincei contains a 
second memoir (pp. 854—874) of even greater importance, which throws 
an entirely new light upon the nature of the figure. Cremona, to whom 
Veronese had submitted his manuscript, was led on reading it to the 
discovery that the whole series of theorems established therein follows 
intuitively from the obvious properties of the lines which lie upon a 
surface of the third order with a nodal point. On such a surface lie six 
lines passing through the nodal point, generators of the quadric cone 
which touches the surface there, and fifteen others, one in the plane of 
each pair of the foregoing: let the former be denoted by symbols a, b, 
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c, d, e, f, and the latter by pairs of these symbols ab, ac,...e/, in such 
a way that ab is the line which meets the lines a and b of the former 
set. If now this system of lines be projected upon a plane, the nodal 
point being the vertex of projection, the plane of the projected system 
cuts thé lines a, b, ¢, d, e, f in six points (also called a, b, c, d, e, f) situated 
on a curve of the second degree; and the projection of the line ab is a 
line (also called ab) which joins the points a and b: we thus have fifteen 
lines which join in pairs six points of a conic section, the foundation 
from which the complete figure of Veronese’s memoir is built up. 

But the plane figure is in reality far less simple than the three- 
dimensional. In the former the fact that every two lines intersect causes 
unnecessary confusion; for it appears upon examination that Veronese’s 
memoir nowhere contains any property concerning the point of inter- 
section of two lines, except when the lines of which they are the pro- 
jections actually intersect; not only this, but the nature of the three- 
dimensional figure renders obvious all (or very nearly all) Veronese’s 
results: — thus for example a proposition that three lines are concurrent 
needs no further proof when it can be pointed out that they are pro- 
jections of the lines of intersection of three planes: — Cremona’s three- 
dimensional figure in fact contains all that is essential to the proof of 
Veronese’s theorems and is free from what is irrelevant; moreover the 
vast numbers of lines and points which make up the plane figure are 
obtained by projecting the intersections of a comparatively small number 
of planes in space. Cremona’s methods are purely geometrical, but the 
investigation is very easily conducted by help of an extremely simple and 
symmetrical system of equations; — not those given by Cremona at the 
end of the memoir to which we have already referred, but a system 
derivable immediately from the form to which he has elsewhere reduced 
a non-singular surface of the third order: see Math. Annalen XIII, p. 301; 
or Salmon-Fiedler, Anal. Geom. des Raumes, p. 403: a full investigation 
of Veronese’s results will be found in the Transactions of the Cambridge 
Philosophical Society, Vol. XV, p. 207 from which I now quote the 
following. 

Given a surface of the third order, having a nodal point and no 
further singularity, a unique family of six planes 7, —0, 7, =0,.. 

.% = 0, may be determined, such that the surface is represented by 
the equation 


a8 + 24° + 24° + 2° + 2° + 2° = 0; 
2(a#7)=0; (r—1,2,3,4,5,6); 


with the following conditions, 


or 
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2(a,)=0; LZ(kF2,)=0; Tk) =—0; Zk) —0: 

the constants k,,k,,...k,, are the coordinates of the conical point, and 
the two identical linear relations which connect the six coordinates 2, of 
any point are stated explicitly. The six lines a,b, ¢, d,e,f, which pass 
through the nodal point are the intersections of the surface with the 
tangent cone, X(k,«,”) = 0, and need not be further particularized; while 
each of the fifteen lines, ab, ac,...ef, is represented by one of a family 
of fifteen exactly similar equations of which 


%+y— ey +yA— 2% +4 = 0 
is the type: the lines ab, ac, etc. therefore lie by threes in the fifteen 


planes z,-+%,—0, according to the following or some equivalent 
scheme: — 


| ab, ed, ef in x, +2,—0| af, bd, ce in x, +2,—0 | ad, be, ef in x, +2,=0 
| ac, be, df...%,+2,=0)| ae, be, df... 2,+2,=0 ae, bf, ed...%,+4,=0 
ad, bf, ce... 2,+2,=0| ac, bf, de... 4,+-«,=0| af, be, ed... 2,+2,=0 
| ae, bd, cf...2,+x";=0| ad, be, cf... x7,+%,=0! ac, bd, ef ...2%,+-2%,=0 
| af, be, de... 2,+a,=0 | ab, cf, de...%,-+2#,=0 | ab, ce, df... %,-+-4%7,=0 


all other possible schemes can be derived from this by suitable inter- 
change either of the symbols a,b,c, d,e,f, or of the suffixes 1, 2, 3, 4, 
5, 6; the equations of any one of the fifteen lines can be at once selected. 
A few of the chief properties of the Hexagram are proved below, the 
names of the various types of lines and points being in all cases adopted 
from Veronese’s memoir. 

(«) If a hexagon be constructed whose vertices are the six points 
a, b, ¢, d, e, f, (which lie on a conic) taken in any order, the opposite sides 
intersect in three points situated in one of sixty Pascal lines. For 
example, in the case of the hexagon abefdc, the three alternate sides 
ab, ef, de are projections of lines which lie in the plane 2, + 2, = 0, and 
be, fd, ca are projections of lines which lie in x, + x2, = 0; therefore the 
intersections of ab with fd, of be with dc, and of ef with ca, being 
projections of three points which lie on — av, =a, —4;,, the line of 
intersection of the two planes, are themselves collinear. The symmetry 
of our system of equations enables us to infer, by, interchanging the 
suffixes 1, 2,3, 4, 5,6, in all possible ways, that there are sixty of these 
Pascal lines, each the projection of a line such as — x, = a = 2. 

(8) The Pascal lines meet by threes in sixty Kirkman points, 
there being a correspondence between each Kirkman point and one 
particular Pascal line; (the projection of the point —2,=—2,—2,=—4, 
is a Kirkman point, to which the Pascal line given in (a) corresponds). 
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When three Pascal lines meet in a Kirkman point, their corresponding 
Kirkman points lie on a Pascal line. These points and lines fall into 
six figures of ten Pascal lines and ten Kirkman points: each figure 
consists of the projections of the intersections of five planes such as 

a, +2,=0, %+4,=0, 1+2,=0, %,+2,=0, %+2,=0, 
and may be resolved in ten different ways into two perspective triangles 
with their axis of homology. 

(y) The Pascal lines meet also by threes in twenty Steiner points, 
which lie by fours on fifteen Steiner-Pliicker lines: these are projections 
of points such as 2, = «, = 2, = 0, and of lines such as 2, = a, = 0, 
respectively, the edges and vertices of the figure formed by the six planes 
a =0, 7, =O0,...%, = 0: the figure formed by the Steiner points 
and Steiner-Pliicker lines may therefore be resolved into three per- 
spective triangles with their three concurrent axes of homology in twenty 
different ways. 

(0) When three Pascal lines meet in a Steiner point, the corre- 
sponding Kirkman points lie on one of twenty Cayley-Salmon lines 
which meet by fours in fifteen Salmon points: projections of 2,—= x; = 2, 
and of 2, = a, = &, = a, respectively. 

(e) Six lines such as be, ca, ab, ef, fd, de, touch a conic: for they are 
projections of six lines of which each of the first three meets each of 
the last three, and which are therefore generators of a quadric surface: 
in fact #,? + a + v,7 = a,’ + a,? + a,” 

The system of equations here used, being unique and absolutely 
symmetrical in form, gives an immediate answer to all questions of 
correspondence between the different lines and points, or the number of 
those of a given type, and all Veronese’s results may be verified without 
difficulty. Upon closer investigation I find that by projecting the complete 
system of intersections of the two families of planes x, +- 2, = 0, — called 
by Cremona ‘tritangent’ planes and Pliicker planes respectively, — a figure 
is obtained which in all except a few unimportant details is coextensive 
with that developed by Veronese: together with proofs, similar to those 
just quoted, of practically all his theorems. There is a certain slight 
advantage gained by applying the name Pascal’s Hexagram to the figure 
so defined: we may do so without injustice to earlier writers: while it 
seems desirable that the statement which will repeatedly be made in the 
next section, that a family of lines possesses the properties of Pascal’s 
Hexagram, should carry with it a clear and definite meaning: it is not 
implied that the list of results shared by these families of lines and the 
Hexagram cannot be extended. 
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§ 2. 
On plane systems of lines which posses Veronese’s properties of 
the Hexagram. 


It will be observed that, in the course of the foregoing verification 
of Veronese’s results, no use whatever is made of the conditions 2(k,?7,)—0 
and 2(k,*) = 0, which connect the coordinates (#) and the constants (i): 
it is immaterial whether these conditions are satisfied or not. In order 
that a family of coplanar lines should possess all the properties established 
in Veronese’s memoir for the fifteen lines which join six points of a 
conic, all that is necessary is that they should be projections of fifteen 
lines in space that satisfy the family of equations similar to 


| ty + t= 2 + X= %,+%,=0, 
(1) when 

| ib aedheeetee 
or, as Cremona expresses it, fifteen lines which lie by threes in fifteen 
planes. Now it is clear that the family of lines (1) lie upon 

w,° + 2° + 25° + 2° + 2° + 2,2 = 0, 
a cubic surface without singularities (see Cremona, Math. Annalen XIII, 
p. 301; Salmon-Fiedler p. 403) and form such a set as is left when 
from the twenty-seven lines of the surface twelve are omitted which form 
a double-six. (Schlafli, Quarterly Journal of Mathematics, Vol. 2, pp. 55 
and 110.) In his memoir Cremona points out that the omission of a 
double-six from the lines of a cubic surface would furnish an example 
of such a family of lines, but goes no further, being apparently not 
aware that some years earlier Geiser had discussed the projections of the 
lines of a cubic surface in the well known paper, published in Vol. I of 
Math. Annalen p. 129, in which the connexion by this geometrical method 
between the lines of a surface of the third order and the double tangents 
of a plane curve of the fourth order was first made known. If a point 
K be taken, the cone with vertex K which envelopes the cubic surface 
is touched at two distinct points by every line which lies on the surface, 
viz. the two points where the line cuts the first polar of K: every plane 
section of the enveloping cone will therefore have the projections from 
vertex K of the twenty seven lines of the surface as double tangents. 
When the position of K is unrestricted, a plane section of the enveloping 
cone is a curve of the sixth order having six cusps which lie on a conic: 
to such a curve belong twenty-seven double tangents, from which we may 
in thirty-six different ways select a set of fifteen possessing all Veronese’s 
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properties of Pascal’s Hexagram. But the special case when K lies upon 
the cubic surface is of greater interest: the section of the cone with 
vertex K which envelopes the surface is then a curve of the fourth 
order without singularities; twenty-seven of whose double tangents are 
projections from vertex K of the lines which lie on the cubic surface, 
the remaining double tangent being the intersection of the tangent plane 
at K with the plane of the curve: moreover I find that if Schlifli’s 
notation be adopted for the lines of the cubic surface, and that of Hesse 
for the double: tangents of the quartic curve, (see Crelle, Vol. 49, p. 243 
and Vol. 68, p. 176; or Salmon, Higher Plane Curves), it is legitimate 
to denote the projections of Schliifli’s (a,, ag, a3, @4, 5, %;), (Dy, be, Dg, Dy, D5, Dg), 
(Cras Cis> Cras 15s Cre) (Ca9s Coar C25» C26)» (Ca4r C35» Caer Cass Cass Coe), by Hesse’s 
(ag, bg, eg, dy, eg, fg), (ah, bh, ch, dh, eh, fh), (ab, ae, ad, ae, af), (be, bd, be, bf), 
(ed, ce, ef, de, df, ef) respectively, the last double tangent being represented 
by gh. Omitting from the lines of the cubic the double-six composed of 
the first twelve of these lines, we arrive at a theorem which may be 
stated in the following somewhat remarkable form: 

The fifteen double tangents of a plane curve of the fourth order denoted 
in Hesse’s Algorithm by symbols formed of pairs of the six letters a, b,c, 
d, e, f, possess all the properties of the Pascal’s Hexagram formed by the 
lines (naturally represented by the same symbols) which join in pairs six 
points, a,b,c, d,e,f, of a conic section. 

For example, in the case of the double tangents of a quartic curve, 
just as in the Hexagram, the intersections of «) and fd, of be and de, 
of ef and ca lie on a line, one of a set of sixty similar Pascal lines, 
which meet by threes in sixty Kirkman points and with them fall into 
six figures of ten Pascal lines and ten Kirkman points, each figure 
being that familiar to us as the projection of the lines and points of 
intersection of five planes in space: the Pascal lines also meet by three 
in twenty Steiner points (projections of the vertices of a three-dimen- 
sional figure formed by six planes) which lie by fours in fifteen lines, 
(projections of its edges):... the double tangents be, ca, ab, ef, fd, de, 
touch a conic section;... and so on through the whole category of 
Veronese’s propositions. [The names Pascal line, Kirkman _ point, 
Steiner point are adopted from the Hexagram for convenience: also the 
notation of Salmon’s Higher Plane Curves is slightly altered, the symbols 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8 being there used in place of our a, b, ¢, d, e, f, g, h.| 

A very remarkable fact, not however without parallel, comes to light 
when we seek the distinctive geometrical properties of such a set of 
fifteen double tangents. The rule of the bifid substitution, (due to Cayley 
and Hesse, and explained in Salmon), makes it clear that if we select 
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any two of the twenty-eight double tangents, (e. g. ay and ah), and the 
five pairs (bg, bh; cg, ch; dg, dh; eg, eh; fg, fh) whose points of contact 
lie on a conic with those of the first two, any fifteen of the remaining 
sixteen form such a set. Thus it appears that, whereas in Pascal’s 
Hexagram, or in the case of double tangents of the sextic curve above 
mentioned, we have to deal with sets of fifteen lines which possess a 
long series of properties owing to a quite definite cause, we here find 
the fifteen lines joined by a sixteenth which forms with them an ab- 
solutely symmetrical family, any fifteen of whose members possess all the 
properties of the former sets. Sense of symmetry alone shews the 
necessity of considering sets of sixteen double tangents of the quartic 
rather than fifteen; but it will also be seen that, in asserting that the 
fifteen double tangents ab, ac, ...ef, possess all the properties of the 
Hexagram, we do not exhaust their properties; these properties in fact 
deal with only forty-five of their intersections and ignore the remaining 
sixty, which are of equal importance in the case of the quartic curve, 
but coalesce by tens in the Hexagram: for instance, it is easy to verify the 
statement that the intersections of ab with ac, of ad with ae, and of 
be with de, are collinear in the case of the quartic curve; the same 
statement is nugatory in the case of the Hexagram, and is false in the 
ease of the double tangents of the six-cusped sextic curve spoken of 
above. This matter will be considered more fully hereafter. 

The relations between the different families of sixteen double tangents, 
of which the quartic has sixty-three, and other details, which possibly 
would repay investigation, must be passed over altogether. In the case 
of a quartic having a node, the properties of the Hexagram belong to 
any fifteen of the sixteen double tangents: they must belong also in a 
modified form to certain sets of lines composed partly of double tangents 
and partly of tangents from the node. 


§ 4. 
Extension to space of four dimensions. 

As the outcome of the investigations of §§ 1, 2, we may supplement 
Cremona’s theorem, — that all Veronese’s properties of the Hexagram 
follow intuitively from the geometrical nature of any projection of a 
three-dimensional figure composed of fifteen lines which lie by threes in 
fifteen planes, — by the statement that ‘All Veronese’s results are 
established almost instantaneously by analytical methods in the case of 
any projection upon a plane of a three-dimensional figure, of which the 


nucleus is a set of fifteen lines satisfymg a family of fifteen equations 
such as 
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| %4+%7,=—=%+%=2,+4,=—0, 
(1) = 


Ly + Ly + #;, + 2, + 4; + % =O: 


and which consists in its entirety of the two families of planes «,+-x,—0, 
and their intersections.” But having thus as it were translated Cremona’s 
geometrical theorem into the language of analysis, we cannot fail to see 
that it may be at once extended and simplified. For a system of six 
homogeneous coordinates connected by a single identical linear relation 
should be interpreted as referring to four-dimensional loci; — dealing of 
course with descriptive, to the exclusion of metrical, properties. 

[A uniform nomenclature for geometry of four-dimensional space has 
not yet been agreed upon, certain words, (e. g. plane and surface), being 
used by different writers in different senses. I shall here call a flat space 
of x dimensions an F,; so that a straight line is the same as an R,; 
the term a plane will always be used to denote an R,, and the term a 
space without qualification as to the number of dimensions to denote 
an R,. Curved loci of one and two dimensions are called cwrves and 
surfaces respectively, and the name variety is here restricted to curved loci 
of three dimensions: thus, in an R,, varieties, surfaces and curves are deter- 
mined respectively by one, two, and three relations among the coordinates 
of their points. Elementary properties of an R,, e. g. that in it two 
planes intersect in a single point, or that three given lines are met by 
one and only one other line, will be assumed; but references to Veronese’s 
Fondamenti di Geometria, Padua, 1891, Part II, Book I; to the memoir 
by the same author, Math. Annalen, XIX, p. 161; and to Whitehead, 
Universal Algebra, Cambridge, 1898, Book Ill, may not be out of place]. 

Equations (1) then must be interpreted as referring to loci in an R,; 
they represent in fact fifteen planes which lie by threes in the fifteen 
spaces «, + 2, = 0. To assume, as we have done hitherto, that the six 
coordinates («) are connected by a second identical linear relation which 
we do not need to specify, is to confine our attention to such parts of 
the four-dimensional figure as lie in one arbitrary F,, and is as unscientific 
as the attempt to realize the nature of a figure in space by discussing 
its section by a single arbitrary plane: mereover analytical methods 
bring into very clear prominence the fact that those properties of Cremona’s 
three-dimensional family of fifteen lines of which use has been made, are 
precisely the properties which it possesses in virtue of being the section 
by an R, of our four-dimensional family of fifteen planes. Again the 
whole of the four-dimensional figure must be derivable from a set of 
six spaces 2,0, 7, =0,...%,=0, whose equations satisfy 2(,) = 0; 
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in other words it springs from an extremely simple source, six spaces 
chosen at random in an R,: for all these reasons-the four-dimensional 
figure is to be preferred. 

Since Cremona proceeds to project his family of fifteen lines upon 
a plane, we now project the four-dimensional family of planes (1) upon 
an F, by means of lines drawn through an arbitrary vertex, and thus 
arrive at a three-dimensional family of fifteen planes, every plane section 
of which is a family of lines such as Cremona obtained, and such as we 
have discussed in §§ 1 and 2: to this three-dimensional family of planes 
belong properties analogous to, but at once simpler, more extensive and 
more fundamental than those of the families of lines considered in §§ 1 
and 2; properties which would be obvious to us intuitively if we could 
picture to ourselves the figure in R,; and which might without difficulty 
be established by pure geometrical reasoning; but which may also be 
obtained almost instantaneously from equations (1). The investigation of 
these properties may clearly be accomplished wholly by means of straight 
lines, planes, and spaces, — loci, that is to say, of the first order; but 
as before it is convenient to consider certain curved loci in connection 
with them. Thus the planes (1) are a part of the locus 
(2) x, + a,° + a + a, + «5° + X65 anid 0, or 2 (x) vars 0, 
an extremely interesting variety of the third, denoted in what follows 
by V;, some of whose properties have been briefly stated in a note by 
Segre (Ati d. R. Accad. di Scienze di Torino, XXII, p. 547—5d7). When 
we project the planes (1) upon an F,, we also (following the procedure 
of Geiser) construct the lines which pass through the vertex of projection 
and touch V;; they intersect the FR, in a surface touched by the pro- 
jection of each of the planes (1) at each point of a conic section: the 
degree of this surface as a rule is six, but is reduced by two in the 
important special case when the vertex of projection lies on V,; moreover, 
just as before, the curious fact presents itself that, while for arbitrary 
positions of the vertex of projection we have to deal with a family of 
fifteen planes possessed of a certain set of properties, in the special case 
the fifteen are joined by a sixteenth which forms with them an absolutely 
symmetrical system such that any fifteen possess all the previous pro- 
perties. In the special case the surface is that known as Kummer'’s 
quartic surface, which has sixteen singular points and sixteen singular 
tangent planes: a plane section of this surface and its singular planes 
obviously consists of a quartic curve and sixteen of its double tangents. 
We now learn that the sixteen form a set such as we noticed in § 2, 
and further that, — (although the statement that any fifteen of them 
possess all Veronese’s properties of Pascal’s Hexagram includes almost all 
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that the investigations of Steiner, Hesse and others established concerning 
such properties of the double tangents of a plane quartic curve, and 
much beside), — all these properties of the plane curve are in reality 
consequences of more fundamental theorems concerning Kummer’s surface, — 
which in their turn depend upon the nature of the four-dimensional 
figure. 

In the next section the foregoing aud kindred matters will be con- 
sidered in the simpler and more convenient shape in which the principle 
of duality enables us to exhibit them. From six points chosen at random 
in a space of four dimensions a family of fifteen lines which meet by 
threes in fifteen points, reciprocals of the planes (1), will be derived: our 
intuitive conception of the nature of this four-dimensional figure suggests 
a series of properties of the fifteen points in space where the fifteen 
points in space where the fifteen lines cut any R,, and from these we. 
can deduce properties of any family of fifteen points in a plane which 
are the projections of such a family of fifteen points in space: the plane 
families of points will prove to be the reciprocals of the families of lines 
discussed in § 2, and their properties to be identical with the reciprocated 
form of the long list of theorems gradually worked out by mathematicians 
in the particular case of Pascal’s Hexagram, which form the substance 
of Veronese’s memoir. 

The reciprocal of Segre’s cubic variety V, is a variety of the fourth 
order V,, of which the fifteen lines spoken of above are double lines: 
considering the section of this by an R,, we see that the three-dimen- 
sional family of fifteen points mentioned in the last paragraph are double 
points of a quartic surface, and form a configuration studied by Kummer 
and others; see Salmon-Fiedler, p. LVII. Should the section be made 
by an R, which touches V,, the surface has a sixteenth node, and is 
again Kummer’s quartic surface. In order to arrive at the reciprocated 
form of Pascal’s Hexagram a two-fold limitation of the generality is 
necessary: we must first see that the section of the four-dimensional 
figure is made by an /?, which touches V,, and then take the point of 
contact as vertex of projection when we project the fifteeen points on 
a plane. 


§ 4. 
The figure formed by six points in an R,. 
[In equations (1) and (2) we have made use of a system of six 
homogeneous coordinates (a) which were connected by an identical linear 


relation X(a,) = 0; clearly therefore, although the coordinates of any 
known point are determined without ambiguity, yet when we work with 
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U;, Uy, ... Us, Coordinates of spaces, where 2(u,x7,) = 0, each coordinate 
(uw) is liable on account of the relation 2(z,) == 0 to be increased by 
the same quantity and we can only expect relations among the differences 
of the coordinates (uw): (to explain the matter more satisfactorily, we 
must consider the coordinates (x) as referring to an R, which forms a 
part of an F,). In what follows we discuss for the most part the figure 
reciprocal to the foregoing, so that coordinates of spaces (w) are definite 
and connected by the relation 2(u,) = 0; while coordinates of points (zx) 
may all be increased by the same quantity without affecting the equations 
in which they occur: it is however allowable to impose a condition 
2(a,)~—0 on the coordinates (x) should it seem desirable, and we shall 
always suppose this done}. 

Let it be agreed to denote under the title Hexastigm the figure 
composed of six points or vertices 1, 2,3, 4,5, 6 chosen at random in an 
R,; the fifteen lines or edges 12, 13, .., joining each two vertices; the 
twenty planes or faces 123, 124,... and the fifteen spaces 1234, 1235,... 
determined by each set of three or four vertices respectively. The face 
123 is said to be opposite to the face 456, and the edge 12 to the face 
3456; three edges such as 12, 34,56 will, by a slight extension of the 
meaning of the term, be described as three opposite edges of the Hexastigm. 
To the fifteen points of intersection of any edge with the opposite space 
I give the name Cross-points of the Hexastigm, denoting by P,, the 
Cross-point which lies on the edge 12. Since the cross-points P,,, P;,, Ps 
of three opposite edges lie each in the three spaces 3456, 5612 and 1234, 
they are collinear: in fact they lie on the unique line which intersects 
the three apposite edges 12, 34,56: such a line I call a Transversal of 
the Hexastigm. 

Theorem. The fifteen transversals of a Hexastigm are a family of 
fifteen lines which meet by threes in fifteen points, the Cross-points of the 
Hexastigm. 

The point of the edge 12 which with the cross-point P,, divides 
the edge harmonically is denoted by Q,, and is called a harmonic point 
of the Hexastigm. It has been tacitly assumed that no five vertices of 
the Hexastigm lie in an R,, (and @ fortiori that no four are coplanar, 
no three collinear, and no two coincident); we' may therefore take 
u, = 0, up =0,...u,=0, to be the equations of the six vertices 
1,2,3,4,5,6, and X(u,) = 0 to be the relation connecting them: we 
then arrive at the following equations for determining the above men- 
tioned points, lines, ete. 

Vertex 1; wu, =0; or 7p = 4, = 1, = 4, = 2: 
Edge 12; u, =u, =0; or 4,= 24, = 4%, = 2;: 
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Face 123; 


u,; = Uy =u, = 0; or Ly = Ls = Xe: 


Space 1234; U, = Uy = Uy = U, = 0; OF U, = Iz: 

Cross-point P,9; u, + uu, = 0; 2, = 2,37, = % = 1; = 2: 
, ‘ 1 

Harmonic point Q,9; Uy = Ug3 -S (@, +2) = 2, = 1 = Hy = 2: 


Transversal P,,, P34, Pg; uy + uy = Us + um =u, + ug = 0; 


or X= 2%; 7% = X43 Vs = Xz. 


Since it has been agreed to impose the condition 2(a,) = 0, the 
coordinates of the harmonic points Q,, are 


t+ % = 0; 3 = r= 7 = a = 0. 
Consider the parts of the Hexastigm which lie in one of its spaces, for 
example the space 1234. As the simplest way of describing the well 
known three-dimensional figure formed by them, it may be said that 
under special circumstances the middle points of the edges of the tetra- 
hedron 1234 are cross-points of the Hexastigm, the infinitely distant points 
of the edges are harmonic points; the centre of the tetrahedron is the 
cross-point P;,, and the centre of each face is the point where it is 


intersected by the opposite face of the hexastigm: the general case may 
be derived projectively. Thus we see 


P,,, P13, Qos, are collinear; 

Wi2, Gis, Qos, are collinear; 

Pre, Pos, Psi, Par, Poo» Gis» Gea, are coplanar; 

Pro, Pis, Piss Qos, Gsa» Gea, are coplanar; 

Qr2» iss Gis» Ges, Osa» Yor, are coplanar; 
and other similar results, which the above equations-verify immediately. 
It further appear that ten harmonic points such as Qj, Qi3, Qi> Qs, 
ss, Yor, Gos» Vs Vss> G45, lie in an R,, whose equation reduces, in 
virtue of the relation 2(x,) == 0, to a, 0: the harmonic points are 
therefore the points of intersection, four by four, of six spaces 

%,= 0, 7 =0,...%=—0. 
But these are polars of the six vertices of the hexastigm with respect to 
an imaginary variety of the second order, X(#,”) = 0, or Z(u,*) = 0; 
the harmonic point of any edge is therefore the pole of the opposite 
space of the hexastigm, and the figure is self-reciprocal with respect to 
this imaginary quadric variety. 
The ten spaces such as 


t+ a, + 1; =X, + % + 2 
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form a remarkable family whether looked on as a separate configuration 
or as a part of the whole figure: each meets nine edges of the hexastigm 
in their cross-points and the remaining six edges (which lie in two 
opposite faces of the hexastigm) in their harmonic points; and each 
contains six transversals of the hexastigm. The reciprocal family of 
ten points in the figure derived from six arbitrarily chosen spaces 
x, = 0, are the double points of Segre’s cubic variety 
Z(a°)=0, Z(a-) =0. 

At present the only means of distinguishing any one transversal 
from its fellows is to mention the edges met by it: but by adapting 
yet another well-known result to our purpose we obtain a simple nota- 
tion for the different transversals, which is in harmony with the notation 
of $§ 1 and 2. For we can in six distinct ways select a set of five 
transversals which meet all fifteen edges of the hexastigm, each trans- 
versal being a constituent of two such sets: if then the sets be denoted 
by letters a, b, ec, d, e, f a convenient notation for the transversal which 
belongs to set a and set b is the symbol ab. In the appended table 
each transversal is given in the new notation, and after it the edges 
which it meets 
ab | 12, 34, 56] be | 16, 24, 35] ce | 14, 23, 56 
ac | 13, 25, 46 | bd | 15, 23, 46] cf | 15, 26, 34 
ad | 14, 26, 35 | be | 13, 26, 45] de | 16, 25, 34 
ae | 15, 24, 36 | bf | 14, 25, 36 | df | 13, 24, 5 
af | 16, 23, 45 | ed | 12, 36, 45] ef | 12, 35, 46 





for) 


























‘Two transversals, as for example ab, ed, whose symbols do not contain 
the same letter, intersect in a cross point of the hexastigm. Let 
us now consider briefly the properties of the Hexastigm which lead 
to the properties («), (8), (v), (0), (e) of § 1. As before I apply to each 
line and plane the name of the discoverer of the corresponding locus in 
Pascal’s Hexagram. 

(a) Through each of two cross points P,,, P,;, pass three trans- 
versals, ab, cd, ef aud ac, be, df respectively: each of the former inter- 
sects one of the latter, (viz..in one of the cross-points P,,, P5,, P,) 
and in therefore coplanar with it: hence the three planes which contain 
respectively the transversals ab and fd, be and de, ef and ca pass through 
the Pascal line joining the cross points P,, and P,s. 

(8) Three Pascal lines which join the cross points P,,, P,3, Py; 
lie in one of sixty Kirkman planes; and the Pascal lines and Kirkman 
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planes fall into six figures of ten lines and ten planes. To obtain such 
a figure, we join the cross-points P,,, P,3, P,,, P;;, Pi,, of five concurrent 
edges of the Hexastigm in all possible ways by lines and planes; or we 
may equally well derive it from the intersections of spaces which contain 
four of these cross-points. 


(vy) Three Pascal lines P,,, P,;, Pg, lie in one of twenty Steiner 
planes, identical with the faces of the hexastigm, and the Steiner-Pliicker 
lines in which the Steiner planes intersect by fours are identical with 
its edges. 

(0) The Kirkman planes lead without difficulty to the Cayley-Salmon 
lines (u, = U; = u,) and Salmon planes wu, = u, = u; = Ug. 

(e) Of the six transversals which lie in the space 


€y +X, + % = 2, + 4, + a = 0, 


viz. ad, ae, de, be, bf, cf, each of the first three intersects each of the 
second three: they are therefore generators of a quadric surface. 

In a discussion of the four-dimensional figure alone it would be 
unnecessary to mention properties so obvious as these; it is however 
worth noting that in this four-dimensional figure Cayley-Salmon points 
and Salmon planes are the polar reciprocals of the Steiner planes and 
Steiner-Pliicker lines with respect to the quadric 2(w,”) = 0: the con- 
nection is lost when we return to three or two dimensions: and again 
that the spaces mentioned in (¢) are in reality of far higher importance 
than appears above. A discussion of the properties of Segre’s cubic 
variety, or of the no less interesting reciprocal variety of the fourth order 

(2@") |? =42 (a); Ze) — 95 
does not fall within the scope of this sketch: I hope soon to investigate 
the matter elsewhere. Such a discussion would shew how it is that 
the families of fifteen points in space derived from the transversals of 
a hexastigm by section with an F,, or the plane families which are 
the projections of these, present themselves also in connexion with 
certain curved loci, (and would very probably throw light on the nature 
of these loci in the case of the quartic surfaces with fifteen or sixteen 
nodal points). But it is, I think, clear that this, although the historical, 
is not the best or most scientific way of approaching families of points 
or lines or planes which possess they properties of the Hexagram. 
That families of points endowed with these properties exist, both in a 
plane and in space, is a fact that should be recognized at the outset 
of descriptive geometry. Just as from the axioms of three-dimensional 
geometry we deduce the necessity of the existence of homologous 
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triangles from considering the figure formed by five points in space, 
so here from the axioms of geometry of four dimensions we have con- 
sidered the nature and properties of a Hexastigm and its transversals 
in space of four dimensions, and infer that in space of three or two 
dimensions families of points must exist possessing the long series of 
properties which we have classed together under the title Veronese’s Pro- 
perties of Pascal’s Hexagram.*) 


King’s College, Cambridge, Feb. 1, 1899. 


*) Cf. Quarterly Journal of Pure and Applied Mathematics, Vol. XXXI, 
pp. 125—160 (1899). 




















Zur Theorie der linearen Differenzengleichungen. 


Von 


J. Horn in Charlottenburg. 





Herr Poincaré hat im 7. Band des American Journal*) eine lineare 
Diiferenzengleichung 


QoUnte + QyUnpia  -++ + Qatar + Qittn = 0 

betrachtet, deren Coefficienten @Q, Q,,...@Q: ganze rationale Functionen 
“e+! untersucht. Mit Riicksicht darauf, dass die 
Coefficienten der convergenten oder divergenten Potenzreihen, welche lineare 
Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten befriedigen, solchen 
linearen Differenzengleichungen (Recursionsformeln) geniigen, setze ich die 
von Herrn Poincaré begonnene Untersuchung fort. Ich gelange zu einer 
fiir grosse Werthe von » giiltigen asymptotischen Darstellung der Lésungen 
u, der Differenzengleichung**) durch unendliche Reihen, welche ahnlich 
gebildet sind, wie die einer linearen Differentialgleichung formell geniigen- 
den Thomé’schen Normalreihen. 

Wie ich bei einer anderen Gelegenheit zeige, lisst sich die vorliegende 
Untersuchung auf lineare Differentialgleichungen tibertragen; mit Riicksicht 
auf diese Uebertragung ist im Folgenden die Bezeichnung gewiihlt. 


von ” sind, und lim 





§ 1. 
In dem System von Differenzengleichungen 
(A) ww 1) = n0er(e) + >) Qiutou(@) (Ay w= 1, -+-m) 
“ 


*) Sur les équations linéaires aux différentielles ordinaires et aux différences 
finies (§ 2 und § 6). 

**) Die Voraussetzungen, welche in Betreff der Coefficienten der Differenzen- 
gleichung gemacht werden, und das Hauptresultat sind im letzten Paragraphen hervor- 
gehoben. 
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sei x eine positive Zahl, «, eine Constante und Q,, eine Function von z 
mit der Eigenschaft 
lim Qi .= 0. 


Wir betrachten nur Werthe von 2, welche aus einem Anfangswerth 2, 
durch Addition ganzer positiver Zahlen hervorgehen, so dass wir uns auf 
ganzzahlige positive Werthe von « beschriinken kénnen. Allen iibrigen 
Gréssen diirfen complexe Werthe beigelegt werden. 


Die absoluten Betrige von «,,...«, sollen von einander und von 
O verschieden sein. Wir nehmen. 
Ja, |> la) >--->|an|>0 
an und untersuchen das Verhalten der Quotienten 
bed | 
= (A= 2,---m) 
fiir grosse Werthe von z. 
Aus (A) folgt 


w 
a+ Q,+ @, = 
w,(@-+1) w, («) ne 2 ” (A= 2 m) 
w@) @@+)) W, = 2,---m). 
a . e+ Out DI Ouse 


“url 





Es ist eine von x abhingige positive Griésse d so vorhanden, dass 


1Qauw| <0 (Au—1,---m) 
und 
lim d = 0 


re 


ist. Die positive Grésse 6 sei so angenommen, dass 


<o<l 





Xs 
bas | 





ist. Wenn man 
tn —1 
8 (1+ "=) (1+6) =o] @,|—| | 
setazt, ist ¢ fiir himreichend grosse Werthe von x positiv und 


lim ¢ = 0. 


z@2=@ 


Hat man fiir einen hinreichend grossen Werth von x 








sel < tA a+ 1--m), 
a 
W, 1 


rt boy (u = 2,+++m), 

















nh x 


auf 
yen 


von 
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wo A eine der Zahlen 2,...m bedeutet, so ist 
Jay|-+ 0 (1+ =) 
|e, |—a(1 +"=)’ 
d. h. kleiner als 6. Wir bezeichnen den gréssten der Werthe 


w,(x-+1) w, (2) 
w,(@) -w, (@-+1) 











“a 








(A = 2,--+m) 


W, 


mit M = M(«) und zeigen, dass, wenn 


e<Mc< - 
ist, 
M (#@+-1) 


M (a) 


sein muss. (Wir nehmen & so gross, dass ¢ <1 ist.) Fiir einen gewissen 
Werth von « sei namlich 









































wy bec W, 
M = = => < > |<] >-:: 
Wegen 
1 
M< = 
ist 
w 1 
ml< Z| @=2,--m); 
ferner ist 
W, 1 
~,| <2 
wegen 
Mu ke 
=> , > € 
und 
be 1 ” LA 
Was 55<< (u=A"7,A yer) 
wegen 
P | war | > | war | > | wae | > -- +5 

es ist also 

| Wu 1 > 4 

lw [<e 2 





Unter.diesen Voraussetzungen ist aber 


Wy(e-+1) w, (x) 


wy (a) w,(@ +1) 








oder 


M(a +1) 
Me) <o6<l. 


12* 
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Demnach nimmt M mit wachsendem x ab und nihert sich fiir lim 7 = oo 
der Grenze Null, wenn M stets grésser als ¢ bleibt. Ist, wenn x einen 
gewissen Werth iiberschreitet, stets M < «, so ist natiirlich auch lim M=0. 


Es kéunte auch beliebig grosse Werthe von w geben, fiir welche M< 
ist, ohne dass M bestindig kleiner als « bleibt. Aus M<e folgt 


|r| <elw,|  (2=2,---m); 


dann ist 
jaye) | > || | ery] — 7 Qa fen 
“ 
> (|e) — 81 + m—1)e)) |e, |, 
| wa(@+1)| <|e@a| leor| + Ps Qan| |e, | 
“ 
< (eja,| + 01+ @m—1)2)|e,| (A= 2,---m), 
also 


0 
jw, (e+1)} | %a| + (1+ @—1)e) = 
w, (@+ 1) | é |, | — (1+ (m—1)e) 0 





(A = 2,---m). 


Da lim S endlich ist, so ist eine positive Constante h so vorhanden, dass 
- M(x+1) <he 


ist. Da die Grésse M abnimmt, sobald sie grésser als « wird, so kann, 
wenn einmal M << ist, M nie grisser als he werden; daher ist lim M—0. 
@2=fD 
Wenn also fiir eimen gewissen (hinreichend grossen) Werth von « 
Ww) 


W, 


<t @ud---0) 


é 








ist, was fiir unendlich viele Lésungen des Systems (A) zutrifft, so ist 


. . 
lim =O (A=2,---m). 


r= 1 
Wir machen nur von der Thatsache Gebrauch, dass das System (A) iiber- 
haupt eine Lésung w,,... wm, von der zuletzt angegebenen Eigenschaft 
besitzt. 
Die Functionen 
% 


2) = 
a w, 


(A= 2,---m) 


geniigen den Differenzengleichungen 


(BY (% + Qn + Dd) Qin ta) 20@ +1) = Oar + arta + > Qa te 


(A, = 2,---m). 
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Wir haben soeben gezeigt, dass das System (B) eine Lisung 2,,... Zn 
mit der Eigenschaft 
lim 4, = 0 (A == 2,...m) 


2=m 


besitzt. Die Function Qi, (4,u—=1,---m) werde jetzt fiir grosse positive 
Werthe von x durch eine Potenzreihe 


uy v2) 


Hp ae. 


asymptotisch dargestellt; d. h. es ist, wenn » eine beliebige ganze positive 
Zahl bedeutet , 
py) pm” po) 


a a 4 . W 
Qn = = Sie = sa -, lim pi") = 0. 
z=—@ 


Das System (B) wird, wenn man die Functionen Q,, durch die asympto- 
tischen Reihen ersetzt, durch ein System von Potenzreihen 


Za my By. (A = 2,--+m) 
formell befriedigt. Die durch die Gleichungen 


Za = 4... fe ee 


San 
aa = tint (A = 2,---m) 


definirten Functionen € = {» (A= 2,---m) geniigen den Differenzen- 
gleichungen 


(«, + Ry + > Ru ty) G2 (@ 1) = Rar + ahi + > Ru bu 
lt Kt 


(A, w=2,---m). 
Dabei ist 


B= (0+ Seem) (143) (4 
By +5)", 
Rin= Qin — Vip %an(e+1), 


1 ‘ 1 
Rai = = ae Potenzreihe von =: 


Ein System von dieser Form besitzt aber eine Lésuug €,,...£, mit der 
Kigenschaft 


lim & = 0 (A = 2,---m). 


rn 
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Also hat das System (B) eine Lésung 


c Ch» Son ’ 
mete tt, limba =O (A= 2,---m). 


§ 2. 
Die lineare Differenzengleichung m‘* Ordnung 
(©) -y(@+-m) + Pyy(e+-m—1) + Pry (@-+m—2) + --. 
+ Pnry(e@+1) + Pny(x) = 0 y 


habe als Coefficienten entweder Potenzreihen von - 


a, a; 
PRweatsotat::: (A=1,---m), 


welche convergiren, wenn |«| hinreichend gross ist, oder Functionen, 
welche fiir grosse positive Werthe von x durch divergente Potenzreihen 
asymptotisch dargestellt werden; in beiden Fallen ist, wenn unter x 
irgend eine ganze ee Zahl verstanden wird, 


(n) na 
@ , (a) 
Py=aqgt f+. 24, lima 0. 
Die Gleichung 
ae” + aa? +» Anse + On = 0 


habe m Wurzeln «,,...@m, deren absolute Betrige von einander und von 
Null verschieden sind; es sei 


ja,|> || >+--> | m| > 0. 
Die durch die Gleichungen 
y (2) = +++ + On; 
y (ee) = a + +++ nm (w= 1,---m—1) 
definirten Functionen w,,...w, geniigen den Differenzengleichungen 
w, (2+ 1) +--+ Wm (% 1) = 4,00, oF em m, 
a,W, nid - “+ GnWm il sili +n 


e w;(a+1) +--+ ie Nien 1) =a w,+-- +e Wm 


m—1 


a WwW (2+ 1) ++ Gin Wm (0+ 1)= — S (Pyar +. eee + Pus ty + Pm) Wu 


oder 





on 


a Wh 
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wi(el)—= DS) Pant, — (A= 1,---m) 
Me 











wo 
1 -1, &y> 1 1 
a “ee a oe a see a 
1 a—1? fe? a+t m 
m—2  .m—2 m—1 m—2 .m—2 
Oy ies a On no OE a 
. m1 ml _p,w-!. m1 | ml 
P. nae | ©) 1 9 1% P. m? O4y Onn 
Qu = 
1 
Se se, 
m—1 | m—1 
sae a 


ist. Setzt man 
bY 
Pian = Mn+ Qans Qin te + <i fe *y 


so geht a,, aus dem Ausdruck fiir P,, hervor, indem man P,,... Pr» 


durch @,,...@m ersetzt. Die Determinante, welche den Zihler von 


a, (42) bildet, verschwindet; denn, wenn man — a,0; | —-+++—Gm 


durch «;; ersetzt und den gemeinsamen Factor «, aller Elemente der 
4 Colonne vor die Determinante setzt, treten zwei gleiche Colonnen 
auf. Die Determinante im Zihler von a,, geht bei der gleichen Behand- 
lung in die mit @, multiplicirte Nennerdeterminante iiber. Es ist also 


az = &%, a, = 0 (AZu). 
Das System besitzt demnach die Form (A) 


wi(x+ 1) = mw +>) QiuW, (A,w=1,---m), 
wo : 
Qu = ~ + > i 
eine convergente oder asymptotische Reihe ist. Durch die Substitution 
a=— (A=2,---m) 


erhilt man ein System von der Form (B), welches durch die Reihen 


gna 4 BY. (A == 2,---m) 
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formell befriedigt wird. Unter » eine feste Zahl verstehend, hat man 
nach §1 die wn 





Conti , Santi 4: 
ei ae ee _ pee + a ? lim £3, ni = 0. 
Hieraus ergiebt sich auf Grund der Gleichung 


y (x+1) _ bs + Oly Zy il + On em 











y (2) t+a¢-°- +4, 
Die Entwicklung 
y (x +1) am Kia *att : din 
ya) ay «+= a .. “+> eH + yeh? Tim se41 == (), 
ry 
=«, bee 1 (te + Ht EH), lim as = 0, 
wo 
K, 
on — 


1 


ist. Bezeichnet man den reciproken Werth des convergenten unendlichen 
Productes 





a, 
ii0+5+---+ n+) 
mit (x), so ist 
y(«) = Caja" (2), 


wo C eine Constante darstellt. Setzt man 





ed Ga bass 4 Sti 














=] n Ly ° 
=+B+e+ —H + Fir lim ways = 0, 
— R, R, Riss 
~~ ead) + x(a-+1) (2@+2) - dilia x(a+1)--- (+n) 
Cnt . 
+ x(x-+1)-- - (a sn)? Kim @n41 = 0, 
so ist 
log P(x) = fo. 
Wegen ° 
1 v 
A: = — set ETS” 
w(a+1)---(#+»—1) a(a-+-1)---(@+ 7) 


*) Es ist AF(x) = F(a+1) — F(a). 





_ errs 
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n ist Ss 

2 metas ~ : 

= e+) @Fs) — eF) PrN) ° 
also ; 
| E R, R, Rus 
> fe) = 3a(a+1) +--+ oepgesy eters 
z fi } 
: eC» ' 

. * ' 


a(e+1)---(@+n—1)’ 
wo |@n4:| héchstens gleich dem durch » + 1 dividirten gréssten Werth 
ist, welchen | @,41| annimmt, wenn die Verinderliche gleich oder grésser 
als x ist; es ist demnach 
lim @n41 = 0. 
, ro 


Man kann wieder schreiben 


| 
; 
: 


= . S, 8. S,. 6, Md 
tens 4+3+ 4245 lim ¢, = 0, 
: « F 7} x z2=@ 





| woraus hervorgeht: 

: D 

| 2K C = 
O@)—ee R149 4---+ 24%, limy, =O. 


Setzt man, indem man die oben eingefiihrte Constante C = 1 annimmt, 
ys(@) = a a® (x) 

j und schreibt man C,, statt C,, um die Lésung y,(~) von anderen Lésungen 

der Differenzengleichung (C) zu unterscheiden, so hat man 


© . .@ Ci. , Min 
moja (14 Se 4 Sep... 4 te 4 Be), 
A x 
lim Vis = 0. 
§ 3. 
Wir weisen nach, dass die Differenzengleichung (C) m Lésungen 
Yiy--+Ym besitzt, fiir welche Darstellungen von der Form bestehen: 


P C Ci, Yan 
y= aa (Cy BE + x4 Ti), 
: x x 
lim yz, = 0 (A = 2,--+m). 





Fiir eine lineare Differenzengleichung 


y(@+1) + Py(x) =9, 
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wo P durch eine Reihe 
a+ . 4 a oe i 


asymptotisch dargestellt wird, ist dieser Satz giiltig, wie aus § 2 folgt,*) 
Wir nehmen an, er gelte fiir eine Differenzengleichung (m—1)'* Ord- 
nung, und zeigen, dass er dann auch fiir eine Differenzengleichung 
m“* Ordnung gilt. 


Wir verstehen unter y, das in § 2 nachgewiesene Integral von (C) 
und setzen 


a 


y= >) #(@); 


x 


dann geniigt z der linearen Differenzengleichung (m—1)‘* Ordnung 


(D) ee +-m—1) + Qe(e+m—2) + +--+ Qu2e(e+1) 





be + Qin—1 2 (a) = 0. 
Dabei ist 
7 ys (e-+-m—1) wne+e+h) | 

Qu—n—1 =1 + P, = ms (a-+-m) + =—* + Pr—p—1 Y; (a+ m) 

Wegen 
A 3 a 
im MED Gntys-) | 
ist 
ay py 
Bap —_ Tim Qm—y»—1 == 1 + - + 4 + —_ + oa : 


Die Gleichung 


' ie +- b, 5s “+ fact + Dn—2 B + Bone = 0 
hat die Wurzeln 
as on 
y=, +++ P= =, 
und zwar ist 
1>|B,|>--->|Bn| > 9. 
Da die Giiltigkeit des zu beweisenden Satzes fiir eine Differenzen- 


gleichung (m— 1)" Ordnung vorausgesetzt wird, so hat die Differenzen- 
gleichung (D) die m — 1 Integrale 





*) Man hat die Lésung 


” C, ©, . % 
ya ata (Cf—44..-+—%4—), limy,=0, 
x i a” L=w 
wo 
™ DOR. 
Qu —@, @O= a 


ist, wenn « von Null verschieden ist. 
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a = Bi x” (D+-, +. it 4 4), 
lim 82, = 0 (A = 2,---m m). 











rd- : Wir betrachten die folgenden m— 1 Integrale von (C): 
ing w 
=, > 21(2) (A = 2,---m). 
C) ° 
Aus 
d Ly Ov 1 - 
Apa = pra |B (1+-—)’ —1] 
ae ynI—V e— Tyr 
= Px [6 ~i} p= ae fy 
lim t,, = 0 
folgt, wenn man . 
ba 26 dill ! 
setzt, 
iL yO Bo— 
Y= 5 Px > 5 Me a 
2 
/ + ——,- —¥ Nrt-r + i? 52 Siw p* zs — . 
Driickt man hiernach ym, 4, ...%. durch 
BF ao? (v =0,1,---n) 
und ; 
> tnx Ba* — (v= 0,1,---n) ) 
aus, so erhalt man (unter Weglassung des Index 4) 
>) #(@) = Dyrig + Dyny +++ + Date + >? On Bex 
n- 2 x 
n- E oo 
7 E “n 
= px? (Z, + Sif fat) + Sepa, 
wo 
lim tz = 0 y 


ist. Setzt man 
a B22" = &, Bx", | 


so geht 





J. Horn. 


&, = pb uote Ps Tr (v) p° yo 
durch die Substitution 


vo=r2+w 
iiber in 


& = dD nlepupe (1 aa *)\~ 


Ist 6 eine beliebig kleine positive Grosse, so ist fiir «> x, 
| t(x)| <9, 


wenn 2, hinreichend gross genommen wird. Also ist fiir «> 2x > 1 
le,|<o a | B|" e!o—nllogt+v) — Js, 
0 


wo s endlich ist. Es ist demnach 


lim ¢, = 0. 


r>=@ 


Wenn man den Index 4 wieder einfiihrt, hat man 


ty 


Dr, 92» 


>< fio" (Dip tp .-. 4 as 4 





n= aia (C, 4+ +. +4 





oder 
n= 0) x hh (a+ Cry . -" x +> = 
lim yz, = 0 (A =2,---m). 


ee) 


g 4. 


Die Differenzengleichung (C) besitzt m Integrale y,,...y,, mit der 
Kigenschaft 


Y= (a+,), lim d, =0 (A =2,---m). 


Hieraus geht, da die absoluten Betriige von a;,...«,, verschieden sind, 
hervor, dass eine Relation 
Seno 


A 


mit constanten Coefficienten nicht besteht. Denn aus 


¢, (a, -+0,)" + ¢,(@,+6,) +---= 








fol 


las 


du 


~ 2 tt 2&2 






















Zur Theorie der linearen Differenzengleichungen. 189 


folgt, wenn man mit («,-++-0,)—* multiplicirt und # unendlich gross werden 
lasst, c, =O u. s. w. 

Bisher war » eine zwar zunichst beliebig gewahlte, aber dann fest- 
gehaltene Zahl. Wir wollen jetzt zeigen, dass die Integrale y, (A=1,---m) 
durch unendliche Reihen von der Form 
city it 4...) 
asymptotisch dargestellt werden. Wir setzen voraus, dass dieser Satz fiir 
eine Differenzengleichung (m—1)** Ordnung bewiesen sei, dass also die 


Functionen 2, (A=2,...m) asymptotisch dargestellt werden durch un- 
endliche Reihen 


= fie (D+ 4 TBE...) @a2,-m). 


Wir verstehen unter »’ eine beliebige ganze Zahl, welche die zuerst ein- 
gefiihrte Zahl » iiberschreitet, und bilden mit Benutzung dieser Zahl n’ 
die m linear unabhiingigen Lésungen von (C) 


Sy = aj af (+ (A = 2,---m) 


s 





Cas 4 Ta 
fof ae 4 Be), 


x 


Yi = 7 ahh (G + -=- 
lim iy = 0 (A= é. --mM) 


ebenso, wie friiher y, (A—=1,---m) mit Benutzung der Zahl » gebildet 
wurde. Dabei haben die Gréssen C,, C,,,...Ci, dieselben Werthe wie 
friiher, ebenso die Gréssen C),,--- Cj, (A=2,---m), da die gleiche An- 
nahme in Betreff der Gréssen Di, Diar,+++ Dan (A=2,-+++ m) gemacht 
wird. Es ist 

Ya = Yi HF Capa Yaya FE ° + em Yn- 
Wenn man fiir y; den angeschriebenen Ausdruck und 


Yu = (Gu +9;)%, Tim d,=0 (wat 4,---m) 


. setzt, so ist 


mm oa (G+ Be + Se 4 Be) 


«x 


+ > Cu (Gu + 9)" 


e=A+l 





oder, wenn 


Van = Pan’ +> (“2 nth), ean 


ie 
gesetzt wird, 
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C ; 
va = of a (C+ mm y.. + an’ iw 4 Tis), 


a™ 


lim yan = 0 eaten m) 


z2=@ 


fiir jede Zahl n’, w. z. b. w. 


In der Differenzengleichung 
(E) y(x-+-m) + a Piy(a@+m—1) + a Poy(a@+m—2)+--: 
+. alm—DE Pi y(a@+1) + a Pry(x) = 0 


sei k eine positive oder negative ganze Zahl (mit Einschluss der Null) und 


Rmatsee+-- (A=1,---m) 


eine convergente oder asymptotische Potenzreihe. Die absoluten Betrdge der 
Wurzeln a,,... mn der Gleichung 


a” + aya! +--+ + ani + An = 0 
seien von eimander und von Null verschieden: 
| %| > ay] >--- >| e@m| > 0. 
Wir bringen die Gleichung (E) auf die Form 
y (a-+-m) + (a+ m)* Pyy(a+-m—1) + (a+ m) (a@-+-m—1)* Poy (a@+-m—2) 
fost (etm) +1) Pay(@) = 0, 


f+ ..04 2a, 


eine Reihe von derselben Beschaffenheit ist wie P,. Durch die Sub- 
stitution 


wo 


y(x) = ¥'()-C@+by 
erhalt man die Differenzengleichung von der Form (C) 
y' (em) + Piy'(e+-m—1) +--+ + Pay'(e) =0. 


Demnach besitzt die Gleichung (EZ) m linear unabhiingige Lésungen 
Yi>+++Ym, Welche die asymptotischen Gleichungen 


yn ~ (Fath) of z apf (0; 4+. — - +. be ees - 


en ~oriy(a+ 24 — 
(d= 1,--0m) 




















und 


igen 
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erfiillen. Nun ist 
k k 
@+iy—e (145244 4..), 


log I (e7-++1) ~ (w+ 5) log 2 — # + log V2x 
B, B; 
Tiga -Taaet 
C(etl)~wa te “(oto+S eee ), 


wo ¢) = V2za ist. Hiernach ist, wenn man 


' k 
aty=e (=1,---m) 





tat 
ai w\** 2 alo , Ca , Gs 
n~(2)~ oe} 20 (c, +— at 4g 2 4....), 


y,(@+1) Ki, , Kis ~~ 
Si alt BB) dato 





Es ist noch zu zeigen, dass die Reihen 
ka i C C0 
Si = (£) a) (C, +- “ -+- => +-:-: +) 
die Differenzengleichung (E) formell befriedigen. Durch Einsetzen von 
ax \ke 1, C Cy 
_ soG elt star 
geht die linke Seite von (E) iiber in 
ke 
(F)“eractn (44 24 4+4.--); 


die Gleichungen G =O, G, =O ergeben bezw. w und @; C bleibt un- 
bestimmt, wihrend C,, C,,... aus den Gleichungen G,=0, G,=0,... 
berechnet -werden.*) Setzt man 


*) Man hat 


m 


G3 a = 0, 
t= 
m 1 ™m m 
b a ’ 
@ > } Aaya a +> -) k 2 e An—a & + > On—2 oe 0, 
=1 =1 4=0 


m 


(n—1)C,_, 2) n= — 
=1 


wo die rechte Seite die Grissen C,_,, C,_3, +++ enthiilt. 
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ka , Cc Cc 
wx y, (2) ale (CO, 4 22 4... 4 a2 4 en 
y=n—(2) de® (G++. 448+), 
lim Viz 0, 
zr=>n 
so nimmt die linke Seite von (E) die Form an: 


ee G G 
(=) wat" (Gy $B ix 4 Be), 


a” 





lim yin = 0. 


z2=o@ 


Die Gleichung (E) schreibt sich demnach 
G G 
Git tt-.- ++ =o. 
x a" a” 


Wir nehmen an, es sei G; = 0, Gai = 0,---+ Gant = 0; wenn man die 
Gleichung mit «" multiplicirt und x unendlich werden lisst, erhalt man 
Gan =. Demnach wird die Differenzengleichung (E) durch die Reihe 
S, (A=1,---m) formell befriedigt. 

Unter den am Anfang dieses Paragraphen ausgesprochenen Voraus- 
setzungen besitat die Differenzengleichung (E) m linear unabhiingige Lisungen 
Yi,--+ Ym, welche die asymptotischen Gleichungen 

ya~ S2 (A =1,---m) 
fiir grosse positive Werthe von x erfiillen, wenn 


tt C C 
S, = (2) “afa% (0, pat.) aed) 
die der Gleichung (E) formell geniigenden Reihen sind. 


Charlottenburg, 18. Marz 1899. 
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Ueber die eindeutigen quadratischen Transformationen einer 
Ebene. 


Von 


H. E. Trwerpine in Strassburg i. E. 





Die Cremona’schen Transformationen der Ebene stehen in engstem 
Zusammenhange mit einer besonderen Art von Connexen, und auf diesen 
Zusammenhang beziehen sich eine Reihe von Siitzen, welche Herr Guccia 
im ersten Bande der Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo mit- 
getheilt hat. 

Nach Clebsch*) wird allgemein ein Connex durch eine algebraische 
Gleichung zwischen Punkt- und Liniencoordinaten dargestellt, und zwar 
hat man anzunehmen, dass diese Gleichung hinsichtlich beider Coordi- 
natensysteme homogen sei. Dann driickt sie eine solche Beziehung 
zwischen den Punkten und geraden Linien der Ebene aus, vermége deren 
jeder Linie eine Ordnungscurve und jedem Punkte eine Classencurve zu- 
gewiesen wird. 

Geht nun durch eine Cremona’sche Transformation die gerade Linie: 


(«) Uy a, PF Uye, fF Uz x, = O 
iiber in die Curve n* Ordnung: 
(B) Uy Py (X) + UaPq(X) + Usps (x) = 0, 


so kann man diese letztere Gleichung offenbar auch als die Gleichung 
eines Connexes, und zwar erster Classe ansehen, und dieser Connex ist 
auf das innigste mit der Cremona’schen Transformation verkniipft. Wir 
wollen ibn der Einfachheit halber einen Cremona’schen Connex nennen. 
Betrachten wir in seiner Gleichung die Punktcoordinaten als constant, so 
stellt dieselbe den transformirten Punkt dar, sehen wir aber die Linien- 
coordinaten als constant an, so giebt sie die Curve, welche aus einer 
geraden Linie durch die Transformation hervorgeht. 


*) Man vergleiche fiir das Folgende, namentlich in Bezug auf die Differenzen der 
allgemeinen Theorie von unserem Specialfalle, die Darstellung Herrn Lindemann’s 
in seiner Herausgabe von Clebsch’s Vorlesungen tiber Geometric. 
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Schreiben wir nun die Gleichung ((): 


(y) Uy Yr + Ugo + Us¥3 = O, 
indem wir setzen: 
(8) (Yr» Yor Ys) = (Mi), H2@), Ps (x)), 


so kann man aus dieser Beziehung (0) und der Gleichung («) die Gréssen x 
eliminiren und gelangt so zu der Gleichung: 

(¢) v(u, y) =0 

eines neuen Connexes, welcher als der zu dem ersten inverse Connex be- 
zeichnet werden mige. Dann ist die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung, damit die Gleichung (#) einen Cremona’schen Connex darstellt, 
dass auch dieser inverse Connex von der ersten Classe ist. Er ist dann 
selbst ein Cremona’scher Connex, und seine Gleichung hat die Form: 


(8) Uy V1 (Y) + Ughe(y) + Uy dy (y) = 0, 
indem: 
(m) (21, Ly, LZ) = (YY), He), Hs) 


die Auflisung des Systems (0) reprisentirt, die in diesem Falle rational 
méglich ist. 

Die Curven des durch die Complexgleichung (8) dargestellten Curven- 
netzes haben eine gewisse Anzahl gemeinsamer vielfacher Punkte, und 
zwar geniigen die Multiplicitiiten +; derselben den Cremona’schen Be- 
ziehungen: 

(#) Zr? =n? —1, Lr, —3(n—1). 
Es giebt » + 2 Punkte, die durch die Cremona’sche Transformation un- 
geaindert bleiben und aus der Doppelgleichung: 
(:) Pr (@) __ 92(@) __ s(@) 

x, ws Xs 
zu bestimmen sind. Sie bilden mit den singuléren Punkten die Grund- 
punkte des Connexes. 

Die Bedeutung dieser Grundpunkte erhellt, wenn man die Haupt- 
coincidenz des Cremona’schen Connexes ins Auge fasst, die Gleichung (() 
also mit der Gleichung (@) zusammennimmt. Geometrisch ausgedriickt, 
heisst dies, dass man die Punktgruppen zu betrachten hat, die auf jeder 
geraden Linie durch ihre entsprechende Curve ausgeschnitten werden. 
Die Punkte dieser ,Hauptgruppen“ lassen sich auch dadurch definiren, 
dass sie durch die Cremona’sche Transformation aus Punkten derselben 
geraden Linie, auf der sie liegen, hervorgehen sollen. Durch den inversen 
Connex wird auf der geraden Linie eine zweite Hauptgruppe bestimmt, 
und dieser eben entspricht die erste in der Cremona’schen Transformation. 
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Um die beiden Gleichungen («) und (8) in eine einzige zusammen- 
guziehen, kann man in der letzteren entweder setzen: 


(x) (@, gy Uz) = (Uy Vy — Ug Us, Uy Vy — Uy Vy, Uy, — th, Vy) 
oder: 
ne (A) (Uy, Ma, Uy) = (Wey — yy, 12, —Xy2,, Lye, — 2,24). 
Im ersteren Falle werde sie geschrieben: 
(w) p(u, v) = 0, 
be- sie ist dann vom Grade x + 1 in den wu, vom Grade in den v. Sieht 
Be- man die letzteren Gréssen als variabel an, so stellt sie in Liniencoordi- 
lit, naten die Hauptgruppe der Geraden « dar. Durch die zweite Substitution 
_ aber wird die Gleichung (8): 
(v) U,2, + Uyey + Usiy =0, 
indem wir setzen: 
(0) (U,, Us, Us) = (#3 Pg @) — 22Hy 2), 1 Ps (2) — 1g PZ), Xe, (%) — 7, Hy (2). 
Sie stellt dann fiir constante 2 die gerade Linie dar, welche einen Punkt 
me mit semem entsprechenden verbindet. 
Sieht man aber die z als constant und die a als veriinderlich an, so | 
per stellt dieselbe Gleichung die Curve (n+ 1)" Ordnung dar, die von der 
= Hauptgruppe durchlaufen wird, wenn die zugehérige gerade Linie sich 
" um einen festen Punkt dreht. Diese Curven werden als isologische Linien 
bezeichnet, wir wollen sie einfach die Normalcurven des Connexes nennen. | 
Sie werden von je einem Strahlenbiischel mit dem entsprechenden Biischel | 
un- von Curven n'** Ordnung erzeugt. Der Scheitel des Strahlenbiischels kann 
ihr Pol, der letzte Grundpunkt des zugeordneten Curvenbiischels ihr | 
Gegenpol heissen. Sie enthalten alle Grandpunkte in der zugehdrigen i 
Multiplicitit, die »-+ 2 sich selbst entsprechenden Punkte einfach, und | 
wiih schneiden sich ausserdem zu zweien in den » Punkten einer Hauptgruppe. 
Jede Hauptgruppe bildet mit den Grundpunkten des Connexes zusammen | 
apt- die gemeinsamen Punkte eines Biischels von Normalcurven, und ihre zu- 
gehérige gerade Linie schneidet jede derselben ausserdem in ihrem Pole. | 
(6) Jed a : ene 
okt, eder Punkt gehért als Punkt einer Hauptgruppe einer einzigen geraden 
mn Linie an, und diese beriihrt in ihm die Normalcurve, von welcher er der 
na Pol ist. Die Tangente in dem Pol einer Normalcurve geht also durch | 
ren, den Punkt, aus welchem der Pol durch die Cremona’sche Transformation 
hen hervorgeht. 
aot Bewegt sich nun ein Punkt auf einer festen geraden Linie, so um- 
mt, hiillt die veriinderliche gerade Linie, auf der er zu einer Hauptgruppe 
hae gehért, eine Curve (m + 1)" Classe 2n** Ordnung, welche die feste gerade 
13* 
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Linie in allen » Punkten ihrer Hauptgruppe beriihrt. Die Gleichung 
dieser Curve findet man, indem man die Gleichung: 

w’) v(u, v) =0 

bildet, welche der Gleichung (u) fiir die umgekehrte Transformation (y) 
entspricht, und in ihr nicht die «, sondern die v als fest und die wu als 
verinderlich ansieht. Die Tangenten der durch die Gleichung (u) selbst 
dargestellten Curve hingegen erhilt man, indem man die Punkte der 
festen geraden Linie mit den Punkten verbindet, in die sie durch die 
Cremona’sche Transformation iibergehen. Durch diese geht die gerade 
Linie in eine Curve n* Ordnung iiber, die auf sie eindeutig bezogen ist, 
und die Verbindungslinien homologer Punkte auf beiden Linien umbhiillen 


dann jene Curve » +- 1'* Classe. Denn wenn wir aus den Gleichungen (a) 
und (8) zusammen mit: 


UX, > Ugh, + Vz3%, = O 
die Gréssen x eliminiren, so resultirt eben die Gleichung (uw). 

Auch die Normalecurven lassen sich auf eine einfache Art aus der 
umgekehrten Transformation finden, nimlich als Ort der Punkte, deren 
Verbindungslinien mit ihren entsprechenden Punkten durch einen festen 
Punkt, eben den Pol der Normalcurve, gehen, und so gelangte schon 
Cremona zu ihnen. 

Die Cremona’sche Transformation liasst sich mit ihrer Umkehrung 
durch eine einzige Gleichung reprisentiren, wenn wir die Gleichung der 
Curve, in welche durch sie irgend eine gerade Linie iibergefiihrt wird, in 
Liniencoordinaten aufstellen. Wir mégen so erhalten: 


(x) O(u, v) = 0. 
Diese Gleichung ist sowohl hinsichtlich der « wie der » vom Grade 
2(n—1). Sie stellt nicht bloss fiir constante w die Curve dar, in welche 
die Linie mit den Coordinaten u durch die vorgelegte Transformation 
iibergeht, sondern auch fiir constante v die Curve, in welche die Linie v 
durch die umgekehrte Transformation verwandelt wird. In der That 
miissen die Tangenten dieser Curve durch die vorgelegte Transformation 
selbst in solche Curven iibergehen, welche die Linie v beriihren. 

Lassen wir die « mit den v zusammenfallen, so erhalten wir eine 
Gleichung: 
(@) O(u) = 0 
vom Grade 4(m—1), die eine Curve von ebensolcher Classe darstellt, und 
diese Curve wird von allen den geraden Linien umbhiillt, in deren Haupt- 


gruppen zwei Punkte zusammenfallen, die also von ihren entsprechenden 
Curven beriihrt werden, und zwar bleibt es gleichgiiltig, ob man von der 
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vorgelegten Transformation oder ihrer Umkehrung ausgeht. Die Curve mége 
als die Hauptcurve bezeichnet werden. Von ihr ist jede gerade Linie, 
die ihre entsprechende Curve osculirt, eine Wendetangente, und jede Linie, 
die ihre entsprechende Curve doppelt beriihrt, eine Doppeltangente. Sie 
hesitzt so (18x—3g9—27) Wendetangenten und 4 {2x (n—6) + (e+ 13)} 
Doppeltangenten, wenn @ die Anzahl der Fundamentalpunkte bezeichnet. 
(Guecia, 1. c.) 

Die Haupteurve wird, als Curve der Ordnung (6” + @—3), von den 
Polen derjenigen Normalcurven erfiillt, die ausser den Fundamentalpunkten 
noch einen Doppelpunkt haben. Ihre Tangente finden wir dann jedesmal 
in der Verbindungslinie des Pols mit dem Doppelpunkte der zugehérigen 
Normalcurve. Durch jeden r-fachen Fundamentalpunkt geht die Haupt- 
curve (r-+-1) mal und durch die x-+ 2 sich selbst entsprechenden Punkte 
doppelt hindurch. Ausserdem aber besitzt sie 


n(17n + 69 — 63) + + e(@—7) + 46 


Doppelpunkte. So oft namlich eine Normalcurve ausserhalb der Funda- 
mentalpunkte noch zwei weitere Doppelpunkte erhilt, wird ihr Pol ein 
Doppelpunkt der Hauptcurve, und die Doppelpunktstangenten sind die 
Verbindungslinien dieses Pols mit den beiden Doppelpunkten der Normal- 
curve. Zu jedem der x + @ +- 2 Grundpunkte des Connexes gehért eine 
Normalcurve, welche ihn zum Pol hat. Diese geht durch ihn ebensooft 
hindurch wie die Hauptcurve und beriihrt von derselben in ihm alle Aeste. 
24(n—1) Normalcurven haben einen Riickkehrpunkt. Ihr Pol ist immer 
auch ein Riickkehrpunkt der Hauptcurve, und zwar geht die Riickkehr- 
tangente der letzteren durch den Riickkehrpunkt der Normalcurve. 

Die Punktgleichung der Hauptcurve erhialt man, indem man aus den 
drei Gleichungen: 


oU, oU, 6U, ‘ iain 
(6) ca a, + ja + 4s ja 9%; i=1, 2,3, 


die Gréssen x eliminirt. Eliminirt man aber die z, so stellt die resultirende 
Gleichung die Jacobi’sche Curve des Netzes der Normalcurven dar, naim- 
lich die Curve 3n‘** Ordnung, welche von den Doppelpunkten der einen 
solchen besitzenden Normalcurven erfiillt wird. Diese Curve ist auf die 
Hauptcurve eindeutig bezogen, indem je zwei zusammengehérige Punkte 
Doppelpunkt und Pol derselben Normalcurve sind. Sie geht durch jeden 
r-fachen Fundamentalpunkt (3r—1)-fach und durch die »-+-2 sich selbst 
entsprechenden Punkte doppelt hindurch. Ausser diesen Punkten schneidet 
sie jede Normaleurve in 4(m—1) Punkten, die Tangenten in diesen 
Punkten gehen alle durch den Pol der Normalcurve und sind gleichzeitig 
Tangenten der Hauptcurve. 
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Besonders wichtig sind die Anwendungen, die sich von diesen all- 
gemeinen Betrachtungen auf den speciellen Fall der quadratischen Trans- 
formationen machen lassen. Sie fiihren dann zu der Behandlung dieser 
Verwandtschaften, die bereits im Jahre 1873 durch Wilhelm Godt in 
seiner Inaugural-Dissertation*) angedeutet ist und deren hauptsiichliche 
Bedeutung in ihrem engen Zusammenhange mit den Aronhold’schen Unter- 
suchungen iiber die Doppeltangenten der Curve vierter Ordnung besteht. 
Sie fiihren auf einfache und natiirliche Weise zu den Formeln und Sitzen, 
die Aronhold seiner Theorie zu Grunde legt, und es mag deshalb vielleicht 
nicht iiberfliissig sein, noch einmal auf den Gegenstand zuriickzukommen, 
um ihn, vornehmlich in seinem analytischen Charakter, organisch zu ent- 
wickeln und in einzelnen Punkten zu ergiinzen. 


1. 


Als quadratisch bezeichnet man in der Ebene jede Punkttransforma- 
tion, durch welche alle geraden Linien in Kegelschnitte transformirt 
werden. Soll die Punkttransformation eindeutig sein, so miissen alle 
diese Kegelschnitte durch drei feste Punkte, die Grundpunkte der Trans- 
formation, gehen. Das Dreieck dieser Grundpunkte werde zum Grund- 
dreieck eines Systems homogener Punktcoordinaten gewihlt, iiber dessen 
Kinheitspunkt dann noch zu verfiigen bleibt. Ausserdem nehmen wir drei 
lineare Functionen der Punktcoordinaten 2,, 7, 2, an: 


X= HL, HF yyy + yy Vy, 
(1) Xy = Oyg%y  Oyg%y + Mey Xs, 
Xy = yy, TE lyg%y + gg Xs. 


Diese Functionen bestimmen ein zweites Dreieck, das Nebendreieck, fiir 
dessen Seiten sie einzeln gleich Null werden. Sie sind aber ihrerseits 
durch dieses Dreieck keineswegs vollstiindig bestimmt, sondern wir kénnen 
einen Punkt noch beliebig annehmen, fiir den sie alle drei einander gleich 
werden sollen. Dann sind sie aber bis auf einen gemeinsamen, constanten 
Factor, und vollstiindig bestimmt, wenn wir noch die Bedingung hinzufiigen, 
dass die Determinante: 


| yy My yy 
A= | Gy leg Ogg 

3 Hyg Chg | 
der Einheit gleich sein soll. 


Wir bestimmen nun die quadratische Transformation durch die folgende 


*) Ueber den Connex erster Ordnung und zweiter Classe, besonders § 11. 
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Beziehung zwischen den Coordinaten x,, 2,, 7, des urspriinglichen Punktes 
und denen ¥;, Y:, ¥; des transformirten Punktes: 


: 2's 
(2) (Ws Yor Ys) = (9 x9)” 
Diese Gleichungen ergeben nach 2,, 2, x, aufgeldst: 


(3) Wy Hy 2 Ly = (Ay Yo Yy + 2Y3 41 + 43 4; Yo) 
2 (oy Yo Ys + G29Y3 Ys + Ges Ys Yo) 
2 (51423 + 524341 + 39.41 Ye)» 


wo die a;, die Minoren der Determinante A bezeichnen. Hieraus ist un- 
mittelbar zu ersehen, dass jeder homogenen, linearen Relation zwischen 
den urspriinglichen Coordinaten «,, x, 2, die Gleichung eines Kegel- 
schnittes entspricht, der dem Grunddreieck umschrieben ist. 

Die Ecken des Nebendreiecks haben die Coordinaten 


(441 Gey M31) (M25 Goa» M32) (Ahs» A255 55): 

Geraden Linien, die durch einen dieser Punkte gehen, entsprechen wieder 
gerade Linien, die durch eine Ecke des Grunddreiecks gehen. Die Ecken 
beider Dreiecke sind so paarweise einander zugeordnet. Die Ecken des 
Nebendreiecks sind als singulire Punkte der Transformation anzusehen. 
Denn ihnen correspondiren nicht bestimmte Punkte, sondern jedesmal alle 
Punkte einer Seite des Grunddreiecks. Setzen wir niamlich beispielsweise 
in der Proportion (3) y, 0, so ergiebt sie 2, : 2 : %y == yy : May ? gy. 

Die Gréssen X,, X,, X, lassen sich als Coordinaten, bezogen auf das 
Nebendreieck, anschen. Setzen wir daher in (2): 


Yy = 1 Vy + ye Ye + ms Ys, 
(4) Yo = Myx Yy + aya Vy + ys Ys, 
Ys = Ms, Y, + gg Vy + ss Ys, 
so erhalten wir die Darstellung derselben Transformation in Coordinaten, 


die sich auf das Nebendreieck beziehen. Lésen wir dann aber die Glei- 
chungen nach Y,, Y,, Y; auf, so ergiebt sich: 


(5) Yy: Yq: Yy = (cy, Xp Xs + yy Xs X, + eg X, Xp) 

(yp Xp Xs + tty Xs X, + eHyy X, Xs) 

(3 Xq X3 + trys Xs X, + trys X, Xp). 
So zeigt sich, dass alle Kegelschnitte, die dem Nebendreieck umschrieben 
sind, in gerade Linien transformirt werden. Damit haben wir aber die 


Umkehrung der urspriinglichen Transformation gefunden. Bei dieser Um- 
kehrung tritt also das Nebendreieck an die Stelle des Grunddreiecks. 
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In der urspriinglichen Transformation, wie ihrer Umkehrung, ent- 

sprechen vier Punkte sich selbst, deren Coordinaten aus der Doppel- 
gleichung zu bestimmen sind 
(6) a, X, = 2, X, = 2, X;. 
Sie mégen die Hauptpunkte der Transformation heissen. Zusammen mit 
den Grundpunkten reichen sie zur Festlegung der Verwandtschaft gerade 
aus. Statt aus der Doppelgleichung (6) kann man sie auch als die ge- 
meinsamen Punkte der drei Kegelschnitte bestimmen: 


Lp X, — 1, X, = O, 
Lt, X, — x, X, = 0, 
a, X, — 4, X, = 0, 


die einem Biischel angehéren und die vier Hauptpunkte mit je einem 
Grundpunkte verbinden. 


2 


a 


Wie aus diesen Betrachtungen hervorgeht, wird eine eindeutige 
quadratische Transformation analytisch durch zwei Systeme homogener 
Coordinaten festgelegt, also durch zwei Dreiecke mit gewissen Einheits- 
punkten oder, nach der Moebius’schen Auffassung, durch zwei Massen- 
dreiecke. Jedes dieser Massendreiecke begriindet aber fiir sich eine in- 
volutorische quadratische Transformation. Es friigt sich nun, welche Be- 


deutung diese beiden besonderen Transformationen fiir unsere allgemeine 
Verwandtschaft haben. 


Setzen wir in den Gleichungen (2): 
_ — 1 1 1 
(4) (1, Y2, Ys) = (y, ee y:)» 
so finden wir: 
(8) (Vy, Ys’, Ys) = (Xi, Xe, Xs). 
So wird aber eine Collineation dargestellt. Es -lisst sich also aus dieser 
Collineation, die wir mit C bezeichnen wollen, und der involutorischen 
Transformation, J, die sich auf das Grunddreieck bezieht, die allgemeine 
quadratische Verwandtschaft @ zusammensetzen. Symbolisch ist 
(a) Q = CI. 
Fiir die Umkehrungen der quadratischen Transformation Q und der 
Collineation C folgt aus dieser Gleichung 

Q-! = IC. 


Setzen wir nun aber weiter: 


(7*) (ay, 23, n) = (2s 1 +), 
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wenden also die involutorische Transformation J sowohl auf die urspriing- 
lichen wie auf die durch die allgemeine quadratische Transformation Q 
verwandelten Punkte an, so gelangen wir zu der neuen, ebenfalls allge- 
meinen quadratischen Transformation Q,, in welche die urspriingliche Q 
durch J iibergefiihrt wird. Sie ist durch die symbolische Gleichung 


(c) Q, = 1QT 
definirt, aus der 

(d) , Q, = IC 
und fiir die Umkehrung 

(e) Q,—! = C-1I 


folgt, und stellt sich analytisch in der Form dar: 


(9) (2y'; Iq’, 2s) — (> ? Y Y): 
indem wir setzen: 
| Yi = Ay Hh’ + yo Yo + G3 93 
(10) | Ya) = Gy, 41" + ag Ye) + Aa3 Ys 5 
Vy) = 45,9; + G52 Yo + Ag3 Ys > 
oder in der Form: 
(11) Ya 2 Yo = Ys = (Oey, Hy’ Lg’ Chay Ws’ Hy’ ey 2’ -Xy’) 
2 (eygy' Wg’ yyy’ 24" ey 9X4' My’) 
2 (egy Ws’ Ogg Wg’ Hy’ e554" Wy’). 
Diese Proportion hat genau die Form (5). Nur ist das Nebendreieck 
durch das Grunddreieck ersetzt, an die Stelle dieses letzteren tritt dann 
ein neues Dreieck, das wir das zweite Nebendreieck nennen wollen. 
Wihrend durch die Collineation C das erste Nebendreieck in das Grund- 
dreieck iibergefiihrt wird, die Dreiecke immer mit ihrem Einheitspunkte 
oder den zugehérigen Massen zusammengenommen, geht durch dieselbe 
Collineation das Grunddreieck seinerseits in das zweite Nebendreieck iiber. 
Bezeichnen wir nun mit J die involutorische quadratische Trans- 
formation, die sich auf das Nebendreieck bezieht, so ist 


(f) J = CIC 

und sonach umgekehrt 

(g) I=C-'IC, 

und es ergiebt sich weiter 

(h) Q=JSC, Q'=C-V. 


Die Transformation Q wird durch J iibergefiihrt in 
(i) Q,=ISQI oder Q, = CJ, 
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und die umgekehrte Transformation Q-! wird durch J in die Umkehrung 
von Q, iibergefiihrt, nimlich in : 

(j) Qi=JQ-'J oder QF1=—ZJC-'. 

Analytisch wird die Transformation Q, und ihre Umkehrung in der Form 
dargestellt: 


(12) Xo: Kyi: Xs! = (yy Vo' Vs’ + ayy Ys’ Yy' + 4s Yi’ Yq’) 

2 (yy Yo’ Ys’ + Gyg Ys’ Yi + gs Y,’ Yy’) 

= (gy Ya’ Vs’ + gq Ys’ Yy’ + ass Y,' Y;’). 
Dies ist wieder die Proportion (3), nur dass sich jetzt die Coordinaten 
auf das Nebendreieck beziehen. 


3. 


Zu einer neuen und fruchtbaren Auffassung der quadratischen Trans- 
formationen gelangen wir, wenn wir sie nicht sowohl als eine Punktver- 
wandtschaft ansehen, wie als eine Beziehung zwischen den geraden Linien 
der Ebene und den Kegelschnitten, in welche dieselben transformirt werden. 
Wir gelangen dann erst mittelbar zu der eindeutigen Zuordnung der 
Punkte, indem wir eine gerade Linie sich um einen Punkt drehen lassen 
und dem Drehpunkte den vierten Grundpunkt des entsprechenden Kegel- 
schnittbiischels zuweisen. 

Dieses Kegelschnittbiischel ist auf das zugehérige Strahlenbiischel 
projectiv bezogen, und beide erzeugen mit einander eine Curve dritter 
Ordnung, die nothwendig durch die drei Grundpunkte der Transformation 
und ihre vier Hauptpunkte hindurchgeht. Diese Curve ist so durch den 
Scheitel des Strahlenbiischels, der natiirlich auf ihr liegt, eindeutig be- 
stimmt. Dieser Punkt midge ihr Pol heissen. Den vierten Grundpunkt 
des Kegelschnitthiischels, der ebenfalls auf ihr liegt, wollen wir ihren 
Gegenpol nennen. 

Durch je zwei zugeordnete Punkte geht eine einzige solche Curve, 
die wir der Kiirze halber als eine Normaleurve der quadratischen Trans- 
formation bezeichnen wollen. Umgekehrt enthilt jede Normalcurve nur 
ein Paar von Punkten, von denen der eine in den anderen durch die 
quadratische Transformation iibergeht, und diese beiden Punkte bilden 
ihren Pol und Gegenpol. 

Jede gerade Linie wird von ihrem entsprechenden Kegelschnitte in 
einem Paar von Punkten geschnitten, das sonach der geraden Linie in 
eindeutiger Weise zugeordnet ist, von dem aber auch jeder Punkt durch 
den anderen eindeutig bestimmt wird. Wir wollen die beiden Punkte als 
verbundene Punkte bezeichnen. Dreht sich dann eine gerade Linie um 
einen Punkt, so durchliuft das zugehérige Paar verbundener Punkte die 
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Normalcurve, deren Pol der Drehpunkt ist, und gleichzeitig liegt es stets 
mit dem Gegenpol der Normalcurve und den Grundpunkten auf einem 
Kegelschnitte. 

Durch zwei verbundene Punkte gehen wnendlich viele Normalcurven, 
die beiden Punkte bilden mit den drei Grundpunkten und den vier Haupt- 
punkten alle neun gemeinsamen Punkte eines Biischels von Curven dritter 
Ordnung. Alle diese werden von der Verbindungslinie der beiden ver- 
bundenen Punkte ausserdem in ihrem Pol geschnitten. Zwei von ihnen 
werden von dieser Verbindungslinie in je einem der beiden verbundenen 
Punkte beriihrt und haben ihn zum Pol. Der Kegelschnitt durch die 
Grundpunkte und die beiden verbundenen Punkte schneidet jede Normal- 
curve des Biischels ausserdem in ihrem Gegenpol. Speciell haben zwei 
Curven je einen der verbundenen Punkte zum Gegenpol und werden in 
ihm von jenem Kegelschnitte beriihrt. 


4. 


Eine gerade Linie kann insbesondere von ihrem entsprechenden Kegel- 
schnitte beriihrt werden. In dem Beriihrungspunkte vereinigen sich dann 
zwei verbundene Punkte und die gerade Linie wird in ihm von unend- 
lich vielen Normalcurven beriihrt. Unter diesen ist eine, welche in dem 
Punkte keine eigentliche Beriihrung mit der geraden Linie hat, aber durch 
ihn doppelt hindurchgeht. In dem Punkte, in welchem die gerade Linie 
von dieser Curve ausserdem noch geschnitten wird, nimlich dem Pol dieser 
letateren, wird sie von einer unendlich benachbarten geraden Linie ge- 
troffen, welche die gleiche EKigenschaft hat, von ihrem entsprechenden 
Kegelschnitte beriihrt zu werden, wie man folgendermassen erkennt. 

Von dem Pol irgend einer Normaleurve gehen an diese noch vier, 
anderswo beriihrende Tangenten. Von denselben fallen, wenn die Normal- 
curve einen Doppelpunkt hat, zwei in die Verbindungslinie mit dem 
Doppelpunkte zusammen. Diese Tangenten sind aber Linien, die von 
ihrem entsprechenden Kegelschnitte beriihrt werden. Die Curve, die diese 
Linien wmhiillen, ist demnach von der vierten Classe, und dieselbe Curve, 
die ,,Haupteurve* der Transformation, wird, als Punktort aufgefasst, von 
den Polen der rationalen Normalcurven gebildet. 

Die Punkte, in welchen jene Linien von ihren entsprechenden Kegel- 
schnitten beriihrt werden, bilden die Curve sechster Ordnung, welche die 
Doppelpunkte der rationalen Normalcurven erfiillen. Diese Curve, die 
Jacobi’sche Curve des Netzes der Normalcurven, mége die Ordnungscurve 
der Transformation heissen. Sie geht durch die drei Grundpunkte und 
die vier Hauptpunkte doppelt hindurch und hat keine weiteren singuliiren 
Punkte. 
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Jede Normalcurve schneidet sie ausser den Grund- und Hauptpunkten 
noch in vier Punkten; die Tangenten der Normalcurve in diesen vier 
Punkten sind gleichzeitig Tangenten der Hauptcurve und treffen sich alle 
vier in dem Pol der Normalcurve. Jene vier Schnittpunkte mit der 
Ordnungscurve liegen demnach auf einem Kegelschnitte, welcher die 
Normaleurve in ihrem Pole beriihrt und durch den je zwei verbundene 
Punkte auf ihr harmonisch getrennt werden. 

Die Hauptcurve ist auf die Ordnungscurve Punkt fiir Punkt eindeutig 
bezogen, derart dass die Tangente in einem ihrer Punkte durch den m- 
gehérigen Punkt der Ordnungscurve geht und dort von ihrem entsprechen- 
den Kegelschnitte beriihrt wird. Dieselbe Beziehung kann man aber auch 
so herstellen, dass man dem Pol einer jeden rationalen Normalcurve, als 
Punkt der Hauptcurve, den Doppelpunkt der Normalcurve, als Punkt der 
Ordnungscurve, zuweist. Die Verbindungslinie beider Punkte beriihrt in 
dem Pol die Hauptcurve. 

Unter den rationalen Normalcurven sind inshesondere vierundzwanzig, 
welche einen Riickkehrpunkt besitzen. Die Pole derselben sind Riickkehr- 
punkte der Hauptcurve und die Riickkehrtangente findet man jedesmal, 
indem man den Riickkehrpunkt der Hauptcurve mit dem Riickkehrpunkte 
der zugehérigen Normalecurve verbindet. 

Besonders zu beachten sind auch die sieben Normalcurven, die durch 
einen Grundpunkt oder Hauptpunkt doppelt hindurchgehen. Diese ent- 
sprechen den sieben Fallen, in denen der Scheitel eines Strahlenbiischels 
in einen Grundpunkt des zugehérigen Kegelschnittbiischels riickt. Sie 
haben ihren Doppelpunkt gleichzeitig zum Pol, und derselbe bildet mit 
irgend einem Curvenpunkte zusammen ein Paar verbundener Punkte. Er 
ist gleichzeitig ein Doppelpunkt der Hauptcurve und der Ordnungscurve, 
und zwar legen sich alle drei Curven in diesem Doppelpunkte mit beiden 
Aesten an einander an, so dass die Doppelpunktstangenten ihnen allen 
gemeinsam sind. 

Es kommt einundzwanzigmal vor, dass eine Normalcurve in eine 
gerade Linie und einen Kegelschnitt zerfallt. Die gerade Linie verbindet 
dann zwei aus der Gruppe von sieben Punkten, die aus den Grundpunkten 
und Hauptpunkten besteht, wihrend der Kegelschnitt allemal durch die 
fiinf iibrigen dieser Punkte geht. Der Pol dieser zerfallenden Normal- 
curven liegt jedesmal auf dem Kegelschnitt, ihr Gegenpol auf der geraden 
Linie. Verbindet man zweimal zwei unter den sieben Punkten durch 
gerade Linien und mit den noch iibrigen drei Punkten durch Kegelschnitte, 
und dann den vierten Schnittpunkt der beiden Kegelschnitte mit dem 
Schnittpunkte der beiden Geraden, so trifft diese Linie jeden der beiden 
Kegelschnitte ausserdem in dem zugehérigen Pole. 
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Mit Riicksicht auf die quadratische Transformation lassen sich die 
zerfallenden Normalcurven so kennzeichnen: Es kommt einundzwanzigmal 
vor, dass ein Strahlenbiischel zu dem ihm entsprechenden Kegelschnitt- 
biischel perspectiv ist, indem beide zu derselben geraden Punktreihe per- 
spectiv sind, und mit einander die gerade Linie, die diese Punktreihe 
triigt, und ausserdem einen Kegelschnitt erzeugen. Die gerade Linie 
enthalt dann immer zwei von den Grund- und Hauptpunkten, und der 
Kegelschnitt die anderen fiinf. Die einundzwanzig Scheite! dieser Strahlen- 
biischel wollen ‘wir die Nebenpunkte der quadratischen Transformation 
nennen, sie sind Doppelpunkte der Hauptcurve, und zwar gehen die 
Tangenten in diesen Doppelpunkten immer durch die beiden Punkte, in 
denen sich Gerade und Kegelschnitt der zugehérigen, zerfallenden Normal- 
curve schneiden. 


5. 
Die gerade Linie: 
(13) U2, + Uy Ly + Usx, = O 
geht durch die quadratische Transformation in den Kegelschnitt iiber: 
(14) U,%,%; + U, 4,2, + Us2,7, = 0, 


indem wir setzen: 
Uy = Ay, F agp lg + ay, Uy, 
(15) Uy = Aygtty + Aggtty + Aggy, 
Us = dystty + Aggy Ogg Us. 
Wollen wir nun die beiden Punkte, in denen die gerade Linie von 
ihrem entsprechenden Kegelschnitte getroffen wird, in Liniencoordinaten 


t, %, Us darstellen, so haben wir in der Gleichung des Kegelschnittes 
einzusetzen: 


(1, %y, Xy) = (Ug Vy — UgUg, Uy Vg — Ug %, Uy 0, — Uy Vg), 


dann geht sie in die folgende Form iiber: 


U;, (tig 0y — Uy Vg) (Ug 0, — Uy Us) 
(16) + U,(usv, — Uy) (Uy 0, — Uy %,) 
+ Us (u, 3 — Ug?) (Ug¥3 — Ug 0.) = 0. 


Diese Gleichung stellt in der That, da fiir (v,, vy, v5) = (e, Uy, Uy) 
die Function auf ihrer linken Seite sammt den partiellen Ableitungen 
verschwindet, ein Punktepaar der geraden Linie (13) dar. Sie lisst sich, 
ausgerechnet, auf die Gestalt bringen: 
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2 
, T&M T Us 
uy U, “ + (u,T, —%,U, — UU) 2° 


Uy Us 


+ uy, U, 3; Us ms + (u, U, — usU; — u, U;) ~ 


+ uyU, 25+ (40, — m0, — ul Jy) 178 —= 0. 


U, Uy 
Die linke Seite dieser Gleichung wird das Quadrat- einer linearen 
Function, wenn: 
u, U, — UU, — uy U3 = 2 Wu, Uy - ug 0 imUs, 
ut, Uz — usU, — u,U, = 2 Vg 0, - u, l 
us U, — u,U, — uy U, = 2 Wu, U, - ae. 


Diese drei Bedingungen sind aber der einen iiquivalent: 


(17) Vu, U, + Vu, + Vug0; = 0. 

Wenn die Coordinaten einer geraden Linie dieser Gleichung geniigen, so 
wird sie von ihrem entsprechenden Kegelschnitte beriihrt und die Coordi- 
naten des Beriihrungspunktes sind: 


(18) (<t,, ap, 2») -(V3, ] /s V2). 


6. 


Um nun die Gleichung der Normaleurve zu finden, die zu einem 
bestimmten Punkte als Pol gehért, hat man nicht, wie es das niichst- 
liegende wire, von Coordinaten auszugehen, die sich auf das Grund- 
dreieck beziehen, sondern von solchen, denen das Nebendreieck zu Grunde 
liegt. Seien in diesem Systeme Z,, Z,, Z, die Coordinaten des gegebenen 
Poles, dann ist: 

4,Z, + 4,2, + 4,2, =0 
die Bedingung dafiir, dass die gerade Linie: 

A,X, + A,X, + A,X, = 0 
durch diesen Pol geht. Die Gleichung des der geraden Linie entsprechenden 
Kegelschnittes ist aber: 

4,¥, + A, Y; + 4, ¥; = 0, 
wenn die Gréssen Y durch die Beziehung (5) bestimmt werden. Hieraus 
ergiebt sich die Gleichung der Normalcurve zuniichst in der Form: 


xX, xX, X; 
Y, ¥% ¥;|=0. 
SS 


(19) 
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Nun setzen wir aber fiir die X die Werthe 


4312: 
%" Y2’ Ys 


ein, oder da es auf die Bezeichnung der Veriinderlichen ja nicht an- 
kommt, machen wir: 


r 1 1 1 
(Y%, ¥, Y;) ii (=> 2? z) 
so erhalten wir die Gleichung der Normalcurve: 
(20) 2,2, (,Xy— a Xs) + Z, Hy (wg X3— x, X,) + Zy xs (x, X, — x, X,) = 0 
in der Form, wie sie Aronhold (I. ¢. pag. 508), nur in der reciproken 
Gestalt, benutzt. Aus dieser Form geht sofort hervor, dass die Normal- 


curve die drei Grundpunkte und vier Hauptpunkte enthilt. 
Die drei zerfallenden Curven: 


U, = 4, (w, X, — a X;) = 0, 
(21) U, = a (#5 X,— x, X,) = 0, 
Us = ws (#, X, — a, X,) = 0 


sehen wir als die Grundcurven des Netzes der Normaleurven an. Be- 
trachten wir U,, U,, Us; als die Coordinaten der Punkte in einer neuen 
Ebene , so steht diese in einer ein-zweideutigen Beziehung zu der 
urspriinglichen Ebene ¢, so dass ihren geraden Linien in dieser die 
Normalcurven entsprechen. Die Gréssen U geniigen den beiden Gleichungen: 


U, 2%, + U,a,2, + U2, 2, = 0, 
U,X, + U,X, + U;X; =0, 
aus denen sie selbst sich eindeutig, die « aber zweideutig berechnen 
lassen. 

Setzen wir in die letztere Gleichung fiir die X ihre Ausdriicke in 
den x ein, so wird sie: 


(22) 


(22*) U, XL, + UX, + Ux, = O 
fiir: 

Uy = 0, U, + ey: Uz + &%3 Us, 
(23) Uy = Oy, Uy + tag Uz + Gag Us, 


Us = tg, U, + tga U, + tig Us. 


Genau das gleiche System von Substitutionsgleichungen geht aber aus 
(15) durch Auflésung hervor. Die in Rede stehende Verwandtschaft 
wird sonach hergestellt, indem man die geraden Linien der urspriing- 
lichen Ebene ¢ den Punkten der Ebene 7 reciprok entsprechen lisst und 
diesen Punkten gleichzeitig die Punktepaare der Ebene ¢ zuweist, in 


ee amen 
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denen jedesmal die zugehérige gerade Linie von dem ihr in der quadra- 
tischen Transformation entsprechenden Kegelschnitte getroffen wird. 


Der Ordnungscurve in der Ebene ¢ ist in der Ebene y eine Curve 
vierter Ordnung: 


(24) Vu, U, + Vlg U; + Vs U; = 0 


Punkt fiir Punkt eindeutig zugeordnet. Diese Linie trennt diejenigen 
Punkte, denen reelle Punktepaare in der Ebene ¢ entsprechen, von denen, 
za welchen imaginiire Punktepaare gehéren. 

Geniigen die Coordinaten eines Punktes in der Ebene ¢ noch einer 
linearen Gleichung: 








0,2, + UpLy + 3%, = 0, 


so ergiebt sich aus dieser und (22*): 
(&y) gy Uy) = (Ugg — gg, Uy Vy — Myr, , Uy, — Uy Vp). 


Setzen wir aber diese Werthe in die erste der Gleichungen (22) ein, so 
geht sie genau in die Form (16) iiber, indem wir jetzt die v als constant 
und die « als veriinderlich anzusehen haben. In der Ebene « stellt die 
Gleichung unter dieser Voraussetzung die Curve dritter Classe dar, welche 
die Verbindungslinien der Punkte auf der Geraden v und ihrer ver- 
bundenen Punkte umbhiillen und die von v selbst doppelt beriihrt wird. 
In der Ebene » aber stellt die Gleichung die rationale Curve dritter 
Ordnung dar, welche der Linie v in der ein-zweideutigen Verwandtschaft 
entspricht. Diese Curve geht durch den der Linie v reciprok zugeord- 
neten Punkt doppelt hindurch und beriihrt die Grundcurve vierter Ord- 
nung in den sechs Punkten, die den Schnittpunkten der geraden Linie v 
mit der Ordnungscurve entsprechen. Indem man also die v als Linien- 
coordinaten in ¢ und die uw als Punktcoordinaten in y ansieht, kam 
sonach die Gleichung (16), die, in der reciproken Gestalt, bei Frobenius 
(Crelle’s Journal, Band 99, Seite 284 ff.) eine grosse Rolle spielt, als der 
Ausdruck der ein-zweideutigen Verwandtschaft gelten. Geht man in 
reciproker Weise von Liniencoordinaten Z oder z in y und Punktcoordi- 
naten X oder x in € aus, so wird die Verwandtschaft ebenso durch die 
Aronhold’sche Gleichung (20) dargestellt. Im Uebrigen ist sie schon so 
ausfiihrlich behandelt worden, dass es nicht angebracht ist, niher darauf 
einzugehen. Man vergleiche insbesondere Clebsch in Band 3 der Math. 
Annalen, Seite 53 bis 60, de Paolis in den Atti della R. Accademia dei 
Lincei vom Jahre 1878 und Noether in den Abhandlungen der kgl. 
bayerischen Academie 1889. 
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7. 
Die Gleichung der Hauptcurve in Liniencoordinaten haben wir oben 

bereits ermittelt. Sie lautet: 
(17) Vu, U, + Vus Uy + Vas Us = 9. 
Die Gleichung der Ordnungscurve in Punktcoordinaten finden wir, da sie 
die Jacobi’sche Curve des Netzes der Normalcurven ist, indem wir die 
Functionaldeterminante t der drei Functionen 

U, = &, (% X, — x3 Xs), 

U, = x(a, X,;—2,X,), 

Us = ws (x, X, — x, X,) 
gleich Null setzen. Wir haben zuniichst: 








(19% — C433) ay ay Xq (Cty y—Olyg Xs) X, +X, Xy, (gy y—Ugy Ly) X,—a, Xi 
| —ax, Xz, 
r= (013% 3—€y1 ©, )ay— Ay Xj, (yg yey X,)Xy+-Hy Xz (Uyg%y—Ulg 1), Xy 
—a,X,, 
(441 Fy —Oy9%y) Hy +-2'g Xy, (yy Ty —Clyg Wy) y— ay Ny, (egy Ly — Weg Wy) Ly, X, 
| —1, Xz 


und erhalten weiter durch Ausrechnung: 


(25) T= — 4 (y Xy—ag Xs) (yy Hy Hy + yy Xp, +-AygX, Xp) 
Hg, (H Xy— a, Xy) (yy Ly My + Aggy Hy + Ogg X, Ly) 
ys (a, X, — ay Xy) (gy ys + Ago Hy, + Ay5X, Ty) 
+ a, (w, X, —ay Xy—x, Xs) (04, Uy +e Uz +43 Us) 
+ (x, X,—arg Xs —aX, Xy) (egy Uy + eegy Uz + tty Us) 
+ as (a3 X3;—a, X, —a, Xy) (Ws, Uy + eeyg Uy + e453, Us). 


8. 


Die 21 Nebenpunkte zerfallen in drei Gattungen, jenachdem die 
mgehérige gerade Linie zwei Grundpunkte, oder einen Grundpunkt mit 
einem Hauptpunkt, oder zwei Hauptpunkte mit einander verbindet. 

Die Nebenpunkte ger ersten Gattung sind die Ecken des Neben- 
dreiecks. Ist die quadratische Transformation nicht durch Grund- und 
Nebendreieck, sondern, wie wir annehmen wollen, durch die Grund- und 
Hauptpunkte gegeben, so sind die Coordinaten dieser drei Nebenpunkte 
noch zu berechnen. Seien nun 


2,3 


al), a, a®, i=Q@,1,2, 
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die Coordinaten der vier Hauptpunkte, auf das Grunddreieck bezogen, und 
A, AY, AY, t=0,1,2,3 


ihre Coordinaten, auf das Nebendreieck bezogen, so kénnen wir wegen 
der Doppelgleichung (6) annehmen, es sei allgemein: 


(26) a AO = 1, 


Sind dann w,, u,, us Liniencoordinaten, die sich auf das Hauptdreieck, 
und U,, U,, U; solche, die sich auf das Nebendreieck beziehen, so kénnen 
wir ferner die Identitiiten ansetzen: 

apu, + aPu, + afus = (AP U, + APU, + AP Us) 
oder, indem wir @ = — 1 machen:*) 
(27) a®u,+ afu,+ aPu,4+A9U,+APU,+A9U,=0, i=0,1,2,3, 
von denen eine eine Folge der iibrigen sein muss. Denken wir uns diese 
Gleichungen dann nach U,, U,, U; aufgelést, so sind 
(28) U,=90, U,=0, U;=0 , 
die Gleichungen der drei Nebenpunkte erster Gattung. 

Die Gleichungen der zwiélf Nebenpunkte zweiter Gattung sind: 

Ai) Uo -t- af) uf +- al uf = 0, 
(29) | au? + APU + aPup —0, i= 0,1,2,3. 

au? + au? + 49 UY =o, 
Die auf das Grunddreieck bezogenen Coordinaten der sechs Nebenpunkte 
dritter Gattung ergeben sich wie folgt: 


(30) SS ee nl 
ay) af? — af af)” af al? — af af” af) af? — af af 





Bilden i, j, k, 1 allemal eine Permutation der Indices 0, 1, 2, 3, so hat 
man die sechs Identititen: 
(31) (af af — af? af) (AP AY — AQ AY) 

+ (a) af — af ay?) (4.49 — AP AQ) 

+ (af af — aP af) (49.4? — AP AP) = 0, 
von denen drei eine Folge der iibrigen sein miissen. Dieselben driicken 
aus, dass jeder dieser sechs Nebenpunkte auf dem Kegelschnitte liegt, 


der jedesmal die beiden nicht zu dem Nebenpunkte gehérenden Haupt- 
punkte mit den drei Grundpunkten verbindet. 


*) Man vergleiche das Vorlesungsfragment von Riemann in seinen gesammelten 
Werken, ferner H. Weber, Theorie der Abel’schen Functionen vom Geschlecht 3, und 
Cayley in Crelle’s Journal, Band 94. 
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9. 


Es ist beachtenswerth, dass mit jeder quadratischen Punkttransfor- 
mation in einfacher Weise eine quadratische Linientransformation ver- 
kniipft ist. 

Geht niimlich durch eine quadratische Punkttransformation die gerade 
Linie: 


(13) U, 2, + Uy%y + Ux, = 0 
tiber in den Kegelschnitt: 
(14) U, XH + U,aya, + Usa, x, = 0, 


wo: 
Uy = Gy, Uy FF gy My + Mg, Us, 
(15) Uy = yg tty + Aggy + Agy tts, 
Us = G3 Uy + Aggttg + Ogg Ug, 


so hat man zu beachten, dass dem Kegelschnitte, sofern er zusammen 
mit dem ihm einbeschriebenen Hauptdreieck betrachtet wird, eine be- 
stimmte gerade Linie zugeordnet ist, nimlich die folgende: 


99) a, ws 
(32) et+et+y—o. 
Diese Linie trifft jede Seite des Hauptdreiecks in demselben Punkte, in 
dem sie die in der gegeniiberliegenden Ecke an den Kegelschnitt gelegte 
Tangente schneidet. 

Diese Linie ist nun eindeutig der urspriinglich gegebenen zugewiesen, 
und zwischen den Coordinaten beider besteht die Beziehung: 


1 1 1 
(33) (%, Uy) Us) = ta U,’ u,) ? 


indem wir mit %,, 0, v, die Coordinaten der transformirten Linie und 
mit U,, U,, U,; die oben angegebenen linearen Functionen der urspriing- 
lichen Coordinaten bezeichnen. 

Die Analogie dieser Linientransformation mit der erstbetrachteten 
Punkttransformation liegt auf der Hand. Man hat in den Formeln nur 
die Punktcoordinaten durch Liniencoordinaten, oder umgekehrt, und die 
Coefficienten durch die adjungirten Minoren zu ersetzen, um von der 
einen zur anderen iiberzugehen. Haupt- und Nebendreieck sind fiir beide 
dieselben. Ebenso wie die Punkttransformation vier Hauptpunkte hat, 
besitzt die Linientransformation vier Hauptlinien, die durch sie ungeiindert 
bleiben und aus der Doppelgleichung zu bestimmen sind: 


(34) 


a, U, = u, U, = u, UV. 





| 
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Durch die Linientransformation ist jedem Punkte ein Kegelschnitt 
zugeordnet, dessen Tangenten den Strahlen des Punktes entsprechen. 
Dieser Kegelschnitt ist dem Hauptdreieck immer einbeschrieben. Ver- 
bindet man seine Beriihrungspunkte mit den Seiten und den gegeniiber- 
liegenden Ecken des Dreiecks, so schneiden sich diese drei Verbindungs- 
linien in dem Punkte, der dem gegebenen Punkte in der zugehdrigen 
Punktverwandtschaft zugeordnet ist. So gelangt man von der Linien- 
transformation wieder zu der Punkttransformation zuriick. 

Die Punkte, die bei der Linientransformation auf ihrem zugehdrigen 
Kegelschnitte liegen, erfiillen eine Curve vierter Ordnung, die Haupt- 
curve der Transformation, deren Gleichung lautet: 


(35) Va, X, + VtqXy + V5 X, = 0. 

Von ihren 28 Doppeltangenten werden 7 durch die Grund- und Haupt- 
linien der Transformation gebildet. Die 21 iibrigen bezeichnen wir als 
Nebenlinien der Verwandtschaft. Drei von ihnen sind die Seiten des 
Nebendreiecks und beriihren jede mit der entsprechenden Seite des Grund- 
dreiecks und den vier Hauptlinien denselben Kegelschnitt. Diese nennen 
wir Nebenlinien erster Gattung. Die zwélf Nebenlinien zweiter Gattung 
beriihren mit je drei Hauptlinien und zwei Grundlinien zusammen den- 
selben Kegelschnitt, und die sechs Nebenlinien dritter Gattung endlich 
je einen Kegelschnitt, der dem Grunddreieck einbeschrieben ist und je 
zwei Hauptlinien beriihrt, wihrend er gleichzeitig in der oben angegebenen 
Weise zu dem Schnittpunkte der beiden anderen Hauptlinien gehiért. 








10. 


Mit der quadratischen Punkttransformation und der zugehdérigen 
Linientransformation ist in gewisser Weise ein Netz und eine Scharschar 
von Kegelschnitten verbunden. 

Die drei Paare homologer Seiten des Grund- und Nebendreiecks be- 
stimmen nimlich als drei zerfallende Linien zweiter Ordnung ein Netz 
von Kegelschnitten, und ebenso die drei Paare homologer Ecken als 
singulire Curven zweiter Classe eine Scharschar von Kegelschnitten. Zu 
dem Kegelschnittnetz gehért das Biischel der Kegelschnitte, die durch 
die Hauptpunkte der Punktverwandtschaft gehen, und zu der Scharschar 
die Schar der Kegelschnitte, welche die Hauptlinien der zugeordneten 
Linienverwandtschaft beriihren. 

Der Scharschar gehéren ferner die sechs Nebenpunkte dritter Gattung 
der Punkttransformation zu Paaren als singuliire Curven an, und dem 
Kegelschnittnetz die sechs entsprechenden Nebenlinien der Linientrans- 
formation paarweise als zerfallende Curven. Die sechs Schnittpunkte der 
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sechs Linienpaare, die so zu dem Netz gehéren und aus Haupt- und 
Nebenlinien der quadratischen Linientransformation bestehen, liegen auf 
einem Kegelschnitte, und analog umhiillen die Verbindungslinien der ent- 
sprechenden Punktepaare der Scharschar einen anderen Kegelschnitt. 

Die Hauptcurve vierter Ordnung der Linienverwandtschaft wird von 
einem quadratischen Kegelschnittbiischel in dem Netze umhiillt, und die 
Hauptcurve vierter Classe der Punktverwandtschaft von einer quadratischen 
Kegelschnittschar in der Scharschar. 

Das Netz sowohl wie die Scharschar besitzt eine Jacobi’sche Curve, 
die von den Schnittpunkten der Linienpaare erfiillt oder den Verbindungs- 
linien der Punktepaare umhiillt wird, und eine Hermite’sche Curve, die 
von den Linienpaaren umhiillt oder von den Punktepaaren erfiillt wird. 
Fiir die Gleichung der Jacobi’schen Curve des Netzes finden wir nach 
Aronhold die folgenden beiden Formen: 








Ly Xe x 
a 
(36) 
a, a + yy = a +1=0, 


wid fiir die Gleichung der Hermite’schen Curve: 
[ “ZH + + ay 73 U, + ts G = 1, 


U, 
whens A ergy OO me I. 


39 Us Us 


(37) 


Die Gleichnng der Jacobi’schen Curve der Scharschar nimmt die folgenden 
Gestalten an: 


Uy U U, U 
| « 11 U.U, +c Ase th: + “= > ee ae, 


U,Us U, U; 
| «,, 2% 38 Tu, + ess “i lanai 


ud die Gleichung der Hermite’schen Curve: 


(38) 





x x x 
[in x Fe + ee x = 1, 


(39) 
. xX xX xX 
| aay 2 + ag 22 + ayy 2 1. 
Von der Jacobi’schen Curve Von der Jacobi’schen Curve 


dritter Ordnung des Netzes sind so- dritter Classe der Scharschar sind 
fort neun Punkte bekannt, die sie sofort neun Tangenten bekannt, die 
vollstindig bestimmen. Nimlich die _ sie vollstindig bestimmen. Némlich 
Paare entsprechender Seiten des die Verbindungslinien der Paare ent- 
Grund- und Nebendreiecks schneiden sprechender Ecken des Grund- und 
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sich in drei Punkten, und die Neben- 
linien dritter Gattung der Linien- 
transformation paarweise in drei 
weiteren Punkten, die alle auf der 
Curve liegen. Ferner aber geht die- 
selbe durch die Diagonalpunkte des 
von den Hauptpunkten der Punkt- 
transformation gebildeten Vierecks 
hindureh. 

Aus den zwélf Nebenpunkten 
zweiter Gattung der Punktverwandt- 
schaft lassen sich weiter in be- 
stimmter Weise drei Vierecke bilden, 
deren Diagonalpunkte auf dieser 
Curve dritter Ordnung liegen. 

Die Hermite’sche Curve dritter 
Classe des Netzes beriihrt die Seiten 
des Grund- und Nebendreiecks und 
ausserdem die Verbindungslinien ho- 
mologer Ecken beider Dreiecke, ferner 
die sechs Nebenlinien dritter Gattung 
der Linientransformation und die 
sechs Seiten des von den Haupt- 
punkten der Punkttransformation ge- 
bildeten Vierecks. 


Nebendreiecks wie der Paare von 
Nebenpunkten dritter Gattung der 
Punkttransformation bilden je drei 
Tangenten dieser Curve. Ferner aber 
beriihrt dieselbe die Diagonalen des 
von den Hauptlinien der Linien- 
transformation gebildeten Vierseits. 


Aus den zwilf Nebenlinien 
zweiter Gattung der Linienverwandt- 
schaft lassen sich weiter in bestimm- 
ter Weise drei Vierseite bilden, deren 
Diagonalen diese Curve dritter Classe 
beriihren. 

Die Hermite’sche Curve dritter 
Ordnung der Scharschar ist dem 
Grund- und Nebendreieck umschrie- 
ben und geht ausserdem durch die 
Schnittpunkte entsprechender Seiten 
der beiden Dreiecke, sie enthilt ferner 
die sechs Nebenpunkte dritter Gattung 
der Punkttransformation und die sechs 
KEcken des von den Hauptlinien der 
Linientransformation gebildeten Vier- 
seits. 





11. 


Die beiden Kegelschnitte, welche einer beliebigen geraden Linie in 
einer quadratischen Transformation und ‘ihrer Umkehrung entsprechen, 
sind durch ihre Beziehung auf diese Linie auch eindeutig auf einander 
bezogen und die Verbindungslinien homologer Punkte auf ihnen umbhiillen 
eine rationale Curve vierter Classe, die sie beide vierfach beriihrt*). Die 
Ecken des Grund- und Nebendreieckes sind einander paarweise als ent- 
sprechende Punkte auf den Kegelschnitten zugeordnet, und die Curve 


vierter Classe beriihrt also immer die Verbindungslinien homologer Ecken 
des Grund- und Nebendreiecks. 


*) Vgl. Hirst, Quarterly Journal 1881, und auch Schriéter in Crelle’s Journal, 
Band 54. : 
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Die simmtlichen Paare entsprechender Punkte auf beiden Kegel- 
schnitten gehen aber nicht bloss durch die zweimal angewandte quadratische 
Transformation, Q*, sondern auch durch eine Collineation aus einander 
hervor. In der That wird die Curve: 


U,¥24s + Usysy: + Ustiy, = 9 
uy X, Xs + uy Xs X, + us X, X, = O 
durch die Collineation transformirt, die sich darstellt wie folgt: 
(Yi Yor Ys) = (B X,, z X;, a X,). 
Die Grundlinien dieser Collineation, die durch sie ungeindert bleiben, sind 
die Doppeltangenten der Curve vierter Classe. 

Zu allgemeinen Curven vierter Ordnung fiihrt die quadratische Trans- 
formation auf folgende Weise. Ein beliebiges Strahlenbiischel geht durch 
die directe und die inverse Transformation in zwei Kegelschnittbiischel 
iiber, die projectiv auf einander bezogen sind und eine Curve vierter 
Ordnung erzeugen*). Die Punkte dieser Curve haben die Eigenschaft, 
dass immer ihre beiden zugehérigen Punkte, in die sie durch die vor- 
gelegte Transformation und ihre Umkehrung iibergehen, auf einem Strahle 
des Strahlenbiischels liegen. 

Nehmen wir an, das Strahlenbiischel sei durch die Gleichung gegeben: 


(uy Av) a, + (Uy + Av,) 2g + (Us + 45) x5 = 0 


(U, +4V,) X, + (U,+4V;) X, + (Us +4 V3) Xs = 0, 
so wird die Curve vierter Ordnung durch die Gleichung dargestellt werden: 


in die Curve: 


oder: 


UY, 7 Us 7 Us % me 
atata ata ts, 


V, V, V7 v v, v 
B+E+h F+342 


x, 


= 0, 


oder ausgerechnet, indem wir mit 4,, 2, 2, die Coordinaten des Biischel- 
scheitels bezeichnen: 








(™ By — My; &s 4 Ag % — Ue 2s + M33 %@ — Ags **) < 
1 





wy Ty vs 

+ ( &y — Ug; 2 + Ag @ — Age % + As 23 — As5 *1) A 
2, Xs Xs X, 

r* (Sn Sus 4 Manhs — ia 4 as ts — thy 4) S it 
2, Ly L» X; 


*) Hirst, Guccia, a. d. a. O. 
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Eine ganz andere Form der Curvengleichung erhalten wir auf die 
folgende Art, die deutlich die Analogie dieser Curven mit den Normal- 
curven erkennen liisst. 

Fragen wir zuniichst nach den Hauptpunkten zweiten Ranges, nimlich 
nach den Punkten, welche durch die Wiederholung der quadratischen 
Transformation in sich iibergehen. Von solchen Punkten giebt es ein 
einziges Paar. Die Punkte derselben werden durch die quadratische Trans- 
formation, und damit auch durch ihre Umkehrung, in einander transformirt, 
sie entsprechen sich gegenseitig in involutorischer Weise. Setzen wir: 


Ey = yy Vy Hy $F Myy Vy Xy $F yg Xy Hy, Sy = yy Xp Xs + ey, Xz X, + 15, X, X,, 
Eo = Mh XyWy $F yg LyX, ygX, Hy, Sy = Wyy Xy Xs + yo Xz X, + a, X, X,, 
E5 = My Lys + gy LyX, + Ugg X,Xy, =z = Oys X, Xz + oy, X; X, + a5 X, X,, 


so geniigen die Coordinaten dieses involutorischen Punktepaares der Be- 
ziehung: 


1 1 1 / 
(= » X,’ x) a (é, be, Es) 
oder der Doppelgleichung: 


X,&, = X,& = X;§, 
ebenso aber auch der Doppelgleichung: 
ZL, =, == y=, = % E;. 
Die erste Doppelgleichung isi offenbar befriedigt, wenn zwei der « ver- 
schwinden, weil dann alle & gleich Null sind, und ebenso fiir die Coordi- 
naten der Hauptpunkte, weil fiir diese: 
(E, &2, &) = (@%, %, 25) 


wird. Die drei Curven dritter Ordnung: 
- 2S: a X35 _ 0, X;&; don X,§ es 0, X,&, + eae X,&, = 0, 


welche einem Biischel angehéren, gehen sonach durch die drei Grund- 

punkte und vier Hauptpunkte, sind also Normalcurven, und haben ausser- 

dem die Punkte des involutorischen Paares mit einander gemein. Diese 

beiden Punkte bilden sonach gleichzeitig ein Paar verbundener Punkte. 
Analog gehen die drei Curven dritter Ordnung: 


y=, — %3=, = 0, %=,—%=,—9, %=,— X=, =—0 


durch die Ecken des Nebendreiecks, die vier Hauptpunkte und die beiden 
involutorischen Punkte hindurch. 


Wir wollen nun die Verbindungslinie derjenigen beiden Punkte zu 
bestimmen suchen, welche einem gegebenen Punkte in der vorgelegten 








er- 
(li- 


len 


zu 








Jindeutige quadratische Transformationen einer Ebene. 217 


Transformation und ihrer Umkehrung zugeordnet sind. Wir erhalten die 
Gleichung dieser Linie, wenn 2,, #,, x; die Coordinaten des gegebenen 
Punktes sind, zunachst in der Form: 


& & &% 

g& 6& 
1 §& § | _ 0, 
1 1 1 


|% My m& | 


oder ausgerechnet: 
2, X, (X,§— X 5&5) + 2, X(X,E,— X,E,) + 2, Xy(X, &, — X,&,) = 0. 


Wollen wir sie statt auf das Grunddreieck auf das Nebendreieck beziehen, 
so nimmt sie die Gestalt an: 

Z, ui, (€:=3—2g=s) + Zy%3(2g5=3—a, =.) + Zyr5(%, =,—2,=,) = 0. 
Sehen wir hierin nun die Z nicht als veriinderlich, sondern als constant 
und die x als variabel an, so stellt diese Gleichung unmittelbar die ge- 
suchte Curve dar, niimlich den Ort der Punkte, deren beiden zugehérigen 
Punkte mit einem festen Punkte Z auf einer geraden Linie liegen. 

Die Aehnlichkeit der Gleichung mit der Aronhold’schen (20) springt 
in die Augen. Wir kénnen diese Curven in der That als Normalcurven 
azweiten Ranges bezeichnen. Sie gehen alle durch die sechs Ecken des 
Grund- und Nebendreiecks und durch die sechs Hauptpunkte ersten und 
zweiten Ranges hindurch und das Netz, das sie bilden, ist durch diese 
awolf Grundpunkte zweiten Ranges vollkommen bestimmt. Jede einzelne 
von ihnen enthalt aber ausserdem die beiden Punkte, die zu dem Punkte 
Z gehéren und die man wieder als Pol und Gegenpol der Normalcurve 
hezeichnen kann. Durch jeden von ihnen ist dieselbe vollstindig bestimmt. 

Die Seiten des Grund- und Nebendreiecks hilden zusammen mit je 
einer Curve dritter Ordnung sechs zerfallende Normalcurven. Diese Curven 
dritter Ordnung sind dieselben, die oben zur Bestimmung des involutorischen 
Punktepaares benutzt wurden. 

Setzen wir in den Gleichungen der Normalcurven: 


(21, 2) 23) = (1, Lg, 2g) 
(4, Zz, Z;) — (X, X;, X;), 


so erhalten wir fiir den Ort eines Punktes, der mit seinen beiden zuge- 
hérigen Punkten auf einer geraden Linie liegt, die beiden Gleichungsformen: 


Xa, (X_&.— X5 Es) + Xyary(X3E3— XE.) + Xgx3(X,6,— XE) = 0 


oder: 


X, 1, (%_,=,—a3=5) + 


oder: 


X22, (a3 =3—2X, =.) + X325 (x, =,—2,=,) = 0. 
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Dies ist eine Curve fiinfter Ordnung (cf. Hirst 1. ¢.), die durch die vier 
Hauptpunkte doppelt, durch die Ecken des Grund- und Nebendreiecks hin- 
gegen, sowie durch die beiden involutorischen Punkte einfach hindurchgeht. 


12. 

Die Normalcurven zweiten Ranges stehen in Zusammenhang mit einer 
ein-vierdeutigen Verwandtschaft zwischen den Punkten und Linien der 
Ebene. Jeder geraden Linie sind namlich die vier Punkte zuzuweisen, in 
denen sich ihre beiden zugehérigen Kegelschnitte treffen. Solche vier 
Punkte bilden mit den zwélf Grundpunkten zweiten Ranges immer die 
gemeinsamen Punkte eines Biischels von Normalcurven, und zwar schneiden 
die beiden zusammengehérenden Kegelschnitte, auf denen sie liegen, aus 
jeder Curve des Biischels den Pol oder Gegenpol heraus. Durch jeden Punkt 
geht aber andererseits nur ein Paar von Kegelschnitten, die derselben 
geraden Linie entsprechen, und diese letztere ist dann die dem Punkte 
zugeordnete Linie. Bewegt sich ein Punkt auf einer geraden Linie, so 
umhiillt seine zugehérige Linie eine rationale Curve vierter Classe, und 
dreht sich eine Gerade um einen Punkt, so erfiillen die zugehérigen 
Punkte eine Curve vierter Ordnung, niimlich eine der eben betrachteten 
Normaleurven. Die Verwandtschaft ist also nach beiden Seiten vom vierten 
Grade, sie lisst sich am einfachsten durch die zwei Gleichungen darstellen: 


U,%%, + U,a,27, + Uzx,7, =, 
u, X_X, + up X,X, + u, X, X, = 0. 


Sieht man die Liniencoordinaten « oder U als Punktcoordinaten fiir 
eine zweite Ebene 4 an, so ist diese auf die erste Ebene ¢ reciprok 
bezogen, und die Punkte beider Ebenen stehen gleichzeitig in einer ein- 
vierdeutigen Beziehung. Um diese Beziehung vollkommen eindeutig zu 
machen, hat man der Ebene 7 vier Blatter zu geben. Man schneide ferner 
die Theile aus, denen keine reellen Punkte in der ersten Ebene entsprechen, 
und hefte die iibrig bleibenden Stiicke paarweise lings der Randlinien 
zusammen. Die Heftungslinie oder Uebergangscurve ist dann eine Curve 
der zwélften Ordnung, und ihr ist in der ersten Ebene ¢, Punkt fiir Punkt 
eindeutig, eine Curve neunter Ordnung zugewiesen, niamlich die Jacobi’sche 
Curve des Netzes der Normalcéurven. 

Diese Jacobi’sche Curve geht durch die zwélf Grundpunkte zweiten 
Ranges doppelt hindurch. Jeder ihrer Punkte ist Doppelpunkt einer 
Normalcurve, und in ihm beriihren sich gleichzeitig zwei zusammengehdrige 
Kegelschnitte, die derselben geraden Linie entsprechen. Dieser geraden 
Linie ist der correspondirende Punkt auf der Uebergangscurve der vier- 
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blittrigen Flache reciprok zugeordnet. Jede Normalcurve schneidet die 
Jacobi’sche Curve ausser den Grundpunkten noch in zwélf Punkten. Auf der 
vierblittrigen Fliiche entspricht der Normalcurve eine scheinbare gerade 
Linie, und deren zwélf Schnittpunkten mit der Uebergangscurve sind jene 
zwolf Punkte auf der Jacobi’schen Curve zugeordnet. Jeder geraden Linie 
der Ehene « ist auf der vierbliittrigen Fliche eine rationale Curve vierter 
Ordnung zugewiesen, welche die Uebergangscurve in neun Punkten beriihrt. 

Der Uebergangscurve entspricht in der Ebene « als ihr reciprokes 
Gebilde eine Curve zwilfter Classe. Dieselbe wird von den Linien um- 
hilt, deren zugehérige Kegelschnitte sich beriihren. Sie besitzt 27 Wende- 
tangenten und ebensooft osculiren sich zwei homologe Kegelschnitte der 
beiden Netze, sie besitzt ferner 12 Doppeltangenten und ebensooft kommt 
es vor, dass zwei homologe Kegelschnitte sich doppelt beriihren. 











Ueber die Anwendung eines functionentheoretischen Principes 
auf gewisse bestimmte Integrale. 


Von 


A. Hurwirz in Ziirich. 


Wenn die Function f(2) in jedem endlichen Intervalle der positiven 
Zahlenaxe integrirbar ist und fiir unendlich grosse positive Werthe von x 


stirker Null wird als jede endliche Potenz von =, so stellt das Integral 


r() =f f(a) 21 da 


eine holomorphe Function der complexen Variabeln s vor in demjenigen 
Bereiche der s-Ebene, in welchem der reelle Theil von s positiv ist*). 
Macht man die weitere Voraussetzung, dass f(#) in der Umgebung von 
x =O in eine gewodhnliche Potenzreihe entwickelbar ist, so ergiebt sich 
durch bekannte Methoden**), dass dann das Integral J(s) einen Zweig 
einer in der ganzen Ebene eindeutigen analytischen Function darstellt, 
die nur fiir sO und fiir negative ganzzahlige Werthe von s unstetig 
von der ersten Ordnung werden kann. (Des Niheren bleibt die Function 


an der Stelle s——n stetig nach Subtraction von » Wo ¢, den 


Cc, 
s+n 
Coefficienten von « in der Entwickelung von f(x) bezeichnet.) 





*) In jedem Bereiche, in welchem der reelle Theil von s oberhalb einer end- 
lichen positiven Zahl bleibt, ist nimlich J(s) die gleichmiissige Grenze des Integrales 
a ‘ 

{ f(x) a*—' dx, wo eine positive nach Null convergirende Grisse bezeichnet. Dieses 
e 
Integral ist aber eine ganze (transcendente) Function von s, da dasselbe in eine be- 
stindig convergirende Potenzreihe entwickelbar ist. 

**) Riemann, Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grisse. 
(Werke, Leipzig 1892.) — Hermite, Sur l'intégrale Eulérienne de seconde espéce 
(Crelle’s Journal, Bd. 90, pag. 332.) 
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Functionentheorie und bestimmte Integrale. 


Dies vorausgeschickt, betrachte ich das Integral 
2 
(£2 4 f@ 4... 4 £@ 
(1) r= f(&, + cari + 7 + 33) a dx. 
9 


Hier sollen die Functionen f,(x), f(x), ---, f(a) die oben von f(”) voraus- 
gesetzten Kigenschaften haben; ferner bedeuten m,, ”,,---,, nicht-negative 
ganze Zahlen; endlich soll, was fiir die Endlichkeit von J nothwendig 
ist, die integrirte Function fiir «=O endlich bleiben. Das Integral J 
kann angesehen werden als der Werth der Function 


a 
(2) 19 =f fof Ae +--+) ada 
P. x 
0 


an der Stelle s = 1. 
Setzt man nun, unter k eine der Zahlen 1, 2,---,* verstanden, 


(3) di (s) =f fe) x1 dz, 
0 


so ist offenbar fiir einen Werth von s, dessen reeller Theil grésser als 
jede der Zahlen ,, %.,---,, ist, 


(4) I(s) =J,(s—m, —1) +. (s—n,—1) + + Fe (¢—m,—1). 
Diese Gleichung gilt aber nach einem fundamentalen Princip der Functionen- 
theorie fiir jeden beliebigen Werth von s, wenn man unter den Zeichen 
J(s), Ji(s) nicht mehr die Integralwerthe, sondern die durch dieselben 
definirten analytischen Functionen versteht. Demnach kann der Integral- 
werth J =J(1) aufgefasst werden als das constante Glied in der Ent- 
wickelung der rechten Seite von (4) nach aufsteigenden Potenzen von 
s—1, oder, was dasselbe ist, als constantes Glied in der Entwickelung 
der Function der Verinderlichen h 


6) (m+) + I(—m +h) +--+ 5(— m+) 
nach aufsteigenden Potenzen von h. Die Coefficienten der héheren Po- 
tenzen von in dieser Entwickelung ergeben, beiliufig bemerkt, offenbar 


die Werthe der Integrale 


: f,.(@) 
{ee a ae er ” “4s) (Ig x)" dx. 
‘ ‘ 








Als ein einfaches Beispiel fiir die vorstehende Betrachtung bietet 
sich das Integral dar: 





999 A. Hurwrrz. 


(6) -f(5 Ac +3 el :) dz, 


in welchem 4, J, - - - dena mit positiven reellen Theilen bezeichnen 
und die Constanten A, B,--- der Bedingung gemiiss zu wihlen sind, dass 
die integrirte Function fiir «= 0 endlich bleibt. 

Diese letztere Bedingung ist, wie man leicht erkennt, gleichwerthig 
mit der andern, dass die ganze Function der Variabeln u 





= — by” 
g(u) = ASHE 4 Be. 


identisch verschwinden sis 
Unter Beriicksichtigung der Gleichung 


“e-ae 17, _.fe—n—1) __ e—e—2 , 
{& ade = ga") ~~ (s—1)@—2).--- (s—n — 1) . r(s) 
e 


0 





ergiebt sich im vorliegenden Falle fiir die Function (5) der Ausdruck 








"7 -1)" m "ie 
(7) rat SP Aa’. saan) 0-2) 
(—1)" o~* ——_— ——_—— eee 
+ = 0 a= B) (aay | 


und man darf hier bei der Bestimmung des constanten Gliedes in der 
Entwickelung nach Potenzen von h von dem Factor [(1-+-h) absehen, 
da derselbe fiir h =O den Werth 1 erhilt. Man liest daher aus (7) un- 
mittelbar den folgenden Werth des Integrales (6) ab: 








—ax —ba A(— a" 1 A 
(8) ic STi + +) ds = C$ [1+5+--+——lga] 


re = 


[tt 3t--+5—leb]+-. 


m 


*) Bezeichnet g(x) eine Laurent’sche Entwickelung, so ist das Verschwinden 
, Rs Se . . 
des Coefficienten von =z m der Entwickelung von e“* g(x) nothwendig und hin- 


reichend fiir das Fehlen der Potenzen mit negativen Exponenten in g(a). Die im 


Text angegebene Function g(u) ist der Coefficient von = in der Entwickelung von 


” aes Be—** 
ux 
é ( gtth atti =" ). 
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Dabei ist fiir den Fall »—=0 die dann sinnlose Summe 1+ -+-:-}+ 
durch Null zu ersetzen. 


Das Integral (6) ist von Herm C. Jordan in Bd. II seines Cours 
d’Analyse (pag. 169 der zweiten Auflage) auf andere Weise behandelt 
worden; die vollstandige Ausfiihrung der von Herrn Jordan dort an- 
gedeuteten Rechnung ergiebt natiirlich ebenfalls die in der Gleichung (8) 
ausgedriickte Werthbestimmung des Integrals. 

Da die Potenzentwickelung des Ausdruckes (5) erst herstellbar ist, 
wenn die analytischen Fortsetzungen der Functionen (3) bekannt sind, 
so wird es nicht unangebracht sein, einige allgemeine Bemerkungen iiber 
die Fortsetzung des Integrales 


(9) I= ff f(a) a dx 


hinzuzufiigen. Ausser den eingangs erwihnten Methoden stehen noch die 
folgenden weiteren zur Herstellung der analytischen Fortsetzung von J(s) 
aur Verfiigung: 


Erstens: Man entwickele e*/(#) nach aufsteigenden Potenzen von 2, 


fe) =O +42 + Qa +---+ ea +---. 


Dann ist 


(10) J(s) on l (s)[¢ + 4s + e@s(s+1) -+ with a C8 (8 + 1)---(s-+n—1)] 
=f ir) — e—*(¢g+ C2 oe ca" + care fe €, x") | v—1 dx. 


Da der Factor von «1 unter dem Integral an der Stelle «=O von 
der (n +-1)**" Ordnung verschwindet, so ist die Function J(s) durch die 
vorstehende Gleichung fiir alle Werthe von s definirt, deren reeller Theil 
tiber — » — 1 liegt. 

Zweitens: Man verstehe unter a), d,,d,,---,@, beliebig gewihlte 
reelle positive Constante; dann ist offenbar 
Ay 


(11) J(s) 5 


73 
a 


A, A, 
+34 #2 
a a, 


=f [Af (ay2) + Ai (42) ++ af (Qua) 21a, 


wobei Ay, A,,---,A, zuniichst irgend welche constante Werthe bedeuten. 
Wahlt man nun diese so, dass die Entwickelung von 


Agf (ayv) + Ay f(a") + +++ + Arf (Gux) 
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an der Stelle z 0 mit der Potenz 2" beginnt, so stellt die Gleichung 
(11) die Function J(s) fiir alle Werthe von s dar, deren reeller Theil 
tiber — nm liegt. Dabei ist bemerkenswerth, dass die Werthe von 
Ay, A\,--+,A, wnabhiingig von f(x) gewiahlt werden kénnen; denn die 
Einschrinkung, welcher die Wahl dieser Constanten unterliegt, kann 
dahin ausgesprochen werden, dass der Factor von J(s) in der Gleichung 
(11) fiir s=0,1,2,---,(m—1) verschwinden muss. 

Drittens: Fiir den Fall, dass die Function f(x) unbeschrinkt diffe- 
rentiirbar ist und iiberdies die Ableitungen von /(x) dieselben eingangs 
erwihnten Eigenschaften wie f(x) besitzen, fiihrt die partielle Integration 
des Integrales (9) auf die Gleichung 





, — 1)* r 
(12) IO) = rH Fea af (iain, 
0 


durch welche die Fortsetzung von J(s) in demselben Umfange, wie durch 
die Gleichung (11) gegeben wird. 

Diese verschiedenen Methoden zur analytischen Fortsetzung von J(s) 
kénnen auch mit einander combinirt werden und sie gestatten fiir be- 
sondere Functionen f(#) noch mannigfaltige Modificationen. 


Ziirich, den 31. October 1899. 
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Zur Theorie der Gruppen linearer Substitutionen. 
Von 


Aurrep Loewy in Freiburg i. B. 


Wenn eine Gruppe einer endlichen Anzahl von linearen Substitutionen 
vorliegt, so hat, da ja die Gruppe nur aus einer endlichen Anzahl von Sub- 
stitutionen besteht, auch die Gesammtheit von charakteristischen Gleichungen, 
welche zu simmtlichen Substitutionen der Gruppe gehéren, nur eine endliche 
Anzahl von unter einander verschiedenen Wurzeln. Man kann nun allgemein 
Gruppen von linearen Substitutionen von nicht verschwindender Determi- 
nante betrachten, bei denen die Gesammtheit charakteristischer Gleichungen, 
welche zu den Substitutionen der Gruppe gehéren, nur eine endliche Anzahl 
verschiedener Wurzeln besitzen. Derartige Gruppen will ich mir gestatten, 
Gruppen vom Typus einer endlichen Gruppe za nennen. Eine Gruppe G 
vom Typus einer endlichen Gruppe ist also auf folgende Art definirt: 


k=” 
Wenn %: 2; = >’ Ax 2k, t=1,2,...m, irgend eine in G enthaltene Sub- 
k=1 
stitution ist, so soll die Gesammtheit von charakteristischen Gleichungen: 
—4, +0 —Mp oe 
Gy — Mg + Q +++ — Aan 
t = (, 
— 41 —G_ +++ — Onn +O 


die man erhalt, indem man fiir & jede Substitution, welche in G ent- 
halten ist, setzt, nur eine endliche Anzahl verschiedener Wurzeln @ 
besitzen; von diesen Wurzeln soll, da die Determinante jeder Substitution 
% von Null verschieden ist, keine verschwinden. 

Ueber Gruppen vom Typus einer endlichen Gruppe wollen wir im 
Folgenden einige Siitze herleiten und vorziiglich charakteristische Kenn- 
zichen angeben, durch welche die endlichen Gruppen innerhalb dieser 
allgemeineren Gruppengattung und daher auch unter allen Gruppen linearer 
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Substitutionen ausgezeichnet erscheinen. Von den hergeleiteten Siitzen 
hebe ich hier nur den fiir die Grwppentheorie fundamentalen Satz, der 
meines Wissens noch nicht bewiesen wurde, hervor: Existirt fiir eine 
Gruppe linearer Substitutionen, welche wenigstens eine Substitution, deren 
charakteristische Gleichung lauter verschiedene Wurzeln hat, besitzt, eine 
endliche Zahl p, dass alle Substitutionen der Gruppe von p** oder niederer 
Ordnung sind, so ist die Gruppe endlich. Oder mit anderen Worten: 
Eine jede nicht endliche Gruppe linearer Substitutionen, welche wenigstens 
eine Substitution, deren charakteristische Gleichung lauter verschiedene 
Wurzeln hat, besitzt, enthilt stets mindestens eine Substitution, die nicht 
nach einer p-maligen oder niedrigeren Anzahl von Wiederholungen, wobei 
p eine ganz beliebig vorgegebene ganze positive Zahl sein kann, die 
identische Substitution ergiebt. 


$ 1. 


Die charakteristische Gleichung einer jeden linearen Substitution, welche 
einer Gruppe G vom Typus einer endlichen Gruppe angehirt, besitet nur 
Einheitswurzeln. 

Der Beweis ist folgender: Gehért die Substitution M& der Gruppe G 
an, so gehért auch YL’, wobei 4 alle positiven ganzen Zahlen durchlaufen 
kann, ebenfalls der Gruppe G an. Sind 9,, 9,,..., @, diem Wurzeln der charakte- 
ristischen Gleichung der Substitution YU, so hat die charakteristische Gleichung 
von %& die Wurzeln 9’, 93, ..., 9%. Nehmen wir nun an, eine der Wurzeln, 
etwa g;, sei keine Kinheitswurzel, so werden die Gréssen: @,, 9?, 9°,...,0%,--. 
alle verschieden sein; dies aber darf nicht eintreten, da ja die charakte- 
ristischen Gleichungen fiir die Substitutionen W, 7, WW... 4... mur 
eine endliche Anzahl verschiedener Wurzeln haben diirfen. Mithin muss 
o; eine Einheitswurzel sein. Der etwa noch mégliche Fall, dass 9; =0 
wird, ist dadurch ausgeschlossen, dass unsere Gruppe keine Substitution 
von verschwindender Determinante besitzen soll. 

Nach Herleitung dieses Satzes iiber die charakteristische Gleichung 
wollen wir gewisse Eigenschaften der Gruppen vom Typus einer endlichen 
Gruppe betrachten; hierbei stiitzen wir uns zuniichst auf diejenigen Unter- 
suchungen, welche Herr H. Maschke*) kiirzlich publicirt hat. 

Bildet man in einer Gruppe vom Typus einer endlichen Gruppe fiir 
jede Substitution der Gruppe die Diagonalsumme, so erhilt man nur eine end- 
liche Anzahl verschiedener Zahlen; die Diagonalsumme ist ferner cyklotomisch. 


*) H. Maschke, Ueber den arithmetischen Charakter der Coefficienten der Sub- 
stitutionen endlicher linearer Substitutionsgruppen. Math. Annalen, Bd. 50, p. 492. 
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Sei %& irgend eine Substitution der Gruppe, so ist die charakteristische 
Gleichung von Y%: 
e” — oe" (ayy + dg +s» + Gan) + e+: = 0. 
Der Coefficient von — o"—' ist gleich der Summe der Wurzeln der 
charakteristischen Gleichung; da fiir diese Wurzeln wegen des Charakters 
der Gruppe nur eine endliche Anzahl von verschiedenen Werthen auf- 
treten diirfen, so kann bei allen Substitutionen einer Gruppe vom Typus 
einer endlichen. Gruppe auch das Aggregat: a,, + dy, +--+ + dan, das 
wir mit Herrn Maschke die Diagonalsumme der Substitution 2% nennen, 
nur Werthe, die einer begrenzten Anzahl von Gréssen entnommen sind, 
annehmen; fiir jede Substitution 2% der Gruppe wird also: 


Ay + dyg + +++ + Onn =, 
wo @ nur eine endliche Anzahl von verschiedenen Werthen anzunehmen 


fihig ist. Da ferner nach dem zuerst bewiesenen Satz die Wurzeln der 
charakteristischen Gleichung Einheitswurzeln sind, so ist 


Ay, HH Mgg + +++ + Gan 
cyklotomisch, d. h. rational durch Einheitswurzeln ausdriickbar. 

Fiir das Folgende nehme ich ausnahmslos an, die Gruppe G vom 
Typus einer endlichen Gruppe besitze wenigstens eine Substitution, deren 
charakteristische Gleichung lauter von einander verschiedene Wurzeln hat. 
Ich transformire dann G so, dass irgend eine der Substitutionen, deren 
charakteristische Gleichung lauter von einander verschiedene Wurzeln hat, 
in der kanonischen Form: 

By = 21) y= Yo%qy +++ Sn = Ynbny 
erscheint; hierbei sind die y simmtlich verschiedene Gréssen. Die auf 
diese Art transformirte Gruppe heisse G’. 

Mittels derselben Gleichungen, welche Herr Maschke a. a. O. zur 
Herleitung seiner Siitze II und I] verwendet, kann man dann beweisen: 

a) Die Diagonalterme von G’ sind auf eine endliche Anzahl verschie- 
dener Werthe beschriinkt. Anders ausgedriickt: Enthilt G’ auch etwa 
wiendlich viele Substitutionen, so liefert die Betrachtung der Diagonal- 
terme von simmtlichen in G’ enthaltenen Substitutionen doch nur eine 
endliche Anzahl von verschiedenen Zahlen. Die Diagonalterme sind ferner 
cyklotomisch. 

b) Das Product von irgend zwei in derselben oder in irgend zwei 
verschiedenen Substitutionen von G’ auftretenden Coefficienten, welche 
symmetrische Plitze einnehmen, a,, und b,,, ist auf eine endliche Anzahl 
verschiedener Werthe beschriinkt. Mit anderen Worten: Enthilt G’ auch 
etwa unendlichviele Substitutionen, so liefert die Betrachtung siimmtlicher 


15* 
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Gréssen a, .b.2, wenn % und B dieselben oder irgend zwei verschiedene 
Substitutionen bezeichnen und 4 wie w die Werthe 1, 2, 3,... annehmen, 
doch nur eine endliche Anzahl verschiedener Gréssen. Ferner ist das 
Product aa, .b,2 cyklotomisch. 

Ebenso wie Herr Maschke sage ich, wenn ein eine bestimmte Stelle 
(i, k) einmnehmender Coefficient in jeder Substitution von G’ Null ist, 
dieser Coefficient ist durchgehend Null. Fiir die Herleitung des folgenden 
Theorems mache ich die Annahme, die Gruppe G’ enthalte keine durch- 
gehenden Nullen. Unter dieser Voraussetzung kann man stets n— 1 
Substitutionen: 


2 3 3 n 
a — (a), A — (a®),... A = (al?) 
so auswihlen, dass keiner der folgenden Coefficienten: 


2 8 k 
a‘}, eee 


Null wird. Die ausgewiahlten Substitutionen brauchen nicht nothwendig 
von einander verschieden zu sein. Nach dem Satze b) ist jede der Gréssen 


as) . bk; nur eine endliche Anzahl verschiedener Werthe anzunehmen fahig; 
da die » — 1 Gréssen a), wo k = 2,3,...m, von Null verschieden und 
fest gewahlt sind, so folgt bk1, wo dj, einer ganz beliebigen Substitution 
angehéren kann und k = 2,3,...m, darf nur eine endliche Anzahl ver- 
schiedener Werthe annehmen. Mittelst der von Herrn Maschke beniitzten 
Gleichungen (8) kann man weiter schliessen, dass a, .b,; nur eine end- 
liche Anzahl verschiedener Werthe annehmen darf. In Folge der iiber 
die Gruppe G’ gemachten Voraussetzungen kann man stets eine Substi- 
tution % finden, dass fiir gegebenes uw der Coefficient b,; von Null ver- 
schieden ist; hieraus folgt: a,,, wobei a, irgend einer beliebigen Sub- 
stitution der Gruppe angehéren kann, darf nur eine endliche Anzahl von 
verschiedenen Werthen annehmen; daher kann G’ nur eine endliche An- 
zahl verschiedener Substitutionen besitzen und muss folglich eine endliche 
Gruppe sein. 

Hiermit ist ein die endlichen Gruppen auszeichnendes Merkmal ge- 
wonnen. 

Ist von einer Gruppe vom Typus einer endlichen Gruppe, welche min- 
destens eine Substitution besitet, deren charakteristische Gleichung lauter ver- 
schiedene Wurzeln hat, bekannt, sie hat, nachdem. man die Gruppe so trans- 
formirt hat, dass irgend eine der Substitutionen, deren charakteristische 
Gleichung lauter verschiedene Wurzeln hat, in der kanonischen Form erscheint, 
keinen Coefficient, der durchgehend in allen Substitutionen der Gruppe Null 
ist, so ist die Gruppe eine endliche Gruppe. 

Mit anderen Worten: 

Eine Gruppe vom Typus einer endlichen Gruppe, welche keine endliche 
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Gruppe ist, besitet entweder keine einzige Substitution, deren charakteristische 
Gleichung lauter verschiedene Wurzeln hat, oder besitet sie wenigstens eine 
Substitution, deren charakteristische Gleichung lauter verschiedene Wurzeln 
hat, so ist, wenn man die Gruppe so transformirt, dass irgend eine ganz 
beliebige derjenigen Substitutionen, deren charakteristische Gleichung lauter 
verschiedene Wurzeln hat, in der kanonischen Form erscheint, nothwendig 
wenigstens ein Coefficient in allen Substitutionen der Gruppe durchgehend Null. 


§ 2. 

Wie bisher behalte ich die Annahme bei, unsere Gruppe G vom Typus 
einer endlichen Gruppe habe mindestens eine Substitution, deren charakte- 
ristische Gleichung lauter verschiedene Wurzeln besitzt. Wir transformiren 
wieder G so, dass irgend eine der Substitutionen, deren charakteristische 
Gleichung lauter verschiedene Wurzeln hat, in der kanonischen Form 
erscheint; durch passende Vertauschung der Variablen kann man diejenige 
Zeile, in welcher die grésste Anzahl Coefficienten durchgehend in jeder 
Substitution der Gruppe Nullen sind, zur ersten machen und alle durch- 
gehenden Nullen dieser Zeile an das Ende der Zeile schaffen; hierbei 
setze ich jetzt voraus, dass in der Gruppe Coefficienten existiren, die 
durchgehend in allen Substitutionen der Gruppe Null sind. In Folge 
dieser Annahme ist wegen des letzten Satzes iiberhaupt die Méglichkeit, 
dass die Gruppe nicht endlich sei, zugelassen. Die auf diese Art trans- 
formirte Gruppe sei mit G,’ bezeichnet. Fiir diese Gruppe G,’ gilt der 
Satz von Herrn Valentiner:*) Sind in den Substitutionen von G,’ die 
n—r letzten Coefficienten der ersten Zeile durchgehend Null, so sind 
auch alle »—~vr letzten Coefficienten der r ersten Zeilen durchgehend 
Null. Jede Substitution von G,’ ist mithin durch die folgende Matrix 
gegeben: 








en ls s Mee 0 0 on 

- Gag Gy... Mee 0 0 ae 
i Ge asthe 0 0 2-9 
Ay4ityi U41,2 +++ Arar | Grttrti Gr+i,r+e.. + Urpin 
My4-2,1 Arto. ++ Appear | U+tearti Ur+terte ..+ Arton 
Ant Ane eee Gnr Cn, r4-1 Cn, r+-2 vee Ann 








*) Vgl. Maschke a. a. O. p. 496. Die Arbeit des Herrn Valentiner ist mir leider 
nicht zugiinglich. [Nachschrift vom 27. December 1899. Der beniitzte Hilfssatz ist 
inzwischen von Herrn Maschke (Math. Annalen, Bd. 52, p. 366) erweitert worden. | 
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Betrachten wir die linearen Transformationen der r ersten Variablen fiir 
sich, so bilden diese eine Gruppe von r Variablen; diese Gruppe ist eben- 
falls vom Typus einer endlichen Gruppe und enthalt in Folge des Charakters 
von G,’ eine Substitution, deren charakteristische Gleichung lauter ver- 
schiedene Wurzeln hat, in der kanonischen Form. Ferner sollte n —r 
die grésste Anzahl Coefficienten, welche in einer Zeile durchgehend Null 
sind, angeben; daher kann keiner der Coefficienten a,,, wo on a 
— > geee 
ist, durchgehend in allen Substitutionen Null sein. Folglich sind wegen 


des zuletzt bewiesenen Satzes die Coefficienten a,,, (’ male gate “ nur 


pol, 2,...9/ 
eine endliche Anzahl verschiedener Werthe anzunehmen im Stande, und 
mithin ist die Gruppe in den r Variablen z,, z,,... 2-, wenn man die 


mehrfach, ja unendlich oft genau identisch auftretenden Substitutionen 
nur einfach zahlt, eine endliche Gruppe. 

Zu der endlichen Gruppe in den r Variabeln 2,, 2, ... 2, gehirt 
nach dem von Herrn Moore und mir gleichzeitig gefundenen Satz*) wie 
za jeder endlichen Gruppe eine definite Hermite’sche Form in r Variablen, 
welche durch simmtliche Substitutionen der endlichen Gruppe in sich 
iibergefiihrt wird. Diese definite Hermite’sche Form ist, da die Gruppe 
in r Variablen eine Substitution, deren charakteristische Gleichung lauter 
verschiedene Wurzeln hat, in kanonischer Form besitzt, vom Typus: 

Uy 218, Wg hgZy +> Ur erZr, 
wobei u,, u,,-..u, reelle Gréssen von demselben Vorzeichen sind und ; 
conjugirt imaginir zu z;, 7 =1, 2,3,...n, ist. Diese definite Hermite’sche 
Form, welche ich mit A, bezeichnen will, kann auch als Invariante 
unserer ganzen Gruppe G,’ in den m Variablen 2,, 2,, 2,,... 2, angesehen 
werden; es fehlen dann nur in H, die Variablen 2,41, 2,49,...2,. H,, als 
Hermite’sche Form der m Variablen 2,, 2,,... 2, aufgefasst, ist vom 
Range r und nimmt, wenn 2,, %,... 2, und Z,,%,...2, conjugirt com- 
plexe Werthe beigelegt erhalten, nur Werthe eines einzigen Vorzeichens 
oder den Werth Null an. Falls r <1 ist, wie es hier eintrifft, da nach 
Definition 1 <1 <n—41 ist, so sei eine derartige Hermite’sche Form 
eine semidefinite Hermite’sche Form genannt. Eine semidefinite Hermite’sche 
Form ist eine Hermite’sche Form von verschwindender Determinante, 
welche fiir conjugirt imaginiire Werthe der entsprechenden Variabeln nur 
Werthe eines und desselben Vorzeichens oder den Werth Null annimnt. 
Man kann eine semidefinite Hermite’sche Form auch auf folgende gleich- 


*) Vgl. Alf. Loewy, Ueber bilineare Formen mit conjugirt imaginiiren Variablen. 
Math. Annalen Bd. 50, p. 561. 
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werthige Art definiren: sie wird Null, ohne dass man alle Variabelen Null 
zu setzen braucht, im tibrigen aber nimmt sie nur Werthe eines einzigen 
Vorzeichens an, wenn man die entsprechenden Variabelen durch conjugirt 
imaginire Gréssen ersetzt. 

Es sei G irgend eine Gruppe vom Typus einer endlichen Gruppe, 
die nicht endlich ist, und ferner wenigstens eine Substitution besitzt, 
deren charakteristische Gleichung lauter verschiedene Wurzeln hat; die 
Gruppe G ist dann stets in die Form einer Gruppe von der Gestalt G,’ 
transformirbar;- G,’ fiihrt eine semidefinite Hermite’sche Form in sich 
iiber; mithin muss G eine zu dieser semidefiniten Hermite’schen Form 
fiquivalente, also ebenfalls eine semidefinite Hermite’sche Form in sich 
transformiren. 

Zu jeder Gruppe G vom Typus einer endlichen Gruppe, die nicht selbst 
endlich ist, und die wenigstens eine Substitution besitet, deren charakteristische 
Gleichung lauter verschiedene Wurzeln hat, gehort eine semidefinite Hermite’sche 
Form, welche bei allen Substitutionen der Gruppe invariant bleibt. 

Ich wende mich jetzt zum Beweise des folgenden Satzes: 

Fiihrt eine Gruppe G vom Typus einer endlichen Gruppe, die wenigstens 
eine Substitution besitzt, deren charakteristische Gleichung lauter verschiedene 
Wurzeln hat, irgend eine Hermite’sche Form vom Range s und von keinem 
hiheren Range in sich iiber, so kann man aus der Gruppe, wenn mam sie so 
transformirt hat, dass eine beliebige Substitution, deren charakteristische Glei- 
chung lauter verschiedene Wurzeln hat, in der kanonischen Form erscheint, 
eine endliche Gruppe von genau s und nicht mehr Variablen absondern. 

Wir transformiren die vorgelegte Gruppe so, dass sie nach der Trans- 
formation die Gestalt G,’ annimmt; dies ist stets méglich, ausser wenn 
etwa schon die Gruppe G selbst endlich ist; dann aber giebt es ja eine 
definite Hermite’sche Form, welche bei allen Substitutionen der Gruppe 
invariant bleibt, und unser Satz ist evident, so dass dieser Fall aus- 
geschlossen werden kann. Jede Substitution der Gruppe ist nach der 
Transformation durch folgende Matrix gegeben: 


Gin Gy «++ Me 0 0 ae 
Mg, Ugg. s - Agr 0 0 shoe 
Ay Ce uxni@e 0 0 ina 





Hy41,1 Ur4pije - ++ Urpir | Ortiyrti U+irte «++ Urpin 
Ay42,1 Aptoe +++ Apter, | Aptearti U+arte --- Ur+pen 





Ant Ang ++ Unr Onr+-1 An r+2 s+ + Ann 
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G,' transformirt zunichst die semidefinite Hermite’sche Form: 


Hy 242, Py Za hy +++ +b Mer’, 

in sich; dann aber fiihrt G,’ ebenso wie die urspriingliche Gruppe G, 
aus welcher G,’ durch Transformation erhalten wurde, wegen unserer 
Voraussetzung eine Hermite’sche Form vom Range s in sich iiber, diese 
Hermite’sche Form, welche bei den Substitutionen von G,’ invariant 
bleibt, sei mit H, bezeichnet. H, muss sicher die Variablen 2,, 2,... 2, 
enthalten, denn sonst kénnte man eine invariante Hermite’sche Form von 
héherem Range bilden; ferner enthalt H,, da G,’ eine Substitution, deren 
charakteristische Gleichung lauter verschiedene Wurzeln hat, in kanonischer 
Form besitzt, nur die Producte 2;2;. H, wird also die Form: 


Ay 2,2, Pb Agee, ++ + Aseees 
haben, wenn wir die Variablen in G,' geeignet bezeichnen. Die an- 


gegebene Hermite’sche Form bleibt bei allen Substitutionen von G,’ 
invariant; daher muss die Gleichung: 


i==s k=n k=>n sang 
> Ai > Wik 2 > ;, 2, = > A252; 
i=1 k=1 k=1 f==1 


identisch fiir jedes 2 giiltig sein. Hieraus ergiebt sich ein System von 
n® in den ms auftretenden Gréssen a;, und 4@;, linearen Gleichungen. Be- 
trachtet man die » Gleichungen: 

Ay yx Ai Ag Meng; + ++ + AM dy; = 0, t—1; 2,3,...0, 
wobei & eine der Zahlen s + 1, s+ 2,...m ist, so folgt, da nicht alle 
Determinanten s‘ Grades der Matrix: 


| 
M1 Gay gy... sy 


Ay2 Ugg Age... Ase 


Un Aden Agn... Asn 


verschwinden kénnen, weil sonst die Substitution % eine verschwindende 
Determinante hitte, dass 


Oy, = Mgy = ++ + A =O 


k=s+1,s+2,...m. 
Man kann dann analog, wie es Herr Maschke a. a. O. p. 497 thut, weiter 
schliessen, dass a;, == 0 wird; hierbei hat i die Werthe 


r+i1,r+2,...s und K=—1,2,...4. 
Jede Substitution von G,’ ist mithin durch folgende Matrix dargestellt: 


wird; fiir 
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Gi, Gy «.-&r |0 ie 0 ae 

Ge, Gey «.-Agr | 0 oe 0 ee 

is Qe cst 0 ...0 0 eee 

0 0 ...0 Oy+j,rti-++Ap441,s 0 RP 

0 0 woo Ay4-2,r41+++ Ap+ea,s 0 ae 

0 0 an® Barts  «0@ng 0 see 
Ms4-1,1 Us41,2 +++ Ustayr | Uspiyrti+++Us-2,s | Usf1,s+1 +++ s4i,n 
Ms4-9,1 Us+2,2 «++ Us42,r | Ust2,rf1+++Aspo,s | Us2,s41 +++ Us42,n 
ni Ong «++ Aar AUnrti +++ Ans Ons+1 oes Ann 


Die Variablen 2,141, Z-42,...2%s bilden jetzt fiir sich eine Gruppe vom 
Typus einer endlichen Gruppe, wendet man auf diese Gruppe dasselbe 
Verfahren an, so sieht man, entweder bilden die 2,41, 2,42,... 2, selbst 
eine nicht zerfallende endliche Gruppe oder zerlegen sich in mehrere 
endliche Gruppen von geringerer Variablenzahl. In Folge dessen bilden 
die Variablen z,,2,..., 2s, eine endliche Gruppe in s Variablen, wenn 
man nur die unter einander verschiedenen Substitutionen beibehilt und 
die mehrfach auftretenden nur einmal rechnet. Zu dieser endlichen Gruppe 
in den s Variablen z,, 2.,... 4%, welche wir mit Z, (erste zugeordnete 
Gruppe) bezeichnen wollen, gehért wie zu jeder endlichen Gruppe auch 
eine definite Hermite’sche Form, welche durch die Substitutionen der 
Gruppe Z, in sich transformirt wird; diese Hermite’sche Form kann 
auch als Invariante der ganzen Gruppe G,’ in » Variablen angesehen 
werden, sie ist dann, falls s < m ist, eine semidefinite Hermite’sche Form 
vom Range s; ist sm, so ist die vorgelegte Gruppe in » Variablen 
endlich und wir haben eine definite Hermite’sche Form als Invariante. 
Es giebt auch in G,’ keine endliche Gruppe mit einer grésseren Anzahl 
als s Variablen; denn sonst kénnte man eine invariante Hermite’sche 
Form von héherem als dem s‘** Range finden; dies aber widerspricht der 
Voraussetzung. 

Wir haben somit das folgende Resultat gewonnen: 

Zu jeder Gruppe vom Typus einer endlichen Gruppe, welche wenigstens 
eine Substitution besitet, deren charakteristische Gleichung lauter verschiedene 
Wurzeln hat, gehirt eine Hermite’sche Form, die thatséichlich existirt und 
welche durch stimmtliche Substitutionen der Gruppe in sich transformirt 
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wird. Nothwendig und hinreichend, damit die Gruppe endlich sei, ist, dass 
es wenigstens eine invariante Hermite’sche Form von nicht verschwindender 
Determinante giebt; zu jeder endlichen Gruppe gehirt dann auch stets eine 
invariante definite Hermite’sche Form. Nothwendig und hinreichend, dass 
die Gruppe nicht endlich sei, ist, dass sie nur Hermite’sche Formen von 
verschwindender Determinante in sich itiberfiihrt; zu jeder Gruppe vom 
Typus einer endlichen Gruppe, die nicht endlich ist, gehdrt auch stets eine 
semidefinite Hermite’sche Form, welche bei allen Substitutionen der Gruppe 
ungedindert bleibt. Diejenige Rangzahl, welche im Maximum bei den in- 
varianten semidefiniten Hermite’schen Formen auftritt, kann von der Rang- 
zahl keiner beliebigen bei der Gruppe invarianten Hermite’schen Form tiber- 
troffen werden. 

Das voraufgegangene Theorem wirft, wie ich noch hervorheben 
michte, auch Licht auf einen von Herrn Fuchs in den Sitzungsberichten 
der Berliner Akademie*) veréffentlichten Satz und zeigt, dass nicht jede 
Gruppe linearer Substitutionen, bei welcher die charakteristischen Glei- 
chungen nur fiir Wurzeln vom absoluten Betrage 1 verschwinden, auch 
wenn die Gruppe wenigstens eine Substitution enthialt, deren charakte- 
ristische Gleichung lauter verschiedene Wurzeln hat, eine Hermite’sche 
Form von nicht verschwindender Determinante in sich transformirt. 


§ 3. 

Die Gruppe G mége genau dieselben Bedingungen wie im § 2 
erfiillen; dann kann man wieder G in die isomorphe Gruppe G,’ trans- 
formiren. Irgend eine Substitution % von G,’ wird, wenn G eine 
Hermite’sche Form vom Range s und keinem héheren Range in sich 
transformirt und man die Variablen in G,’ geeignet bezeichnet, von der 
Form: 


= 01% +22 fess M54, 
=A, + Meet fees Aes%s, 


Bs = yi A + s1 22 Sie Ass Zs, 


S44 = 541,171 + Ms41,2 22 +++ As4-1,82s + Ms41,9412s41 °° + As41,n2n) 


Bn = Oni 21 dng ee feees Hb Ans ts Fo Onspi legs fees Ganka 

*) L. Fuchs, Ueber eine Classe linearer homogener Differentialgleichungen. 
Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1896, p. 759. Der von Herrn Fuchs aus- 
gesprochene Satz ist sogar noch allgemeiner als fiir Wurzeln vom absoluten Betrage 1 
gehalten. Satz III bei Herrn Fuchs, in welchem das Nichtverschwinden der Deter- 
minante vorausgesetzt werden muss, kann mithin auch nicht als Umkehrung des 
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Einige der angeschriebenen Coefficienten kénnen eventuell auch noch 
Null werden. 

Wie wir schon sahen, kann man aus G,’ eine endliche Gruppe ab- 
sondern, indem man die Substitutionen der ersten s Variablen fiir sich 
gesondert betrachtet und hierbei jede mehrfach genau in derselben Weise 
auftretende Substitution nur einfach zahlt. Die so entstandene endliche 
Gruppe nannten wir Z, (die erste zugeordnete Gruppe). Irgend einer 
Substitution Y& von G,’ entspricht eindeutig eine und nur eine ganz be- 
stimmte Substitution von 8,, die mit a, bezeichnet werde. Die Substitution 
a, aus 8,, welche & aus G,’ entspricht, lautet: 


By yyy HF yy hy ++ + ieee, 


a” = My 21 -{. s9 22 -+ Te + Ass Zs. 


Entspricht einer Substitution & von G,’ die Substitution a, von Z, und 
einer Substitution 8 von G,' die Substitution 6, von 7Z,, so entspricht 
der aus & und B componirten Substitution %-B die Substitution a, -b, 
von Z,. 

Wir ordnen jetzt einer jeden Substitution & von G,’ eine Substitution 
in nm —s Variablen zu; die der Substitution %& zugeordnete Substitution 
sei mit %;,; bezeichnet und mége auf die folgende Art aus M hergeleitet sein: 


Coa = Ospaysta S44 H+ As41,s-42 22 t+ + Gs41,02n; 
Cote = Uspoeti Sota + Aspe,cpe Steet ++ * + Mepe,nZny 


bn = Ansti 25-41 + Anjs+2 %s-+2 + es + Cnn Zn- 


Wenn %,, der Substitution & aus G,’ und By) der Substitution B aus 
G,’ zageordnet sind, so entspricht der aus M& und B componirten Sub- 
stitution &-B die Substitution %,;- By). Betrachtet man die Gesammt- 
heit von Substitutionen in den »—s Variablen, welche auf diese Art 
allen Substitutionen von G,’ zugeordnet sind, so bilden diese neuen Sub- 
stitutionen mithin auch eine Gruppe, welche wir mit Gj) bezeichnen 
wollen. Entsprechen der Substitution & von G,’ die Substitutionen %j1; 
von Gy, und a, von Z,, so ist die charakteristische Gleichung von & das 
Product der charakteristischen Gleichungen von %,,; und a,. Hieraus 


Satzes. I von Herrn Fuchs angesehen werden (a. a. O. p. 763). Aus dem von Herrn 
Fuchs aufgestellten Satz kann daher auch nicht das Theorem hergeleitet werden, 
dass jede endliche Gruppe eine Hermite’sche Form von nicht verschwindender Deter- 
minante in sich transformirt. (Vgl. hierzu das schon p. 230 in der Anmerkung 
gegebene Citat.) 
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folgt, dass Gy, auch eine Gruppe vom Typus einer endlichen Gruppe ist. 
Da G,' eine Substitution, deren charakteristische Gleichung lauter ver- 
schiedene Wurzeln hat, in kanonischcr Form enthilt, so erscheint die 
dieser Substitution zugeordnete Transformation von Gj) auch in kanonischer 
Form, und die zugehérige charakteristische Gleichung besitzt ebenfalls 
lauter verschiedene Wurzeln. Mithin wird nach dem pag. 228 bewiesenen 
Satz entweder Gy) eine endliche Gruppe sein miissen oder jede Substi- 
tution von Gy; wird, wenn man annimmt, dass die Variablen von Anfang 
an in geeigneter Weise bezeichnet wurden, von der Form: 


Sepa = Mapasta Sep. es  Meptyste, Stay 
Seto = Asposta eta +++ + Gepeets, Zeta) 
Sets, Aspe ettZepa bs Oats, ets, Sots) 


Sopa tt = Ueps, $1, sft Sepa os Oops tists, ets, spe ptyete tl Zep pt 
tb Gets pin ery 


Gn Mott Sot tv On sps, Sep FE nytt Sots, pi bE ayn en: 
Betrachtet man die Substitutionen in den s, ersten Variablen gesondert 
fiir sich und zahlt hierbei die genau in gleicher Form auftretenden Sub- 
stitutionen nur einfach, so bilden die Substitutionen in den ersten s, 
Variablen fiir sich eine endliche Gruppe. Aus dem Obigen ersieht man, 
dass in allen Substitutionen von G,’ alle Coefficienten a+», 5+45,44,, bei 
welchen ¢, und ¢ den Ungleichungen s, >¢>1 und n—s—s,>4,2>1 
geniigen, verschwinden. 

Jeder Substitution & von G,’ kann man jetzt eine Substitution in 
s, Variablen, die mit a, bezeichnet sei, auf folgende Art zuordnen: 


ae44 = As4-1, 4-1 Ss41 + As+-1,s-+2 %3+2 +--+ s4-1,s-+8, 2s-+s, 9 
242 = As+-2,54+1 S31 + As+-2,s+2 2s+2 + a + Ms+-2, 8-4-8, %s-+-s, » 


Zope, = Mate, sp 241 bE ots, op 22e¢2 b+ + Mapa etZety: 

Diese Substitutionen bilden, wie schon gesagt, eine endliche Gruppe. 
Diese endliche Gruppe wollen wir mit Z, (zweite’ zugeordnete endliche 
Gruppe zu G,’) bezeichnen. Entspricht einer Substitution % aus G,’ die 
Substitution a, von Z, und einer Substitution 8 aus G,’ die Substitution 
b, aus Z,, so entspricht der aus & und B componirten Substitution %-B 
die aus a, und 6, componirte Substitution a,- 6, von Z,. Das angewandte 
Schlussverfahren kann nun genau ebenso weiter fortgesetzt werden. Man 
gewinnt hierdurch folgendes Resultat: 
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Ist G irgend eine Gruppe vom Typus einer endlichen Gruppe, welche 
wenigstens eine Substitution besitet, deren charakteristische Gleichung lauter 
verschiedene Wurzeln hat, so wird, wenn man die Gruppe so transformirt, 
dass irgend eime der Substitutionen, deren charakteristische Gleichung lauter 
verschiedene Wurzeln hat, in der kanonischen Form erscheint, bei geeigneter 
Bezeichnung der Variablen jede Substitution der isomorphen Gruppe G,’ 
von der Form: 


4, = 51%, fF Myers Mss, 
fy, = My %, ff Agge@y fee Ags &s, 


ay = Us1 2 + As2 22 + Bills + As 3 235 


Set. = Asgar 41 + Ast1,2 22 ++ + Qst1,2 2 + Asti,st1 S44 + 
+ tele + 34-1, 8-48, sts, 
fete = stan £1 + Mages 22 ++ dapos Me + Oepoett Sta 


TH Gets, ote Sota, 


Sets, = Usts,,121 b Mops,,222 ++ ete je Ze ft Mots, spi Zep 
+:+++ Ass, ,s-+8, 23-3, 9 
feted == Astet1,1 21 ttt Mego tie te + Asts41,s41 244 f+: 
F spa Hyety lets EF dete Hy spe Sette eb Aspe ebabe Zebeta 
fstot2 = Usts401 21 tH ape t9,2 Se Osps49,e¢1 Sepa 


HF Atay $ 3,05, Zope, HF Mobo t eta tt Sepa tibet dstepoetacbe Setactins 


fetetin = Ustate 121 TH Getetinsts HF Ospoteept opr 
+ As-4-8)+-8 ,3-+8, 23-8, + AUs4-$,489,8-8,-+1 2 sts+1 +} a H4s45,42, SM 35,59 9 


Sas, = Oy—s,,1%1 +- An—s;,2 22 + a + On—s;,n—s; 2n—s 
ama = Ona 4-t,1 21 Un—s41,222 E+ Ons 41, na, Sea, 

+ a -nllenigil Bn—s-ti es Gn—s-+1,n2n) 
bn—a-t2 = On—s,42,1%1 + Gn—s-4-9,222 ++ + An—s.4 9,04; Ln; + 

+ An—s-+2,n—s--1 &n—s-+1 + ned + An—s;+2,n2ny 
fe Ans 21+ On, 2 29-b fan —a, Sn—a, TE Onn —o-p1Sn—agpi Pe +a, nBny 

(w= st +5t--+8:) 

Zu jeder Substitution MU von G,' gehirt eindeutig ein Complex von Sub- 
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stitutionen Q,, ,, M;,... 0.41 iM 8, S,, S,...8; Variablen. Die XU entsprechende 
Substitution a, ist: 
a liche 
By = Oy, 2 + Ay 2 +--+ + 15%, 
” yon 
fy = gy By PF Aggy +++ H Aae2s, 
2. = O31 21 ++ Ase 22 + asin + Ass Zs. 
Die Gesammtheit von Substitutionen a,, welche zu allen Substitutionen YX Con 
von G,' gehiren, bilden, wenn man hierbei die wiederholt in derselben Weise viele 
auftretenden Substitutionen nur einfach zdhlt, eine endliche Gruppe Z, in on 
s Variablen. endl 
Die X entsprechende Substitution a, ist: wae 
Seti = Msttst1 S41 Asprspe 242 ++ Gepasts, Sets, hom 
ee T 
Zope = Usta,sti Zeta Aspespe Sp2 +++ Aspeety Zeta; 
: schi 
. Sub 
2sts, = Uta st1 2ep1 Usps, o¢2 2t2 ++ Aste, sts, 2sbs,° den 
A Die Gesammtheit von Substitutionen a,, welche zu siimmtlichen Substitutionen 7 
U von G,’ gehiren, bilden, wenn man hierbei die mehrfach in genau identischer 0, 
Weise auftretenden Substitutionen nur einfach zihlt, eine endliche Gruppe Cor 
Z, in s, Variablen. = 
Die X entsprechende Substitution a, ist: veal 
” ent 
2s+s,-+1 a As+s,41,s-+3,+1 &sts1 + rare + As+s,-+1, s-+3,+3 2s+s, +59) ka 
4s+5+2 = As+-s,42, 8-151 &sts,H1 + bi + As+-s,+2, 3-+5,+82 Zstsy+5o9 Gy, 
; lie 
” a die 
Bebate, = Osbactia sheath PF dpa ehnte2ebati: 
. “ ° — . ° —— m 
Die Gesammtheit von Substitutionen a,, welche zu stimmtlichen Substitutionen 
9 Ye? oy * . . . . . . un 
UA von G,’ gehdren, bilden, wenn man hierbei die mehrfach in genau identischer di 
Weise auftretenden Substitutionen nur einfach zihli, eine endliche Gruppe 
2 ; : ; ha 
Z;, in 8, Variablen. Auf diese Art geht es weiter. id 
Die XU entsprechende Substitution a:41 schliesslich ist: S1 
n—s-+1 = An—s-+1,n—s41 2n—s-+1 + ap Ae + On—s-+1,n fn, D 
Fn—s +2 — An—s+2,n—s;-+1 n—s +1 + —_s + An—s-+-2,n Zny de 
‘ m 
ie G 
Zn — On, n—s-+1 @n—s-+1 + eos + Onn 2n- ¢ 
Die Gesammtheit von Substitutionen a:41 erzeugen eine endliche Gruppe id 
Zi41 im s; Variablen. a 
J, 
f 
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Zu G, gehiren mithin i + 1 endliche Gruppen Z,, Z,,... Zi41. 

Der obige Satz gestattet die Bildung von Gruppen vom Typus end- 
licher Gruppen von » Variabeln vorzunehmen, falls man endliche Gruppen 
yon einer geringeren Variablenzahl bilden kann. 


§ 4. 

Wie wir oben sahen, entspricht einer Substitution & von G,’ ein 
Complex von Substitutionen a,, a),... 0:41. Lassen wir % alle unendlich- 
vielen Substitutionen von G,’ durchlaufen, so kann hierbei jede der zu- 
geordneten Substitutionen a,, a), ... a4: welche ja Substitutionen aus 
endlichen Gruppen sind, nur eine endliche Anzahl verschiedener Werthe 
annehmen; denn eine endliche Gruppe enthilt nur eine endliche Anzahl 
von unter einander verschiedenen Substitutionen. Da G,' als Gruppe vom 
Typus einer endlichen Gruppe, die nicht endlich ist, unendlichviele ver- 
schiedene Substitutionen enthilt, so miissen unendlichvielen verschiedenen 
Substitutionen von G,’ ein- und derselbe Complex von Substitutionen aus 
den endlichen Gruppen Z,, Z,,... 74: zugeordnet sein. 

Es mége also den wnendlichvielen Substitutionen ©, ©’, ©”, ..., welche 
(,’ angehéren und die alle verschieden von einander seien, ein- und derselbe 
Complex von Substitutioner. ¢,, ¢.,...¢i41 entsprechen. ¢;,(/—1,2,3,...¢-+-1) 
ist also die aus der endlichen Gruppe Z entnommene Substitution von 
s1 Variablen, welche den Substitutionen ©, ©’, ©”,... von G,’ eindeutig 
entspricht. Da die Gruppen Z,, Z,,.-.Z;4: endliche Gruppen sind, so 
kann man eine endliche Zahl 4 finden, dass jede der Substitutionen 
Cry Coy --- Coos mach A maliger Wiederholung die identische Substitution 
liefert. Betrachten wir jetzt die Substitution ©’, so entsprechen dieser 
die Substitutionen c7, c3,...¢2,,, dh. die identische Subtitution, welche 
in den Gruppen Z,, Z,,...Z:41 enthalten ist. Ferner bilden wir uns die 
wendlichvielen Substitutionn @, GC’, GC’, UU”, .. .; allen 
diesen entspricht die identische Substitution, welche in Z,, Z,, ...Zi41 ent- 
halten ist. Da den unendlichvielen Substitutionen ©’, CC’, C7" €”,... die 
identische Substitution von Z,, Z,,...Z41: entspricht, so folgt, alle jene 
Substitutionen sind durch quadratische Matrices gegeben, in welchen die 
Diagonalelemente simmtlich 1 und alle rechts von der Diagonale stehen- 
den Elemente Null sind. Die Substitutionen C’, G*“CU,, GC’, ... 
miissen alle verschieden sein, denn sonst wiiren auch die Substitutionen 
€, €, ©”, ... nicht verschieden, mithin sind die Substitutionen ©*, GC’, 
Y-€",... bis etwa auf eine Substitution siimmtlich auch von der 
identischen Substitution verschieden. Greifen wir irgend eine der Sub- 
stitutionen ©, CC’, ©" C”,... nach Willkiir heraus, nur soll die 
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gewiihlte Substitution von der Identitit verschieden sein, so wird diese 
Substitution von der Form: 
a4 = 4, 


’ 


23 = T 12, + 2g, 


23 = T2, + 922 + 25, 


Bn = Tr121 + Troe + trg2s +--+: + 2. 
Hierbei kénnen, da die Substitution nicht die identische ist, nicht alle + 
Null sein. Da nicht alle t verschwinden diirfen, so folgt, die charakte- 
ristische Gleichung der hingeschriebenen Substitution hat jedenfalls 
wenigstens einen nicht einfachen Elementartheiler, der fiir die Wurzel 
+ 1 verschwindet. 

Ist G irgend eine Gruppe vom Typus einer endlichen Gruppe, die 
nicht selbst endlich ist und wenigstens eine Substitution besitzt, deren 
charakteristische Gleichung lauter verschiedene Wurzeln hat, so ist @ in 
G,’ transformirbar und die Substitutionen von G sind denen von G,' 
ahnlich. In Folge dessen besitzen die charakteristischen Gleichungen der 
Substitutionen von G dieselben Elementartheiler wie diejenigen der ent- 
sprechenden Substitutionen von G,’. Mithin enthilt auch G Substitutionen, 
deren charakteristische Gleichungen nicht lauter einfache Elementartheiler 
haben. Wir gewinnen also folgenden Satz: 

Jede Gruppe vom Typus einer endlichen Gruppe, die nicht endlich ist, 
und welche wenigstens eine Substitution, deren charakteristische Gleichung 
lauter verschiedene Wurzeln hat, enthiilt, besitzt Substitutionen, deren charakte- 
ristische Gleichungen nicht lauter einfache Elementartheiler aufweisen. 

Damit eine Gruppe linearer Substitutionen endlich sei, ist bekanntlich 
nothwendig*), dass die charakteristischen Gleichungen der Substitutionen 
der Gruppe nur einfache Elementartheiler, welche fiir Einheitswurzeln 
verschwinden, besitzt; diese Bedingung ist fiir die Endlichkeit der Gruppe 
nicht hinreichend, wie das folgende Beispiel lehrt. Wir betrachten die 
Gruppe linearer Substitutionen von einer Variablen, welche von allen 
Transformationen: 2’ = «x, wobei ¢ alle Kinheitswurzeln durchlaufen soll, 
gebildet wird. Da es unendlichviele verschiedene Einheitswurzeln giebt, 
so besteht die Gruppe aus unendlichvielen Substitutionen, sie ist also 
nicht endlich; trotzdem erfiillt die Gruppe die oben als nothwendig fiir 
die Endlichkeit einer Gruppe angegebenen Bedingungen; denn die charakte- 
ristische Gleichung jeder Substitution ist e—e, wo « eine Kinheitswurzel ist. 


*) Vgl. Frobenius, Crelle’s Journ. f. d. r. u. ang. Math., Bd. 84, p. 16 sowie 
C. Jordan, ebenda, Bd. 84, p. 112. 
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Kine hinreichende Bedingung fiir die Endlichkeit einer Gruppe wird 
hingegen, wie sich aus dem Voraufgegangenen ergiebt, durch den folgenden 
Satz angegeben: 

Haben die charakteristischen Gleichungen der Substitutionen einer Gruppe 
nur einfache Elementartheiler und verschwinden die Elementartheiler nur fiir 
eine endliche Anzahl unter einander verschiedener Einheitswurzeln, so ist die 
Gruppe, wenn man weiss, sie enthiilt wenigstens eine Substitution, deren 
charakteristische Gleichung lauter verschiedene Wurzeln hat, eine endliche 
(rruppe. 

In dem zuletzt ausgesprochenen Theorem kann man, wenn man den 
ersten Satz des § 1 beachtet, auch statt ,,Minheitswurzeln“ ,,Grissen, von 
denen keine Null ist“ setzen. 

Man kann auch folgenden Satz formuliren: 

Die charakteristischen Gleichungen der Substitutionen einer jeden nicht 
enllichen Gruppe linearer Substitutionen von nicht verschwindender Deter- 
minante, welche wenigstens eine Substitution besitzt, fiir welche die charakte- 
ristische Gleichung lauter verschiedene Wurzeln hat, verschwinden entweder 
fiir eine unendliche Anzahl von untereinander verschiedenen Grissen oder 
die Gruppe enthdlt Substitutionen, deren charakteristische Gleichungen nicht 
lauter einfache Elementartheiler besitzen. 


§ 5. 

Wenn eine Gruppe endlich ist, so kann man stets eine endliche ganze 
positive Zahl p finden, dass alle Substitutionen der Gruppe nach einer 
p maligen oder geringeren Anzahl von Wiederholungen die identische 
Substitution ergeben. 

Wir wollen jetzt annehmen, es sei eine Gruppe linearer Subtitutionen 
vorgelegt und es existire eine endliche positive ganze Zahl p, dass alle 
Substitutionen der Gruppe von p‘* oder niedrigerer Ordnung sind. In 
diesem Fall hat die charakteristische Gleichung jeder Substitution der 
Gruppe nur einfache Elementartheiler und diese verschwinden fiir Einheits- 
wurzeln. Die Anzahl der Wurzeln, welche zu allen charakteristischen 
Gleichungen der simmtlichen Substitutionen gehéren, ist eine endliche, 
denn alle diese Wurzeln sind unter den Wurzeln der p Gleichungen 9 = 1, 
@ =1,...@? =1 enthalten. Wir haben also eine Gruppe vom Typus 
einer endlichen Gruppe vor uns. Wir kénnen nach § 4 daher folgendes 
Resultat angeben: 

Kann man eine endliche positive ganze Zahl p finden, dass alle Sub- 
stitutionen einer Gruppe, welche wenigstens eine Substitution besitet, deren 
charakteristische Gleichung lauter verschiedene Wurzeln hat, von p'* oder 
niedrigerer Ordnung sind, so ist die Gruppe endlich. 


Mathematische Annalen. LILI, 16 
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Mithin gilt fiir unendliche Gruppen der folgende Satz: 

Fiir eine Gruppe von unendlichvielen Substitutionen, welche wenigstens 
eine Substitution, deren charakteristische Gleichung lauter verschiedene Wurzeln 
hat, enthiilt, existirt niemals eine endliche positive ganze Zahl p, dass alle 
Substitutionen der Gruppe von p'” oder niedrigerer Ordnung sind. 

Mit anderen Worten: 

Hat man eine Gruppe von unendlichvielen Substitutionen, welche wenigstens 
eine Substitution, deren charakteristische Gleichung lauter verschiedene Wurzeln 
hat, enthiilt, so kann man, wie gross auch immer man sich eine beliebige 
positive ganze Zahl p wihlen mag, Substitutionen der Gruppe finden, die 
nicht nach einer p maligen oder geringeren Anzahl von Wiederholungen die 
identische Substitution ergeben, sondern von hoherer als p'” Ordnung sind. 


Freiburg i. B., im December 1898. 

















Ein Beitrag zur Differenzenrechnung und zur Zahlentheorie. 


Von 


E. Buscue in Bergedorf. 


Die Formel (I), die ich im Folgenden mittheile, ist eine Verallge- 
meinerung einer von Abel in seiner Abhandlung iiber die Binomialreihe 
aufgestellten identischen Gleichung, von der z. B. Kronecker in seinen 
Vorlesungen iiber Integrale dfters Gebrauch macht, und die Herr Markoff 
in seinem Buche iiber Differenzenrechnung*) auf Seite 101 ff. als den Satz 
von der partiellen Summation ausfiihrlicher behandelt und benutzt. Meine 
Verallgemeinerung liisst erkennen, dass auch die Transformationsformel 
von Dirichlet (Ges. Werke, Bd. II, 8. 101), in der die Function [2] auf- 
tritt, durch die die grisste in x enthaltene ganze Zahl angegeben wird, 
als eine Folgerung aus der verallgemeinerten Abel’schen Identitiit an- 
gesehen werden kann. Von der allgemeinen Formel mache ich eine An- 
wendung auf die Entwicklung einer endlichen Summe in eine Reihe von 
Gliedern, die von den Differenzen der in der Summe auftretenden Function 
abhingen. Die Entwicklungscoefficienten, die urspriinglich durch wieder- 
holte Summation definirt werden, erweisen sich als eine Reihe von Zahlen, 
die die Binomialcoefficienten als besonderen Fall enthalten und eine grosse 
Analogie mit diesen Zahlen besitzen. 

Auf die Zahlentheorie beziehen sich meine Betrachtungen nur inso- 
fern, als die Function [2] in ihnen die wesentlichste Rolle spielt. Es ist 
aber wohl nicht zweifelhaft, dass die genauere Untersuchung der Higen- 
schaften dieser Function auch fiir die eigentliche Zahlentheorie, bei der 
die Theilbarkeit einer Zahl durch eine andere — oder eine Erweiterung 
dieses Begriffes — das Wesentliche ist, von betriichtlichem Nutzen sein 
diirfte. Das zeigen z. B. die bekannten Dirichlet’schen Abhandlungen 
tiber asymptotische Gesetze in der Zahlentheorie und neuerdings die Er- 
folge, die Herr Minkowski in der ,,Geometrie der Zahlen“**) seiner 


*) Deutsch von Friesendorff und Priimm (Leipzig 1896). 
**) Leipzig 1896 (erste Lieferung), 


16* 
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weitgehenden Verallgemeinerung des Begriffes der gréssten ganzen Zahl 
verdankt. Die Anzahl der in einem Minkowski’schen nirgends concaven 
Kérper enthaltenen Gitterpunkte ist ja offenbar eine Verallgemeinerung 
der Function [2]. 


§ 1. 
Auf einer geraden Linie, deren Punkte die reellen Zahlen darstellen, 
mége durch die Zahlen « und 6 > @ ein endliches Intervall abge- 


grenzt sein. Innerhalb des Intervalles (« excl, £ incl.) liegen die 
Zahlen 


Oy ti < Ay +2 °° <Angs Ov t1 Oy te-++< dn; Cyt < Cy pert < 59" 4 


Bezeichnet man dann mit a,(b) den (positiven oder negativen) Index der 
Zahl b, die der Bedingung 


ba, (6) < ay < ba, (6)+-1 
geniigt, wiihrend b,(a)' den Index der Zahl a angiebt, fiir die 


Mp, (ay < by < My (ay+1 
ist, so besteht die folgende Identitit, in der /., f,, f- ganz beliebige 
eindeutige Functionen sind, 


(1) a fs(az(D)) - fe(az(O) + (fale) — fale — 1)) 


r=Vg+1 


+ > falby@’): f:Oy0)  (hW — fy — 0) 


y=" +1 


+ D>) fales(@’): falco): (fe@) — fee — 0) 
2=%,+1 

= fa(ma) + fo(me) - fe(me) — fa(va) + fo(m) + fe(%). 
Die Formel ist der Kiirze wegen nur fiir drei Punktsysteme a, b, ¢ ge- 
schrieben; man sieht aber sofort, wie die allgemeine Formel lauten wiirde. 
Der Strich an den Ausdriicken },(a) etc. hat den Zweck, darauf 
hinzuweisen, dass, wenn eine Zahl b mit einer Zahl a zusammenfillt, die 
Zahl b als vor der Zahl a liegend angesehen werden soll; ebenso wird 
unter derselben Voraussetzung eine Zahl ¢ als vor einer Zahl a oder 0 
liegend betrachtet. Von zwei zusammenfallenden Punkten desselben Systems 
werde der mit dem kleineren Index als vor dem anderen liegend an- 
genommen. Nach diesen Festsetzungen braucht der Fall des Zusammen- 
liegens von Zahlen bei dem Beweise, zu dem ich jetzt komme, nicht 
besonders behandelt zu werden. Der eigentliche Gruni fiir das Bestehen 
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der Formel ist natiirlich der, dass von den Gliedern der links stehenden 
Summen sich je zwei gegenseitig wegheben, bis auf die beiden Glieder, 
die auf der rechten Seite angegeben sind. Es ist aber leichter als auf 
diesem directen Wege sich durch vollstindige Induction von der Richtig- 
keit der Formel zu iiberzeugen. Angenommen, sie wire fiir ein Intervall 
«...B mit einer gewissen Anzahl von Punkten a,b, c,... schon bewiesen 
und es wiirde darauf das Intervall iiber 6 hinaus so erweitert, dass noch 
ein Punkt ¢,,41, der einem der schon vorhandenen (drei) Punktsysteme 
angehért, hinzukommt, so andert sich nur die von »,-+ 1 bis n, erstreckte 
Summe um das neu hinzutretende Glied 


fa(ma) > fo(me) (felt + 1) — fe(me)). 


Es ist nimlich, weil auf c,.41, kein Punkt a und b mehr folgt, 


Cno+1(@) = May Cn, +1 (db) = m. 
Der negative Bestandtheil des neuen Gliedes hebt sich gegen das vor der 
Verinderung iibrig bleibende Glied /. (m2) - f,(m)-fe(m-) weg, und der 
positive Bestandtheil (m2) fo(m) fe(m +1) bleibt iibrig. Das ist aber 
gerade das positive Glied, das nach der Erweiterung des Intervalles auf 
der rechten Seite stehen muss, wenn die Formel ihre Giiltigkeit be- 
halten soll. 

Wenn dagegen die Verliingerung des Intervalles zur Folge hat, dass 
ein Punkt d,,.1 = d,, in das Intervall eintritt, der einem vorher in dem 
Intervall nicht vertreten gewesenen Punktsystem angehért, so muss jetzt 
eme neue beliebige Function f; hinzugenommen werden, und alle schon 
vorhandenen (drei) Summen nehmen in jedes ihrer Glieder den Factor 
fa(va) auf, da z. B. a,(d) = vq ist fiir jedes in Betracht kommende z, so 
dass diese schon vorhandenen Summen nun zusammen gleich 


fa(Ma) : fo (ms) - fe (me) * fa(va) = fa(va) . fo (%) : fe(ve) : fa(va) 


sind. Ausserdem aber kommt jetzt eine neue (vierte) Summe hinzu, die 
aus dem einen Gliede 


fa(Ma) « f(s) « fe(M%e) « (fara) — fa(va)) 


besteht, denn es ist d, (a) =m us. W. und yy=nz—1. Die ganze 
linke Seite ist also gleich 


fa(a) ’ fs(m) : fe(Me) . fa(na) bcm fa(va) . fo(v%) : fe(ve) 4 fa(va), 
was mit der nach der Veriinderung des Intervalles sich ergebenden rechten 
Seite iibereinstimmt. 


Da nun fiir ein Intervall mit nur zwei Punkten a,,41—=a,, und 
by+1 = b,, die Formel offenbar gilt, so ist sie damit allgemein bewiesen. 
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g 2. 


Die niichstliegende Anwendung der Formel (1) bezieht sich auf eine 
Verallgemeinerung der bekannten Formel iiber die Function [x], auf die 
Gauss seinen dritten Beweis des quadratischen Reciprocitiitsgesetzes ge- 
griindet hat. Die Zahlen a, b, ¢ mégen die zu ganzzahligen Argument- 
werthen gehérenden Werthe von in dem auf die Functionswerthe sich 
beziehenden Intervall « ... 8 bestiindig wachsenden eindeutigen Functionen 
a(x), b(~), e(w) sein. Dann ist v, definirt durch die Bedingungen 


a(ve) Za <a(ve+1) 


a eae [A («)], 
wenn hier, wie immer im Folgenden, durch den grossen Buchstaben die 
inverse Function der mit dem entsprechenden kleinen Buchstaben _be- 
zeichneten Function angegeben wird. Weil a(x) kein zwischen « und 
liegendes Maximum oder Minimum hat, so ist A(y) ebenfalls in dem auf 


die Argumentwerthe sich beziehenden Intervall «... £8 eindeutig definirt. 
Ebenso wie v, findet man 


v, =(Be@)], v=([C(@)], mm =[A(A)] us. w. 


Ferner ist a,(b), d.h. der Index derjenigen Zahl b, = b(y), die <a,=a(z) 
ist, bestimmt durch 


oder 


b(y) < a(x) < by+ 1) 
y = a,(b) = [B(a(@))| oder kiirzer = [Ba(zx)]. 


Dagegen ist b,(a) bestimmt durch 


a(x) < by) <a(@+1), 

denn ein etwa mit b, = b(y) zusammenfallender Punkt a,+, sollte als 
auf b, folgend betrachtet werden, so dass nicht der mit 6, zusammen- 
fallende Punkt a,4,, sondern der vorhergehende den zu bestimmenden 
Index b,(a)’ besitzt. Ein Zusammenfallen mehrerer Punkte a, mit ein- 
ander, das noch weitere Festsetzungen erforderlich machen wiirde, kann 
nach den Voraussetzungen iiber die Functionen a(x) etc. nicht vorkommen. 
Aus den angegebenen Beziehungen folgt 


a =-b,(a) = [Ab(y)I, 
wo also durch den Strich angedeutet wird, dass wenn der Ausdruck in 
der eckigen Klammer eine ganze Zahl ist, nicht diese, sondern die nichst 
kleinere ganze Zahl fiir x zu setzen ist. Die Beachtung des Unterschiedes 


zwischen gestrichelten und ungestrichelten eckigen Klammern ist fiir das 
Folgende, und zwar nicht bloss wegen der dadurch bewirkten ausnahms- 
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losen Giiltigkeit der Formeln, sondern auch aus anderen Griinden, wie 
man sehen wird, von der gréssten Wichtigkeit. 

Setzt man die gefundenen Werthe fiir v, etc., fiir a,(b), b,(a)’ und 
die analogen fiir a,(c), c.(a)’ etc. in die Gleichung (I) ein, so erhilt man: 


[4(8)] 
(i) fo([Ba@)]) -f-((Ca(@))) - (fa(@) — fala — 1)) 
z=[A(a@)]+1 
[B(g)) 
+ > fa([Abw]) -f-((Cow)) - (AM —fy— 1) 
y=([B(@)]+1 


(e(6)] 


a > fa((Ac@}) -f((Be@!) -(f@ — fe — 0) 


2=(C@)+1 . 
= fa([A®)) AC BO) -f(C@) — f(A@)) A Be) -f£.(e@)). 
Die Formel gilt natiirlich auch fiir mehr als drei Functionen. Setzt man 
f.(~) = 1, fa(x) =, f.(“) =a, a(x) = px:q, 
also A(y) = qy:p, ferner D(x) = Biv) =—=2, a=0, P= > P; 
wo p und q ungerade theilerfremde Zahlen sind, so erhilt man die schon 
erwihnte Gauss’sche Gleichung 





q—1 p-—l 

2 2 : . . 
sd dk kt MS 

atei* aot ss 

e=s1 y=1 


wo der Strich an der zweiten Klammer auch fehlen darf, weil unter den 
angegebenen Bedingungen keine Ganzzahligkeit der eingeschlossenen Grisse 
eintreten kann. 

Fir a(x) = 2, b(a) = «2, f.(x) =1, [a] =v, [8B] = ergiebt sich 


> 1@©-G@—fe—h)+ > fhy—1)-(hw—fhy—D) 
a=ry+1 y=rv+1 
j = fa(n)- fo(n) — fav): fol), 

eine Gleichung, die abgesehen von der Bezeichnung mit der Abel’schen 
Identitat iibereinstimmt. Ich will es unterlassen, weitere Specialisirungen 
der allgemeinen Formel anzugeben; die meisten der bekannteren Gleichungen, 
in denen die Function [z] auftritt, sind als besondere Fille in (II) 
enthalten. 


§ 3. 


Um die Dirichlet’sche Transformationsformel aus der Formel (I) 
abzuleiten, betrachte man eine fiir die Argumentwerthe zwischen 4 und 
u >A bestiindig abnehmende Function a(x), deren Functionswerthe fir 
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die ganzzahligen Argumentwerthe zwischen 4 und uw die Zahlen a, sind. 
Die Punkte 6, seien die ganzen Zahlen. Auf den Anfangswerth « = a(u) 
des Intervalles folgt dann als erste Zahl a, der zu [u] gehérige Functions- 
werth a({u]), dann kommt a({w|—1) u.s.w. und zuletzt a([4|-+ 1) vor 
dem Endpunkt 6 = a(A) des Intervalles, wiihrend a([{A]) > a(A) nicht 
mehr dem Intervall «... 8 angehért. Setzt man also 


az = a([4} + [uv] + 1—2), 
so erhalt man fiir «—[A4]-+ 1, [A]-+ 2,---|[u] die in Betracht kommenden 
Punkte a,, und es ist 
a,(b) = [a([4] + [¥] + 1—2)}. 
Da b, =y ist, so bestimmt sich « = b,(a) durch die Bedingungen 
a((a|+[u)]+1—2)<y <a((4j+[u]+1—a2—)), 
aus denen 
4) + lel +1—¢>AQy)>[4)+lel+1—c¢—1, 
= —1<[a] + [x] — AW) Ze, 
#—1=([[4]+[¥l— AW)’, 
b, (a) = « = [[4) + [uJ —A@] + 1 = [4] + [He] — [4@)] 
folgt. Es gilt nimlich, wenn N eine ganze, y eine beliebige Zahl ist, 
immer die Gleichung _ . 
[WN —g} = F— [py] — 1, 
auch wenn y ganzzahlig ist, wihrend — beiliufig bemerkt —- die Gleichung 
yee ~ 2 
nur dann richtig ist, wenn y nicht ganzzahlig ist. 
Setzt man die fiir a,(b) und b,(a)’ gefundenen Werthe in (I) ein 
und nimmt /, = 1 an, so folgt 
[ee] 
() >, flaca + tw) +1 —2))) (fale) — fae — 0) 
x=[A}+1 
{a (4)] 


+ > fel4l+ (el -— (40) -(hM—fhy—2) 
y=(a@o)+1 

= fa([u])-fo(La@)]) — fa((A]) -fo((aw)). : 
Die kleinste in dem Intervall « ... £8 liegende ganze Zahl b, = y ist 
nimlich [a(w)]-++ 1, da fiir den Fall eines ganzzahligen a(u) = [a(u)| 
diese Zahl mit dem Anfangspunkt « zusammenfiallt, der nicht mit zum 
Intervall gerechnet wird; die Zahl [a(A)] dagegen gehdrt als letzte Zahl 
b, jedenfalls mit zum Intervall. Fiir den Fall eines ganzzahligen 2, fiir 
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das auch a(A) ganzzahlig ist, steht das nicht im Widerspruch damit, dass 
a([{a]) nicht mit zu den Punkten a, des Intervalles gerechnet wird, da 
ja von zwei zusammenfallenden Punkten a, und b, der letztere als vor 
dem ersteren liegend betrachtet wird. 

Die allgemeinere Gleichung (1) fiihrt nun zu der Dirichlet’schen 
Formel dadurch, dass f,(x) == gesetzt wird und ferner in der ersten 
Summe stat des Summationsbuchstabens x eingefiihrt wird [4|-+-[u]-+-1—z, 


wodurch sich die Reihenfolge der Summenglieder umkehrt. Dadurch er- 
hilt man 
te] 
2) > [a@))- G4) + +1 —2) — fall) + [u] — 2») 
w=[4]+1 
[a (4) 
+ > fel) +(e] — LAW) = fe((e)) [a] — fala) - Law). 
y={aq@)+1 
Nun werde 


fa([4| + [#] + 1 — x) — fa(lAl + Le] — «) = 9) 


gesetzt. Dann ist 


fa(w) = § v(l4] + [el +1— 2), 


Zot 1 


x 


wo durch S eine iiber zg von z+ 1 bis # erstreckte Summation an- 
tot1 

gezeigt wird. Bei diesem Summationszeichen soll auch spiiter der Sum- 

mationsbuchstabe immer 2 sein; 4 ist eine beliebige ganze Zahl, die 

kleiner ist als jede der vorkommenden oberen Grenzen, bei Dirichlet 

ist sie gleich Null. Setzt man den Werth von /.(”) in (2) ein, so folgt 


{«] ay (4]+[«] —[4 (y)] 
8) Se@le@+> Solt+tult+1—4 
x=[4]+1 y=[a(e)]+1  2+1 
7 [4] 
= S o(4J+le]+1—2)-[a()]— § 9 (4)+leJ+1—2)-[e(u)). 
aot sett 


Es ist 
{u) 


S 9((4] +(e] + 1—2) = 9((4] + [4] — 20) + 9(l4) + [el —4 — 1) + 


ttt --+ + (aj + 1) 
[4] + [ue] —% [a] 
= § o4)— SS), 
a+1 a+1 


wo 2, wieder eine beliebige, aber geniigend kleine ganze Zahl ist. Ebenso 
findet man 
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{a] (41+ Lu] —20 {«] 
S 9@]+l+1—4)= §Sr@®— § oe 
tof 1 4+1 4+1 
und 
(4]+[«] —[A(y)] (4]+-[u]—2 [A(y)] 
S 94] + #¥]+1—4 = § 9@ — § of). 
to+1 4+1 4+1 


Setzt man diese drei Ausdriicke in (3) ein, so erhilt man nach leichten 
Vereinfachungen 


[ee] {«] [a] (a(@)]_ [A(y)] 
> (e@1 9@) = @1-S 9@—@1-Se@+ >’ § oe. 
x=[4)+1 a+1 a+1 y=[a(u)}4+1 2,41 


Das ist mit etwas anderer Bezeichnung die Dirichlet’ sche Transformations- 
formel *). 
§ 4. 


Wenn g(2) eine fiir die Argumentwerthe von 4 bis w stetig wachsende 
eindeutige Function ist, so hat man nach (II) 


Le] [9 («)] 
a) S ptoon+ Stee 1@) =e foe) road, 
x=[4]+1 y=[9@)]+1 


indem man f.(%) =, f,(x) = f(x), f(z) = 1, a(v) = g(x), b(x) =z, 
A(a) = Ge) = 4, AB) = G(B)—4, also Be) = «= gid), 
B(p)=B=g (uw) setzt; f(y) bezeichnet die erste Differenz f(y) —f(y—1) 
der Function f(y). Es ist allerdings iiblich, unter der ersten Differenz 
Af(y) fiir ein beliebiges Increment h den Ausdruck Af(y) =f(y-+h)—f(y) 
zu verstehen, so dass fiir h = — 1 


f(y) = — fy) 
ist, diese unwesentliche Abweichung der hier benutzten Definition der 
Differenz von der gewdhnlichen scheint aber fiir die Formeln, die ich 
aufstelle, zweckmissig zu sein. Die erste Differenz von f(y), niimlich 
f(y) — f@™(y—1) wird mit f(y) bezeichnet u. s. w. 
Nach (II) ist ferner 


[9 («)} (g(u)] yl . 
(2) f(a) LG@)l + > SEY) - f(y) 
x=[g(4)]+1 y=[9@]+1 +1 
(9 (u)} {9 (4)] 
= SEO) - Cow] — SE OY - 19a), 
Zo+1 Sol 





*) Vergl. Bachmann: Analytische Zahlentheorie, Leipzig 1894. 8. 405. 








S§ 


z 
\ 
i 
[ 
I 
I 





en 


de 


ler 
ich 
ich 





Beitrag zur Differenzenrechnung und zur Zahlentheorie. 251 


indem f,(«) = f(x), a(a)—=2, b(v) =a, also [Ab(y)|’=y—1 ge- 
setat wird. Damit [G(x)]’ die erste Differenz f.(7) — f.(a—1) einer 
Function f(x) sei, ist 


fa(z) = §[E@Y 
soft 
zu setzen, wo der an das Summenzeichen gesetzte Index, der hier noch 
keine Bedeutung hat, mit Riicksicht auf das Folgende hinzugefiigt worden 
ist. Fiir g) ist eine ganze Zahl zu nehmen, die nicht grésser ist als 
[g(A)], die aber natiirlich so gewihlt werden muss, dass G(z) fiir jedes 
mit z,-+ 1 beginnende in Betracht kommende Intervall eindeutig und 
reell definirt bleibt. Setzt man fest, dass das Zeichen 


0) 
8” [é@I 


mit beliebigem Index r die Null bedeute, wenn die obere Grenze kleiner 
als die untere ist, so gilt die Gleichung (2) auch noch fiir 2 —[g(A)], 
da dann f(x) fiir jeden in Betracht kommenden Werth von x so definirt 
ist, dass die erste Differenz gleich [G(z)]’ ist. 

Jetzt betrachte man wieder die zweite Summe in (2) als die erste 
Summe einer nach (II) zu bildenden Gleichung, wodurch man 


[9 («)) x—1 (g(@)] y—2 
8 DP@-See@l+>' S*ee@r-r@ 
wx=[g(4)]+1 fo+1 y=[9(A)]-+1 zo+1 
(9 (u)J—21 (9 (@)]—1 
= S°E@!- fF dy@m) — SPE@!- f° Coa) 
to+1 Jol 


erhilt, indem man bedenkt, dass, wenn 


6— 


S°(E@Y! 


tot1 
die erste Differenz einer Function f,(x) sein soll, 
Ka= § SlECQV—1E@ + DV +16 +0) +16 +2)1 
ee +[G (Zo +1)) +E + 2)) +14 (+3) +-:- 
+[G (29+ 1))’ +14 (+2) +--+[6@—DY 


gesetzt werden darf. Diese Doppelsumme bezeichne ich kurz mit 


«2—1 
fa(x) = KEY. 
Zot 1 
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Wegen des Striches an [Ab(y)]’ in (II) ist jetzt, weil Ab(y) hier wieder 
gleich y ist, 
y—2 


fa([Aby)]’) = fa(y—1) = K[E YI’ 
to+1 
Setzt man diese Betrachtungsweise fort, so erhilt man ferner 
2) x—2 (gm) y—3 . 
4 SP@-SIeort+ > GXE@r- 1 

2={9@)]+1 aol y=(@H+1 so+1 

(9(u)l—2 [9 (@)]—2 

SPE! fF Cg@) — SPLE@!- fCg@) vs. w. 
Zo+1 to+1 


Diese Reihe von Gleichungen bricht entweder dadurch ab, dass die 
Differenzen der Function f(x) von einer bestimmten an alle verschwinden, 
was bekanntlich dann eintritt, wenn f(x) eine ganze algebraische Function 
ist, oder dadurch, dass in einer Gleichung die Summen S deshalb alle 
verschwinden, weil die obere Grenze die untere iibertrifft. Die Gleichung, 
die derjenigen, bei der dies zuerst eintritt, vorangeht, ist noch richtig, 
denn ihre linke Seite besteht aus dem einzigen Gliede 

tot 
f+ (gM) -S°LE@Y = £4 (9 @) [4 + 11’ 
tof 
und ebenso gross ist der auf der rechten Seite, weil [g(4)| <[g(u)] 
vorausgesetzt werden darf, allein iibrig gebliebene Minuend 
tot 


Sot? E@) f+ (gw), 
to+1 
da auch 
Zo+1 
S°+? (4 @! =(6@+ HY 
to+1 
ist. 
Addirt man die Gleichungen (1), (2), ..., machdem man die mit 
geraden Nummern bezeichneten mit — 1 multiplicirt hat, so ergiebt sich 


[«] (9 («)] 
(HM) S Ag @) =e) - Fg) — SLE @) -F(g@) 
2=[4}+1 ao+1 
[g9(u))—1 
+ SEO! -f(g@) —---—1- fa) 
Zo+1 
{9 (4)} ig(@)] -1 


+ SEO! (a) — SOV PCgay + 
tot 1 tot 1 











er 


nit 
ich 
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Die beiden rechts stehenden Summen sind soweit fortzusetzen, bis alle 
folgenden Glieder aus dem einen oder dem anderen der beiden angegebenen 
Griinde verschwinden. 

Die Formel vereinfacht sich, wenn man 2 = ([g(A)| setzt. Sie geht 
dadurch tiber in a 


a) (9 («)] 
(Illa) f(lg@)=el- (Cg @M)H4)-F(g@) — SP Le @Ys- Caw) 
x=[4])+1 {9 (4)}+1 
{g(«)]—1 
+ §°1@@Y- 7° (g@) +. 
{9(4)]+1 


Das Charakteristische der Formeln (III) und (Illa) besteht darin, 
dass rechts nur die extremen Werthe |g(4)| und [g(u)| der Function 
|g(z)| als Argumente der Function /(«) und ihrer Differenzen auftreten, 
so dass die Abhiingigkeit der zu berechnenden Summe von g(x) im 
Wesentlichen auf die Coefficienten, mit denen die Differenzen multiplicirt 
sind, iibertragen worden ist. Auch wenn die Reihe der Differenzen nicht 
abbricht, kann auf diese Weise, weil die Argumente der von f(x) abhingigen 
Factoren rechts ein einfacheres Gesetz befolgen als das durch die Func- 
tion g(a) angegebene, unter Umstiinden eine vortheilhafte Umformung der 


2ax 
vorgelegten Summe vorgenommen werden. Man setze z. B. f(x) = cos ——, 


g(x) = «?, A=0, w=—n, wodurch man eine bemerkenswerthe Umformung 
einer Gauss’schen Summe erhiilt, Fiir die numerische Berechnung von 
Summen ist die Entwicklung offenbar hauptsichlich dann von Vortheil, 
wenn mehrere Summen fiir dieselbe Function g(x) und dieselben Grenzen 
zu bilden sind, aber fiir verschiedene Functionen f(z). 

Die Gleichung (IIIa), mit der ich mich im Folgenden allein weiter 
beschiiftigen werde, wiirde natiirlich nur von geringem Interesse sein, 
wenn die Coefficienten §” wirklich ihrer Definition nach als mehrfache 
Summen berechnet werden miissten. Es werden jedoch in den folgenden 
Paragraphen verschiedene Methoden angegeben werden, die Coefficienten 
auf anderem Wege zu bestimmen. 


§ 5. 


Setzt man in (IIIa) g(x) = w, 40, w gleich einer ganzen positiven 
Zahl n, so geht die Gleichung iiber in 


> fe) = n-f(m) — ($) 7) + (8) FQ) -- 
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da nach einer bekannten Eigenschaft der Binomialcoefficienten 


“ (n—1) n 
$79 =2- 
1 

n—1 a—l1 <¢ n—1 


See —9-8 8-0-8) -C), 


und allgemein 
n—r+1 


r n 
8° 6—-D= (41 
ist. 


Fir f(7) = = ist, wie man leicht findet, 


1) i 
f(a) =‘ ao we 1) ? 
nach (Ila) ist mithin 
{«] 
wen i I) —UF a 
{9(«)]-+ [9 (4)) [9 («@)] —7+1 


+> QE (¢  _—- (lg it) : 


r 
r=1 [9(4)1+1 vs 


2=—+1 


und fiir 41, u =n, g(x) = 2 ergiebt sich 


$4 da Be 


was als eine Verification der Formel (IIla) angesehen werden mige. Fiir 
f(a) = 2, g(x) = px:q; A=), u=s>4 geht (Illa) in die Sfters er- 
wihnte Gauss’sche Gleichung iiber. 

Da die Binomialcoefficienten sich als besonderen Fall der Coefficienten 
S” erwiesen haben, so ist es angezeigt, zu untersuchen, ob die allgemeinen 


Coefficienten ahnliche Eigenschaften wie die Binomialcoefficienten besitzen. 
Zu diesem Zwecke mége der Kiirze wegen 


[ (gy @)] + x)! = Bon, 


(1) >». = Baas >». = Bain; om SB = Bus 


gesetzt werden, so dass 
[9(@)]-+-n 


S“ (G@)) = Bn,» 


{9(@)]+1 








rp 


SS rn ~~ eee 
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und insbesondere ein in (Illa) vorkommender Coefficient 


[9(«)]—r+1 


Q0 [4] = Byy—rts 
{9(4)]+1 


ist, in dem von nun an die Differenz [g(u)]—[g(A)] mit » bezeichnet 
wird. 

Zur Berechnung der zu untersuchenden Coefficienten dient dann das 
Schema 


Bo: = Bis Bz; Bs dic By-21 By, By. ’ 
Bo,» By,» Ba,» Bs: ++ B,_2,2 B,_1,2, 
? ? ? 


Boys Bis Bos Bas --- By», 


Bo, v—2 B,, v—2 Bs, v—2 Bs, w—2y 
Bo, v—1 B,, v—1 B:, v—1) 
Bo, v B, ve 


? 


Die unterstrichenen B sind die Entwicklungscoefficienten. Es besteht die 


Gleichung 
(2) Bro—1,» + Bn, a1 >= Bn,» ; 
da 
n—1 
R.. a—1 = Rane ’ 
a2=1 
Fir Brn, n om > Bn-s,x 
: er- — 
ist. Fir g(v) =a, d. h. fiir By, —»—1 erhilt man die Binomial- 
nten coefficienten, und zwar ist 
. : _ (m+n—1 
inen Ba,» = ( m+1 ), 
tzen. 


so dass in diesem Falle die Gleichung (2) in die Fundamentaleigenschaft 
der Binomialcoefficienten 


(Ore 4 res CTS ') 


tibergeht, die Definitionsgleichung (1) von B,,, dagegen in die bekannte 


Formel : 
Se+=-)-Ctt7) 
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in beiden Gleichungen ist, um die gewéhnliche Form zu erhalten, fiir 
m+ »—1 ein neuer Buchstabe zu nehmen. 

Vermége der Gleichung (2) kann man bei constant bleibendem | 9(A)| 
die Coefficienten B,,—,,; der Formel (IIIa) berechnen, wenn [g(u)| und 
also auch vy um 1 zunimmt, falls sie fiir die obere Grenze |g(u)| schon 
bekannt sind; nur 


Borti = |G (gw) + D] 


ist besonders zu bestimmen und 


By ys. = B,,1 = Bor =| 4 (9g @] + DY] 
za setzen. 

Es ist jedoch wiinschenswerth, auch directe Methoden zur Bestimmung 
der Coefficienten B,,,,4, zu besitzen. Dazu fiihrt am einfachsten die 
Gleichung (Illa) selbst, indem man sie auf die Function f(a) = h* an- 
wendet, wo h eine beliebige endliche reelle Zahl ist. Die r‘° Differenz 
dieser Function ist 

{(a) = h*?-"(h— 1)’, 


so dass die Gleichung besteht 


lu) 
(3) Ps Rion <= [w]- ple — [A]. ho @ 
x=[a]+1 


+2 (— 1),. - Bra + his—r. (h—1)’. 


r=1 


Bevor aber diese Gleichung zur Bestimmung von B,,,,4;: benutzt wird, 
midge sie dazu dienen, zwei Siitze tiber diese Coefficienten herzuleiten, die 
wieder ihre Analogie mit den Binomialcoefficienten zeigen. Setzt man 


— 1 : 
nimlich h ==, so wird 


piown—r.(h— tyr = (—1y- (3), 


9 


und wenn man (3) mit 24) multiplicirt, bekommt man 


y lu) 
(IV) [fu] + >) Boots = [a]-2" + Ps Ql9(u)]—to(2)1 
ral z=} 


Setzt man g(z)—=2, A=0, uw=—n und addirt auf beiden Seiten 1, so 
erhiilt man hieraus, da jetzt 


n 
B.. —r1 FS Dr n—r- (, + 1) 


ist, 








A) 
nd 


on 


mg 
die 
an- 
enz 


vird, 
die 


man 


1, so 
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1 ++ >($1)—1 +>. 


Das ist die bekannte Gleichung 


n 


30-+ 


z=0 
Da ferner h in (3) eine willkiirliche Zahl ist, so miissen gleich hohe 
Potenzen von h auf beiden Seiten denselben Coefficienten haben. Die 


héchste vorkommende Potenz von h ist die [g(u)|*. Sie hat rechts den 
Factor 


[uv] + P (— 1) B,, v—r-+1- 


r=1 


Auf der linken Seite mégen die letzten »-+ 1 Glieder diesen héchsten 
Exponenten [g(u)| haben, d. h. es midge sein 


g((el—r) > [g9@)1>9(e]—r — 1). 
Daraus folgt 
lel—r = S$ @ (gm) > [eJ]—r—1, 
r <— G(lgw) +lel<r+1, 
r= [WI— 4 (g@)) = [4] — [6 @pr—1, 
r+1—=[e)—LG(gm)yr. 
Dieser letzte Ausdruck ist der Coefficient von h'#)] auf der linken Seite, 
so dass also 


(V) [4 (gw + > (—1y Bar = 0 


r=1 


ist. [G({g(@)])) ist die Zahl By,. Auch diese Gleichung hat ihr be- 
kanntes aus 

(i1—1)">=0 
folgendes Analogon in der Theorie der Binomialcoefficienten; es ist zu 
beachten, dass fiir g(”)—=a und un die eckige Klammer gleich n—1 wird. 


§ 6. 

Der Umstand, dass in der Gleichung (3) des § 5 gleich hohe Potenzen 
von h auf beiden Seiten denselben Coefficienten haben, fiihrt auch zur 
Bestimmung der B,,,,:, und zwar kann man dabei auf zwei verschie- 
denen Wegen zum Ziele kommen. Zuerst mége angenommen werden, 
dass g(x) eine langsam wachsende Function sei, so dass links immer eine 

Mathematische Annalen, LILI, 17 
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gewisse Anzahl von Gliedern denselben Exponenten haben. Das Resultat, 
zu dem man so kommt, gilt aber auch fiir den Fall, dass g(x) rasch zu- 
nimmt, so dass links gar nicht alle ganzen Zahlen zwischen [9 ([4]+ 1)] 
und [g(u)| als Exponenten auftreten. Die Annahme wird nur gemacht, 
um den Wortlaut der Herleitung abzukiirzen. 

Die niedrigste Potenz, die rechts vorkommt, ist die [g(A)|'*; sie hat 
den Factor B,, — [A]. Links mégen die r ersten Glieder den Exponenten 
[g(A)] haben, d. h. es sei 


94) +r) <lg@)+1<9(4]+r+)), 
J+r <@(g@)+)<l+r+1, 
r=([G(g@) +1) — y= 14 (g@)+ Dy — I. 
Daraas folgt 
Bx = (4 ((g@1+ DY = Bon, 
wie das iibrigens die Definition von B,, auch unmittelbar ergiebt. 
Ganz ebenso findet man, dass die Anzahl der links stehenden Glieder, 
deren Exponenten kleiner als [g(A)] + 2 sind, gleich 


LG ((g@)] + 2)/ — [A] 


ist, es haben also 
LG (Lg @)] + 2) — [4 (Cg) + 1) = Boz — Bos 
Glieder den Exponenten [g(4)|-++ 1. Rechts wird der Factor von hls@+! 
angegeben durch 
By-1,2 —_— By: . . i 1) ? 


da nur das letzte Glied des nach Potenzen von h entwickelten vorletzten 
Summanden der itiber » erstreckten Summe und das vorletzte Glied des 
letzten Summanden die angegebene Potenz von h enthalten. Es ist mithin 


B,-1,2 =— By. S08 1) — Bo,s — Bo 


oder, da B,,1 = Box ist, 
By-s,2 = Bo: + Bor: C=) 
Ebenso findet man ferner als Factoren von hlo@i+e 


B,—2,3 — B,-1,2 E>. >) + Br ici 2) = Bos — Bo», 


woraus 


B,—2,3 = Bos + Bo, (-—3) + Bor (—3) 
folgt. Nach dieser Induction ist 








Of 


F 
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Zu- 
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B,—2,241 = Boeti + Box Sie — *) + Bo, x1 See i) 


+--+ Bul, "5! ) 


ax—l1 
oder auch 


B,, mr Bo, v—r+1 + Bo,»—+ L = 1) + Bova oh 
+e + Bul? 1): 


Angenommen, diese Gleichung wiire richtig fiir die Indices v, »—1,...r. 
Es ist dann zu zeigen, dass sie auch fiir B,1,-,42 richtig bleibt. Als 
Factoren der ([g(u)]}—7-+ 1) Potenz von h hat man 


1 
Bi, v—r-+2 —— B,, v—r-+1 (, i 1) + Byssy—r (7 al 1) 
+::-+B,1- Mes 1) = Bo.—r+2 — Bo .—- 
Daraus folgt, wenn man die schon bekannten Werthe von B,.,_,+: ete. 


einsetzt, 
By, v—r-+2 = Bo »v—r-+2 —— Bo, v—r+1 


+ } Bo, ee — ((y)+: bw 1) <1) 


r 


By»—r—z hat also den Coefficienten 
(N21) CF OE) He) HCE) 
oder 
Ot) (1) —C2)C8)+ GES) +200 CEE) 
— Cte ey ebyr((@t2),_ (£2) 41) 4 (°S*) 42) 
> 


+(FT3)@+e+n}. 


17* 


4a 
H+ 
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Die in der Klammer stehende Summe lisst sich zerlegen in 


(CECE) CP)e2CHD) 9-1 
und 


(*t?) a et 5 a4 (*$)-34---+(215)-@+2)=0.8) 


Der Coefficient von By,—,-2, «> ist also gleich 


($2) = (3): 


und da Bo,—41 den Factor — 1 + Ea = (7-3) und Bo,—r42 den 


Factor 1 hat, so ist das durch Induction gefundene Gesetz bewiesen. Es ist 


v—r—1 
B,, mr = es Bo, v—r—2 ca 
x=—1 
oder 
[9(u)J—r-+1 ge) [ ( y a 
(VI) S’te@r— Sem (P17). 
[9(4)]+1 y=[9@)]+1 


Dass die letztere Summe, in der die Reihenfolge der Glieder die um- 
gekehrte ist wie in der vorhergehenden, mit dieser iibereinstimmt, sieht 
man sofort ein, wenn man bedenkt, dass 

v =(9()] —[9@)] 
ist, und dass By,, = [G([g(a)]-+%)] ist; sie hat nur » — r+ 1 von Null 
verschiedene Glieder, weil bei den héheren Gliedern der Binomialcoefficient 
verschwindet. 


§ 7. 


Bei der zweiten Methode, aus der Gleichung (3) des § 5 einen Aus- 
druck fir B,,,,4, abzuleiten, ist es zweckmiissig, sich so auszudriicken, 
als ob g(a) eine rasch wachsende Function wiire, so dass 


*) Die Gleichung 


> (—1)° (") z=0, m>1 
z=1 


folgt sofort aus dem Umstande, dass in der m‘» Differenz von x", n> m, niimlich 


a*— (ft) @— + (3) @—t-- —m", 


wenn sie nach fallenden Potenzen von x geordnet wird, die Factoren der m hichsten 


1 


Potenzen von x, insbesondere der yon «”~*, verschwinden. 
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[9(4)] < [9 (4) + 1] < [g((4) + 2)] <--- < Loe) < [9] 
ist. Nach dieser Voraussetzung kommt die niedrigste Potenz von h, die 
den Exponenten [g(A)] hat, links nicht vor, rechts aber mit dem Factor 


— [4] + B,,, 
der also gleich Null sein muss, so dass 
B,,1 = [A] 
ist. Wenn nun auch [g(d)| + 1<[g((4]+ 1)] ist, so ist ferner 


By-1,2 ae B,,1 : Bui 1) —_ 0, 


us th(,")) 


also 


v—l1 


Ist auch noch [g(A)] + 2 <[g((A]+1)], so ist 


B,-2,s _s By-1,2 ° ae >) oo Bs . Wie 2) = 0 


Bos —4l-((,”1)(0=3)— (23) = BG 9): 


Daraus schliesst man, dass, wenn [g(A)] + r <[g({4]+1)] ist, 
By_,,r41 = [A] ( id ) 


und 


Vv— 


sein werde, und bestiitigt dies folgendermassen durch vollstandige Induction. 


Bs ist, wenn [9(4)] + 7 + 1 <[g((4]+ 1)] ist, 
ns) 


v—r—l 


+--+ Ba-( id )=0, 


v—r—l 
also wenn man die Werthe fiir die als bekannt vorausgesetzten 


; Bas, .-. Bannvee 
einsetzt, 


B,—,—1,r42 = [A]: 2 Raps i ae 1) ese 


£01) 


Der zweite Factor rechts lasst sich so schreiben: 


W)CT)-C2)C 3 )£-£0)6-41)- 


Nun ist 
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( v ): a EP eee 
r—2x ( a+1/]) (r—2x)! (+1)! 


v-(v—1)---(v—1) | (r+1)! 
(r+1)! (r—ax)!(x-+-1)! 


= (41) ; Ci 
Also ist 


_13.( ” {(r+1 —("$') _ tft) 
Bane E a) (OT (CE Je EGF) 
” v ; v 
—U-(,4.1)= 0-71) 
Das fiir B,_,.,41 gefundene Gesetz ist damit bestiitigt, vorausgesetzt dass 


[g9(a)] + r <[g@4] + 1)] ist. 
Wenn nun 








[y@)) + p=([9041+))] 


ist, wahrend noch 
(y@)+yp—1<[94+)) 


ist, so ist zwar noch wie vorher 


B,—p+1,p = [A] - Se 1) ? 


aber weil die der Gleichung (1) entsprechende Gleichung bei der Be 


stimmung des folgenden Coefficienten nicht 0, sondern 1 als rechte Seite 
hat, so findet man 


Berm —U("4)+1— (74) +65) 


v—p 


Die Zahl p bestimmt sich durch die Gleichung 
p = (94+ 1) —[9()1. 


Falls nun auch [g(4)] +p + 1<[g((4]+ 2)] ist, so hat jetzt die zur 
Berechnung von B,_,~1,p42 aufzustellende Gleichung als rechte Seite 
wieder Null und man findet ebenso wie vorher 


B,—p-1,p+-2 = [A]- (, auieas 1) + (, agen i) 


und ferner, wenn fiir g’ > p auch [g(a)] + <[g({a4]+ 2)] ist, 


B,—-4,¢4+4 = [A]- (, ” 1) + ‘a 









dass 


, Be- 
Seite 


e zur 
Seite 
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Ist endlich 
[9(@) +4 = [94] + 2)], 


so ist wieder 


Boe = [41-(,”,) + C2 + C—. 


q =([9((4]+ 2)] —[9()] 
ist, und wenn fiir ¢>q noch [g(A)] +¢<[g({4]+ 3] ist, hat man 


Bows =[4}-(,” ) + (G2) + 09): 


Diese Gleichung kann man, da 
»—p=|lg@M)—9@I+)], »—-¢a=([9@)—9@)1+2)] 


ist, wenn noch y—t=—r gesetzt wird, auch in folgender Weise schreiben: 


on §- (s@)] my Lg (A) ! r" (ls@) — [9 (a} + nN) 


wobei 


By v4 
—[g({4) +2 
+ (9)! Lgl ] i!) 
oder 


(VI) Borsa = [A] (91 AN) 4 S (9@)1—[9@, 
x=[4]+1 
denn weil nach Voraussetzung 


Lg(A)) + ¢<[g (4) + 3)] 
t<[g((41+3)] — (gl, 


r=v—t>[g(u)| —[9 (41+ 3)] 


und die Glieder der Summe in (VII) verschwinden bei der besonderen 
Annahme iiber ¢ oder r, die bis jetzt fest gehalten wurde, alle vom dritten 
an. Die Gleichung (VII) gilt aber offenbar auch fiir einen beliebigen 
Werth von r, da man die angegebene Schlussweise in derselben Art weiter 
fortsetzen kann. Fiir r= 1 gilt die Schlussweise deshalb, weil man bei 
der Bestimmung von B,,, die Coefficienten der ([g(u)|— 1)" Potenz von 
h vergleicht, so dass das rechts stehende Glied [u] - h'#()! keine Abanderung 
des Verfahrens bedingt. Fiir r > v liefert (VII) ebenso wie (VI) und wie 
die urspriingliche Definition der Cofficienten B,,~,4, den Werth Null. 


oder 


ist 
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Aus (VI) und (VII) folgt die Gleichung is 


a2=[4]-++1 


(VIII) [a]- (s@)l- — [9 ON 4 s (9) i9(@)}) 
f 


() ‘ 
= Siew: (Mz). 


y=l9@))+1 


Von ihr ist die Gauss’sche Gleichung wieder ein Specialfall, der sich 





ergiebt, wenn man g(x) = px:q, A=0, u= = q, r = 1 setzt. : 
Um die Formeln (V1), (VIL), (VIII) noch an einem anderen Beispiel 
zu priifen, mége g(x) = \/x, also G(x) = 2°, 4 = — 7,19, [A] = —8, : 
u = 26, 73, [wu] = 26 gesetzt werden, woraus g(4) =— 1, 93, [g(A)] =—2, | 
g(u) = 2,99, [g(u)] = 2 folgt. Zur directen Berechnung der B, 4,1 
dient folgende Tabelle, in der die erste Verticalreihe die Werthe von 
[G(y)) fir y=[g(4)] +1 bis [g(u)], also fir y—=—1 bis y=2 P 
enthiilt: 
—2|—2|—2|—2)—2 J 
—1| | —3|—5|—7 
0 | —- io com 
‘- | 
Dabei ist natiirlich zu beachten, dass z. B. [(—1)*] = — 2, [2° = 7 ist. 
Fiir r = 2 erhilt man nach (VI) 
/ ‘ ‘ 
Bs =—2-(?f*)—1-?7°)+0.?7')—=—6—2=—8 


und nach (VII) 


es CP)+ eH" *l) 
——8(°$")+6. (?$7)+(3)4+(G)=——48 +36 +341=—8 


wie vorher, und wie es die Tabelle bestitigt. 


§ 8. 
Es mége nun noch eine Berechnungsart der Zahlen 


(9(«)J—r-+1 


Bouvts = S” [G(z)|’ 
(9(4)]+1 


angegeben werden, die zwar fiir die wirkliche Ausrechnung nicht practisch 








ist. 
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ist, die aber die Analogie dieser Zahlen mit den Binomialcoefficienten 
wieder deutlich hervortreten lisst. Dazu setze man in (IIIa) f(x) = 2”. 
Die Differenzen dieser Function sind: f®(#) = 1 fir m =—1; 
f(a) = 22 —1, f(x) =—2 fir m=—2; (O(a) = 32? — 32 +1, 
f(a) = 62 — 6, f(x) = 6 fir m=3 us. w. Setzt man dann 


[eu] 
> y@r =, 
[4]-++ 1 
so ist nach (Ila) 
8, = [#]-[9()] — [4] -[9(@)] — Bi, 


Bi, = [ev] -Lg(@)| — [4] -Lg(@)] — 5. 


also 


Ferner ist 
s, = [vl -l9(@)P— [Al -[9 OP — B,.(2[g@]—) + 2- Ba, 
also 
By 1 = : ‘((e)- Law? — 2[2]-Lg@) Lg@) + [Al-Lg@P — 28,[9@) 
+ 8, — [¥] Lg] + [Al [g@1 +5) 


= Fsymb (C9w)] —s,) ((¢@]—s,—1) = symb (19) ~ *). 


Die Symbolik besteht darin, dass nach dem Ausmultipliciren s,* durch s, 
m ersetzen und an Stelle einer von s, freien i‘ Potenz von [g(u)] zu 


setzen ist 
{Lg()] —Lg@)}*, 


wo das erste Glied dieser Potenz nach ihrer Entwicklung mit [u], alle 
iibrigen mit [4] zu multipliciren sind. Diese letztere Vorschrift kann man 
auch so ausdriicken, dass die nicht mit einer Potenz von s, multiplicirte 
Potenz [g(u)|* zu ersetzen ist durch 


[4}-(lg@)) — Lg @))* + (el —[4) Low. 


Man bestiitigt noch leicht durch eine allerdings schon nicht mehr 
ganz kurze Rechnung, dass 


Bs,,-2 = symb (\s I sa *) 
ist, und da auch B,,, in der Form 


B,,, = symb (ts) _ *t) 
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geschrieben werden kann, so schliesst man hieraus, dass allgemein 
(IX) B,,»—-r41 = symb ( (I =-_ *) 


sein werde. Es scheint jedoch nicht ganz leicht zu sein, auf directem 
Wege durch vollstiindige Induction die Richtigkeit dieser Formel zu bhe- 
stiitigen, da man hierzu das Gesetz kennen muss, das die Coefficienten 
von x in der K** Differenz von x” befolgen. Es ist nun zwar méglich, 
ein solches Gesetz anzugeben, dieses ist aber, wenigstens in der mir be- 
kannten Form, so complicirt, dass der directe Weg nur schwer gangbar 
erscheint. Man kann aber auf einem Umwege zum Ziele kommen. Ich 
habe nimlich im III. Bande der Mittheilungen der math. Gesellsch. in 
Hamburg (Heft 9, 8. 379) nachgewiesen, dass fiir A—=0, u—n, g(x) =z, 
d. h. wenn 


n 
Bowes = Yr + 1) 
ist, die Gleichung (IX) wirklich besteht. Es ist 


(fs) =a" *): 


a= Se 


z=1 


wo s,* durch 


zu ersetzen und jedes von s, freie Glied mit » zu multipliciren ist. Da 
nun aber die Zahlenfactoren, mit denen man die Glieder des entwickelten 
Ausdruckes fiir B,,,,41 im allgemeinen Falle zu multipliciren hat, genau 
dieselben sind, wie in dem besonderen Falle g(x) =, weil sie nur von 
den in den Differenzen von x" vorkommenden Coefficienten, aber nicht 
von g(x) abhiingen, so gilt die Formel (IX) jedenfalls, wenn [A] = 0 ist. 
Es ist 
[9(«)—r-+1 . seas 
BH = SLE (2) = symb (¥ I *) , wenn O0SA<1; 
[9 (4)}+1 
dabei ist s,* zu ersetzen durch 
[«) 
= > [9 (@)F 
2=1 
und jedes von s, freie Glied, das immer eine Potenz von [g(u)| enthalten 
wird, ist mit [ua] zu multipliciren. 
Dass die Formel (IX) allgemein gilt, auch wenn [A] von Null ver- 
schieden ist, will ich der Uebersichtlichkeit wegen nur durch den Schluss 








-_ A er A oe 





Da 
lten 
nau 
von 
icht 

ist. 


ten 


ver- 








Beitrag zur Differenzenrechnung und zur Zahlentheorie. 267 


von 4 auf 5 erliiutern; man sieht aber ohne Weiteres ein, dass in genau 
derselben Weise der Schluss von » auf »-+-1 zu machen ist. Durch 
eine geschweifte Klammer mige, wie oben, eine Potenz angedeutet werden, 
deren Glieder nach der Entwicklung in gewisser Weise zu modificiren 
sind, z. B. 


ig@)I—s}* = {[9(@)I—L9@)]}?— 219 (@)]- 5, + 8, 
‘[9(u)] —L9@)}}? = [el Lo) — 214) -Lo@))-L9 @)) + 14-9 
Die Klammer hat also, wenn s, darin vorkommt, eine andere Bedeutung 


als wenn [g(A)] darin auftritt, was aber nicht zu Irrthiimern fiihren kann. 
Es mége nun also schon bewiesen sein, dass 


24 Bs »-s= {[g(u)]—s,}*—6 {[9 (#)]—s, }*+ 11 {[9(@)]—s,}°—6 (Lou) 81}, 


6 Bs,» = {Lgy(@)]—s,}*— 3{Lg@)—s,}?+2(Lg@1-s}, 
2B a= {ly@)J—s:}*— {Lys}, 
bh, = (Lg(w)l-—s} 


ist. Zur Berechnung von B;,, 4 dient dann nach (IIIa) die Gleichung 


(2) 120-Bs,,4=—s,+[«]-[9(w) P—[4] [9 P — Bi» f (Lg @) 
+ Bs, —1-f® (Lg @]) — Bs,» f (gw) + Bi,»-sf® (Lg). 


Wenn nun [A] gleich Null ist, so gelten die Gleichungen (1) ebenfalls, 
nur dass jetzt statt [g(u)|*, wenn diese Potenz nicht mit s, multiplicirt 
ist, nicht die symbolische Potenz {|g(u)|— [g(A)|}* zu setzen ist, sondern 
einfach [w]-[g(u)|* In diesem Falle ist nun bekannt, dass die Coef- 
ficienten in den Differenzen f“), f® u.s.w. so beschaffen sind, dass z. B. 
das erste Glied von 120 B;,,_4 nach Einsetzung der Werthe von B,, u. s. w., 
wenn man wieder nach fallenden symbolischen Potenzen ordnet, die Form 


{Lg(w)| — s,}° 


annehmen wird. Setzt man jetzt [A] 2 0 voraus und denkt sich in (1) 


alle von s, freien Glieder abgetrennt von den iibrigen, so bilden diese fiir 
sich ein Schema, das genau so aussieht wie das von den rechten Seiten 
von (1) gebildete, nur dass an die Stelle von s, tiberall [g(A)| tritt. 
Dieselbe Beschaffenheit der Coefficienten, die aus dem urspriinglichen 
Schema unter Hinzunahme von — s, + [u]|[g(u)|’ den Ausdruck 


{Lg(w)] — s,}° 


bilden liess, muss aber auch bewirken, dass unter Hinzunahme von 


— [A] La AP + [ello 
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aus dem abgetrennten Schema als erstes Glied von 120B;,,4 die sym- 


bolische Potenz al 
{Lg(H)| — L9()]}° 


zum Vorschein kommt. Und ebenso wie bei [A] —0 als zweites Glied 
von 120B;,,-4 sich 
— 10 {[9(u)] — 51)4 


ergiebt, so muss aus den von s, freien Gliedern fiir den Fall, dass [4] 20 
ist, das Glied 


— 10 {[g()] —[9)]}* 
gefunden werden, u. s. w. Die Gilieder, die s, enthalten und die also ein- 
fach mit nicht symbolischen Potenzen von [g(w)| multiplicirt sind, ver- 


halten sich im Falle [A] Z0 genau so wie im Falle [A] = 0. Sie liefern 


also mit den schon gefundenen von s, freien Gliedern die rechte Seite 
von (2) so, wie die Gleichung (IX) es verlangt. 

Ein besonderer Fail der Gleichung (IX) ist wieder die Gauss’ sche 
Gleichung. Auf das Zahlenbeispiel des § 7 angewandt liefert die Formel z. B. 


By = symb (s@)} p= *:) 
also 
24Bii= [4}-((gm]—[g@)* + (el —l4) (9@l — 4s, LowP 
+ 6s,[9(u)? — 4s3[9(u)] + 5 
— 6[4]-(g@)]—[o@)* — 6((e] —[4) Lom? + 18s, LgwFP 
— 18s,[g9(u)] + 68, 
+ 11[a}-Cy@l—{o@?+ 11 Cul —La)) Lg wP—22s, [gq] +115 
— 6{a]-9@]—[y@) — 6 (ul —[a)) wl + 65. 
Setzt man in diesen Ausdruck, der keinerlei Symbolik mehr enthilt, die 
angegebenen Zahlenwerthe ein, so erhilt man, da 


26 
s, = >) [Vz] = 32, s, = 108, s, = 110, s, = 408 
=" 


ist, als Summe der positiven Glieder 12648, als Summe der negativen 


Glieder — 12696, also By; = — 2, wie es die directe Berechnung auch 
ergeben hat. 


§ 9. 


Zum Schluss sollen die Hauptformeln auch fiir den Fall einer ab- 
nehmenden Function g(x) angegeben werden. Man findet fiir diesen Fall 


unter Beibehaltung der bisherigen Bezeichnung aus der Gleichung (1) 
des § 3 
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[9 @)] 


(1) */{otai+W1+1—s) + SCH [Gw))-(fw—fg—)) 


«2=[4] y=(9()I1+1 


= [el-flg@) — [4)-Alg@), 
indem f,(”) = f(«), fa(v) = x, a(a) = g(x) gesetzt wird. Nun ist 


[9 (@)} 
([4] + [xe] — LG@))-(fm — fy—)) 
=[9(«)I+1 
{9 (@)] 
=— > (Gy): FU + G1) +le)-Ag@) —flg@m), 
=[9(#)]1+1 


so dass man, wenn man in der ersten Summe von (1) noch die Reihen- 
folge der Glieder umkehrt, erhilt 


[ue (g@)l 
f(tg@l) — SLE @1-F) = [e1-fg9@) — [41-FC9@)). 
—TT+1 y=t9@))+1 
Nach (11) ist ferner 
(9(@)) [9 (@)) os 
> f@([4M1+ > SOW 
x=[g(u)]+1 y=[9()I+1 %+1 


[9 («)] 
-S)16e). f(g@) — SP G(2))-f(Lg@); 


denn die Function a(x) in (II) ist hier die wachsende Function a(x) = 2. 
Von hier an ist die Betrachtung genau dieselbe wie in § 4 bei der Her- 
leitung von (IIT), und man erhiilt schliesslich die Formel 


_ {9 (4)] 
(uur’) f(g@) = [e) -fCg@) + S° LEO (y@) 
2=[4]+1 to+1 
Wat 
8 TE (@)]-f(9@)) --- 
{9 (ue) 
— EF L9@D) — SULEO1- 1 Cow 
{9 («)] rr 
+ S LE @)1-£° (gw): 


und wenn % =[g(u)] gesetzt wird, 
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] 
(Ill’a) > f(Lg@)) = le) FC g@) — [4)-FCg@) 


x=[4]+1 
(9 (@)] g@—1 
+8 EQ} Ca@)— S*L4 OL" Coa) 
(g(u)I+1 [o(«)]4-1 


Es ist zu beachten, dass hier der Strich an [G(z)| fehlt, und dass das 
Glied, in dem die erste Differenz auftritt, das positive Vorzeichen hat. 


Setzt man 
aps ) 
SG (@)] = Cnr», 
(o(u)J+4 
wo v=|g(d)| —[g(e)| ist, so kann man in derselben Weise wie bei 


einer wachsenden Function g(a) zeigen, dass folgende Gleichungen bestehen: 


[ee] 
(Iv’) = [aj+ > Cyr = [w]- 291-1 — SS? Qan—toen, 
r=1 x=[4]+1 
(v’) [4 (Lg@)) + > (1) G41 = 0, 
r=1 
(g@) 
(Vr) Comets = > [ay]: (IT 9), 
y=l9@)1+1 


(VI) Crna = [ee] - (9@119@)) )-3} (l9@I—t9@)1). 
a=[4]+1 


Fiir die der Gleichung (IX) entsprechende Gleichung gilt jetzt die 
auf einer Kigenschaft der Binomialcoefficienten beruhende Herleitung nicht, 
da die Binomialcoefficienten durch die Annahme g(x) = x, also mittelst 
einer wachsenden Function aus den Coefficienten B hervorgehen. Man 
kann sich aber wegen der genauen Analogie der Gleichung (III’a) mit der 
Gleichung (IIIa) leicht davon iiberzeugen, dass jetzt die Gleichung besteht 


(IX’) Cripnts = — symb (19(4)] — 51), 


wo die Bedeutung von s, dieselbe ist wie friiher, und wo auch fiir 5 
wieder s, gesetzt werden muss; statt einer von s, freien Potenz von [9(A)| 
ist aber jetzt zu setzen 


—[e]-(g@)]—Lom)' + (el —LA) Lo @F- 


Man kann, um das negative Zeichen rechts zu vermeiden, auch schreiben 


Cnet = eymb (OO) +5), 
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wo nun eine von s, freie Potenz von [g(A)] zu ersetzen ist durch 


Lu} -(L9@]—[yw)* — (el —-BD ly@l 
und ausserdem die Potenzen von s, mit geradem Exponenten 2k nicht 
mit s,,, sondern mit — s., zu vertauschen sind. 


Nachtrigliche Bemerkung. Im Compte Rendu vom 4. Dec. 1899 
habe ich in der Notiz ,,Généralisation d’une formule de Gauss“ eine Formel 
angegeben und ohne Induction bewiesen, die allgemeiner ist als die 


Gleichung (I), und daraus eine Verallgemeinerung der Formel (II) ab- 
geleitet. 
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Préface. 


Jai déja étudiés les déterminants quadratiques d’ordre infini dans 
quelques mémoires qui ont parues dans les: Amnnali di Mat. 1897—99. 
Nombreux résultats parmi ceux que j'ai donnés dans ces travaux sont 
directement reportables aux déterminants cubiques d’ordre infini. Dans 
ce champ d’ailleurs il n’y a pas de littérature mathématique; c’est pour- 
quoi je vais remplir cette lacune, désignant en peu de mots quelques 
propriétés générales, et quelques régles (criterium) de convergence valables 
pour ces déterminants. 

Il faut cependant remarquer, qu’il ne s’agit pas dans ma Mémoire 
Waller rechercher des propriétés nouvelles, mais, en général, de verifier 
si certaines propriétés se conservent, se transforment, ou cessent d’avoir 
lieu, lorsque on passe a la limite; les méthodes cependant sont toujours 
les mémes. 


Voila la raison qui me conseille de donner peu de démonstrations 
dans cette mémoire. 
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§ IL. 
Définitions. 


1. Prénons & considérer un groupe triplement infini de quantités 
réelles ou imaginaires: 
(1) [ain] (l= —00,-++0,++-4 00), 
Tirons maintenant un systéme d’axes rectangulairs dans l’espace, et placons 
en chaque point, dont les coordonnées sont i, k,l la quantité a;,:. 

On obtient par ce procés un tableau a trois dimensions que nous 
appellerons une matrice cubique d’ordre infini. 

2. Soit la matrice cubique: 


[a;,x,:1, (¢,k,l—=—n---0----+ m) 
elle définit trois déterminants cubiques que l’on obtient par la loi bien 
connue. 


Nous désignerons ces déterminants par le symbole: 


ie. (r = 1, 2, 3) 
ot le nombre r représent le systéme d’indices qui démeure fixe. 
Maintenant si les valeurs du déterminant: 


Dion = [ai (k= —n---0-- +m) 
pour des valeur de m et m qui vont croitre au de la de toute limite 


convergent vers une limite déterminée (dans le sens le plus générale), 
cette limite sera designée par: 


DO = [apn (k,l—=—oo---0---+ 00) 
et l'on dira que le r®™e déterminant cubique, défini par la matrice 1) est 
convergent, et a D®) pour sa valeur. Si la limite est infinie le déterminant 
est divergent, s'il n’existe pas de limite, le déterminant est indéterminé. 

3. Le criterium ordinaire qui sert pour reconnaitre s’il existe une 
limite nous donne la régle: 

Le déterminant D® est convergent si a toute quantité positive 6 prise aussi 
petite que Von voudra, on peut faire correspondre un entier positif N, tel 
que « toute couple des nombres entiers m,n>N, et a toute valeur des nombres 
entiers p et q Von ait: 

| Drvpnte — Dina| <o. 
Si cette relation est vérifiée nous poserons: 
m=n D?,=—=D2 D =lim DY. 

4. Dans un déterminant cubique infini, on appellera ¢lément-origine 

lélément o.oo, Les éléments a,,,,, sont appelés éléments principaux, et 
Mathematische Annalen, LILI, 18 











274 


T. Cazzanica. 


la diagonale qui les contient s’appelle diagonale principale, comme d ordinaire. 
De plus tout ce que nous avons dit s’étend naturellement aux déterminants 
particuliers dout les couches se prolongent a linfini comme les quadrants 
du plane, c’est a dire les déterminants de la forme: 


Dr = [a;x,:) [t,k,J=1,2--- oo] 


§ I. 
Propriétés générales. 
Supposons a priori qu'un certain déterminant cubique infini: 

D = [a;,x,:] (i,k, l= — co----+ 0) 
soit convergent. Tout déterminant D™ qui converge jouit de quelques 
propriétés que nous allons exposer. Les démonstrations sont analogues a 
celles que nous avons donné pour les determinants quadratiques; nous en 
donnerons cependant quelques unes. 


1. La valeur dun déterminant cubique convergent ne change pas 
lorsqu’on prend comme origine un élément-diagonal arbitraire. 

Désignons par D” le déterminant qu’on obtient de D lorsqu’on 
choisi comme origine l’élément a,,,,,. Sa convergence est évidente. 

En effet on a: 


LHncts ae m..| <6 
od 6 est arbitrairement petit et m,n sont plus grands qu’un certain nombre 
entier N que nous avons déja défini. Posons N> A et: 
m—A=m, n+A—N, 
notre rélation devient: 
| Do -p,m-+9 — Din, | <6 
ce qui démontre la convergence de D. 


Maintenant si l’on suppose m =, on peut considérer la valeur D 
comme valeur limite du déterminant: 


DY? "sow DY ? 
ou comme valeur limite du déterminant: 
De, ra = DY. 
Mais dans la méme facon dont la suite: 
7 ,..-,:. 
sert & déterminer D), la suite: 
mm, ,...... 
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aire, sert 4 déterminer comme sa limite, la valeur D™, et puisque cette limite 

ants est unique, il va résulter: 

ants D” = D” e. q. f. a. 
2. Dans un cubique convergent on ne peut pas échanger les couches 

0] d'un systeme avec celles d’un autre. 


En effet par cet échangement on transforme le déterminant D) dans 

un autre D) qui est déterminé par la méme matrice. D™ en général, a 

une valeur divers de D® et en particulier il pourrait aussi étre divergent. 

3. Dans un cubique convergent échangeant entre elles deux couche 

paralléles qui ne correspondent pas au groupe fixe des indices, le determinant 

- 00) change de signe. Si les couches appartiennent au groupe fixe le déterminant 
ne change pas. 


bla Il s’en suivent d'ici les conséquences ordinaires. \ 
aie 4. Si dans une cubique convergent on va multiplier tous les éléments | 
in, dune couche par un nombre déterminé K, le déterminant reste multiplié I 
par K. 
aad 5. Tout déerminant cubique, convergent, de la forme: i 
, 
jw’on Do = | a, x,2] (i, k, l - —— GD +s + oo) i 
peut étre transformé dans un déterminant de la forme: i 
Do = [@;,x,2| (i, k,l == a, 2, eee oo). ; 
Nous pourons par conséquence borner notre étude a cette derniére 
mbre classe de déterminants, en supposant toujours que la transformation dont i 
nous parlons, soit déja exécutée. Cette transformation, en substance, ‘ 
s‘obtient en appliquant 4 propos la propriété caractéristique pour les deter- if 
minants convergents défini par nous, 4 savoir: En échangeant entre elles 
les couches paralléles d’un déterminant cubique, de facon a laisser sur | 
la diagonale principale les éléments diagonaux, la valeur du déterminant 
ne change pas. 
+ De 


§ IL. 
Régles de convergence. 


Etendons les reégles de convergence qui valent pour les déterminants 
quadratiques. 
1. On appellera normale une matrice cubique infini lorsque en posant: 
Ai,k,t = Gj, i, ty Ai = 1+ Gi, i,iy 
la série triplement infinie des éléments que ne sont pas diagonaux 


, , , ’ 
S= > > > Qi, k,I 
i kt 


ee en 


ER Deg 
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et le produit simplement infini des éléments diagonaux: 
P=[]O+ais0) 


sont absolument convergents. Nous avons tout de suite: 

Les trois déterminants qui sont définis par une matrice cubique normale, 
sont convergents. 

Il faut étendre d’abord la méthode de la clef algébrique pour la con- 
struction des déterminants cubiques d’ordre fini. Il suffit remarquer a ce 
propos que tout déterminant cubique: 


Dr’ = [4,41 (i,k, L—=1,2---n) 
peut étre engendré par le produit: 


‘=1 =1 I=1 y, 
(ou bien par les deux produits analogues qu’on obtient en échangeant 
respect. i avec k, i avec 1), lorsqu’on développe ce produit en affectant 
& propos ses termes par les coéfficients 1, 0, —1. 

Désignons maintenant par P,, la valeur que prend P,,, lorsqu’on 

va remplacer les a;,;,; par leur valeur absolue. Alors la limite P = lim P, 
est finie, en vertu des conditions a lesquelles nous avons assujetties les aj,;,:. 
Par conséquence 4 toute valeur positive 0, et & tout entier m plus grand 
qu’un certain entier m’, corresponde une rélation: 

Prip — Pn<oé. 
Dailleurs si lon va construire les expressions: 

Der»; P m+p) 

D*; Py, ’ 
on peut tout de suite remarquer que les premiéres se transforment dans 


les autres en remplagant dans celles-la aj,,,, par zéro lorsque une, au 
moins, parmi les quantités i,k, / est plus grande que m. Mais les termes 
qui s’annullent en P,,,, sont donnés par P,,.,— P», et ceux qui s’annullent 
en Dn-tp sont donnés par DY.» — D®. De plus dans la premiére dif 
ference se présentent tous les termes de la seconde ‘avec le signe positif; 
on a done: 

Pro — Pn >| Dor»— D®|.-.|DO.— DP|<d aqid 
Cette démonstration ne dépend pas de l’indice r = 1, 2, 3. 

[fl résulte aussi: 

Un cubique normal reste convergent, si Von remplace les éléments d'une 
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couche par une double infinité de nombres qui, en valeur absolue, ne peuvent 
surpasser un nombre positif a. 

On démontre ce théoréme comme son analogue dans les déterminants 
quadratiques. 

2. Dorénavant nous supposerons en général que i soit l’indice qui 
appartient au systéme fixe; c’est 4 dire nous posons r = 1, et supprimons 
les indice supérieur dans les symboles D). 

On dira alors que le déterminant cubique 


A — (4, x,7] (i, k, l= 1, 2 =e oo) 
est normaloide lorsqu’on pourra déterminer deux suites de nombres: 
a, 23) Uy, +++ nyse 5 Yi) Ye) Y3y-++Yny- 
tels que le déterminant cubique D construit par les éléments: 


LY, — 
er Gi; k,t 
é Y; 





Akt = 


soit normal @ son tour.*) 
Tout normaloide & est convergent et égal en valeur au deéterminant 
normal D qui lui corrisponde. 
La démonstration résulte tout de suite en remarquant que: 
: An = DPD. .% | Anep — A, | => | Din-p ome Dn, | ° 
On a aussi: 
Si dans le normaloide cubique A, on va remplacer les éléments: 


Gi; k,t (k, l=1,2--- 00) 
par des nombres tx: (k, l= 1,2---00) tels qué & toute valeur entiére positive 
de k,l, les quantités: 

UY, — 

ki = z, Y, Wiki 

soient plus petites qu'un nombre positif a, alors le déterminant A’ qui résulte 
par cette substitution est convergent, et sa valeur coincide avec la valeur du 
déerminant D’, que Von déduit du normal: 


D = [ajx:) (i, k, L=1, 2--- 00) 
par le remplacement des nombres x, aux éléments ax, (hk, l==1, 2--- 00). 
En effet nous avons: 


An, = 5 
et par suite de l’inégalité: 
| Dint-p — Din | < é, 


| Minty —Am | <9, 
ce qui va prouver la convergence de A’. 


on déduit: 


*) On peut généraliser cette définition en maniére tout a fait analogue a celle 
dont je parle dans ma Mémoire: Appunti sulla molt. dei normaloidi. Ann. d. Mat, 1899. 
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La derniére partie du théoréme est evident. 
3. Considérons un groupe triplement infini de nombre: 
ike (i, k, L==1, 2--- 00) 
et supposons qu'on puisse déterminer quatre quantité A, r,s,t de facon que 
pour toute valewr entiére et positive de i, k,l, on ait: 


lain! <5 rj rst 
Alors si Von a: 
lrst]| =y?>1 
les trois déterminants infinis #”) (r=1,2,3) construits par les nombres 
Gixi, sont convergents a zero. 
Posons en effet: 


(1) > 
an, = + a a By 2 «x, Po * * Amey, Bm 
(a@) (p) 


dont les 2, X sont étendus a toute combinaison: 
(2) () 
Gy. tims £0... Bn 
qu’on peut former par les indices: 
..  * 
et tout de méme ecrivons les haaiiiis: qui donnent 9? , 9. 


En changeant de signe aux termes négatif et remplagant chaque élément 
@;,x,, par sa valeur maximum on obtient: 


Fs 
a < (m!)? — _ ee (ry = 1,2,3) 
(rst)® 
et aussi, remplagant m! par m”™: 


Am? 


a < =| | 7 





C’est évident que lorsqu’on va écrire: 


Am? 
yntt 


A(m+p) 
yemtrti 





Ore < 














et l’on va soustraire les deux membres a gauche, et sommer les deux membres 
a droite des précedentes inegalités, on peut en tout cas déterminer par 
chaque nombre 6, petit comme |’on vaudra, un entier m’ tel que par un p 
quelconque et m > m’, on ait: , 


|» — OO | <a. 
C'est a dire: le déterminant #”) est convergent. 
On a aussi aisément: 





: oe” — lim 0 = 0. ce. q. fd 
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Avee plus de précision nous pouvons dire que: 
tim Va® = 0. 

Le théoreme plus général: 


Si dans le determinant #” on va remplacer les éléments de la couche 
vm par une suite de quantités ux, tels que: 


wer <\ Veo 
par toute valeur positive entiére de k,l, le déterminant #” qu'en résulte 


est aussi convergent a zéro, a une démonstration analogue a celle des 
déterminants quadratiques infinis. 





§ IV. 
Déterminants mineurs @’un cubique infini. 


1. Considérons trois couches a, B, y orthogonales entr’elles et rem- 
plagons par zéro tout élément qui appartient & ces couches, excepté da,,,, 
od nous poserons l’unité. 

Le déterminant qu’on va obtenir est un mineur infini de 2° ordre 


de D quwon désigne par: 
a 
(5 | ”)p 


« corréspondant en ce cas au syst®me fixe des indices. En général si on 
opere sur 37 couches: 

Oy... Or; By Bg--- Bry VyYe-++ Yr 
on obtient le mineur: 


( O, Wy... Oy ) 
By By--- Br | M1:%2-+- r/o 
dordre ry. Ici les éléments qui sont remplacés par l’unité sont: 
Ga, Pa ye" (s== 1,2,..r). 

Les -complémentairs de ces mineurs sont les déterminants finis con- 
stitués par les éléments qui se trouvent sur les intersections des couches 
considérées. 

2. On a en particulier pour les déterminants normaux: 

a) Tout mineur d’un déterminant normal est aussi normal. 

b) Le déterminant mineur qu'on déedwit du determinant: 


( Cy Oy... My ) 

B, By. -- Br | ¥1¥2-++ Pr) d 

en échangeant entr’eux p indices B, et q indices y respectivement, est égal 
au méme mineur multiplié par (— 1)?+*. 

En arrangeant arbitrairement les «, le mineur ne change pas sa valeur. 





‘ 


a 











280 


T. Cazzanica. 


c) Si Von va supprimer dans un normal r couches «;, r couches B;, 
r couches y; (i=1,2,...1), le normal qui en résulte différe du mineur que 
nous venons de considérer par un facteur (—1)@:—-W)+@2-—1) +", 


d) Le mineur: 
( > = | ) 
1,2,...m|1,2,...m/p 


tend & Vunité lorsque m croit au de la de toute limite. 

Les démonstrations sont tout a fait analogues a celles que j'ai données 
pour les déterminants quadratiques. 

3. Tout mineur d’ordre queleonque r, @un déterminant normaloide est 
aussi normaloide. 

C'est évident. Dvailleurs si l’on va considérer le normaloide A®, et 
Yon représente par D® le déterminant normal qui lui correspond, entre 
les mineurs de A”) et de D™ subsiste toujours la rélation: 





( By 00 Me ) = ( hy oo yp ) We. %e Ya, Va 
B,.-- Br | Py--- Pr? gr) \By ee Br | Py - + Yr pl) Ba, Be My, Yy, 

Cette propriété nous permet de déclarer tout de suite que les théorémes 
que nous venons d’exposer sur les mineurs des déterminants normaux, 
s’étendent avec quelques petites modifications 4 ceux des normaloides. 

4. Les minewrs dune déterminant #) défini au § I, 3, sont du méme 
type, ou du type #™. Ils convergent cependant a zéro. 

A ce propos c'est bien de remarquer que lorsque on va considérer 
ces déterminants en toute leur généralité, il est bien difficile d’établir a 
leur égard des propriétés qui servent a la construction de leurs développe- 
ments. C’est pourquoi nous allons poser ici quelque limitations. 

Si A{"?, ‘représente les mineurs de premier ordre d’un déterminant 
particulier #”, il peut se faire que les quantités; 

(m) 


(m) i,k,t 
2%) a 


m 
convergent a des limites @;,;,, lorsque m devient infini. Nous admettrons: 
P (m) > mi ; 
a) Tout rapport «(”), converge & une limite fini a; ,, lorsque m 
croit a linfini. 
b) A Vindice fixe ¢ on peut faire correspondre un entier M; de facon 
que pour tout nombre m > M,, les différences: 


— 
ike “nae 


Sp see 
i =—1,2,...m 


sont tous plus petites qu'un certain nombre positif 6, arbitrairement petit 
et choisi @ priori. 
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c) Parmi les nombres r, s, ¢, qui satisfont l’inégalité: 
lrst|>1 

les deux seconds, s, ¢ sont plus grands que l’unité. 


Lutilité de ces limitations se présentera plus tard. 


§ V. 
Développements. 

En général il n’est pas possible que de donner le développement d’un 
déterminant cubique infini, partant de la seule hypothése que ce déter- 
minant soit convergent. Les diverses especes de déterminants infinis sont 
développables en général par des méthodes qui dépendent seulement de 
la loi de construction de leurs éléments. 

Cependant nous étudierons a part les développements propres aux trois 
especes de déterminanis cubiques jusqu’ici considérées. 

1. Soit: 

D= [a;x,:| (i,k, 0 == 1, 2,...m) 


un déterminant normal, D,, son mineur fini d’ordre m, H,, le déterminant 
quon va déduire de D,, en supprimant l’unité dans l’élément (1 ++ @nmm) 
de sa diagonale principale. On peut écrire identiquement: 


Dy, = Biant + Hn, 
et parfois de la rélation: 
n = D, -{- (D, — D,) + ails 4 (Dn — Du—1) ; 
en découle: 
D,= D,+ HA,+ H,+ i la + , 
Mais si l’on fait croitre m au de la de toute limite il en résulte encore: 
» 
a) : D=D,+ y+ HWs+-+--+Ant+::-. 
Cette série converge absolument. II suffit a cet effet d’écrire: 
h h h 
ii, — {1+ Maine lt 
et de comparer la série a) avec la série: 
Bm Ti, + (Te—Th) +--+ (nT) + 
laquelle a tous ses termes positifs et plus grands que les terme du méme 


rang en a). 
De ce développement s’ensuivent bientét les autres: 
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=(4m—Pm 
b) D -> M1 a, By A a, Bo vitidls Bn em, Yn *** (— 1) ™ - 


D=ZD (v1) 


et aussi la régle de Laplace etc. etc. 

Avec des expression tout a fait semblable aux développements a), b), 
c) on peut représenter les déterminants convergents dont nous avons 
parlé a la fin du § IJ, 1. 

2. Aussi un déterminant normaloide peut étre développé suivant les 
séries a), b), c). Cela résulte tout de suite en rappellant les rélations tres 
simples qui lient les mineurs infinis d'un normaloide avec les mineurs 
homologues du normal qui lui correspond. 

3. Pour les déterminants du type #” le développement c) n’a pas 
de sens, car tout mineur A;;,, converge a zéro. Nous le pouvons substituer 
au moyen du théoréme suivant: 

S’il existent les quantités «;,4,, et si les conditions a), b), ¢) du precedent § 
sont satisfaites, on obtient: 


> > On Min, = 1. 
k t 


En admettant les méme limitations on a aussi: 
A toute terne de nombre 9, 6, t, tels que: 
Ilro|>1; |so|>1; ltr] >1 
on peut faire correspondre une infinité de nombres positifs et finis B de fagon que: 
B 
6 





| i, x,2| <s5 
e t 
excepté, au plus, un nombre fini d’éléments par chaque couche. 

4. Nous allons enfin remarquer que par tout déterminant A, dont 
les éléments d’une couche i gatisfont 4 la seule limitation d’étre finis, et qui 
admet le développement c), est valable le théoréme suivant: 

Si dans le déterminant A on va substituer aux cléments de la couche 4, 
des suite finies ou infinies de nombres: 


ters =>) wares (k,l == 1,2---00) 
h 
tels qua toute valeurs des indices on ait: . 


| wer] <a, 
étant w une constante finie et positive, alors le déterminant & va se décomposer 
dans une somme, ou dans une séries de determinants convergents. 
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§ VI. 
Régles de multiplication. 


Avec le but de n’entrer pas en particularité en égard aux déterminants 
infinis d’espece supérieur, nous nous bornerons & démontrer que les régles 
ordinaires de la multiplication subsistent avec des limitations convenables 
lorsqu’on va multiplier un cubique normal, normaloide ou de la forme #”), 
par un déterminant quadratique du méme type. II faut cependant remarquer 
que nos considérations servirons & indiquer comme, avec une convenable 
extension de la définition des déterminants normauxz, normaloides etc. aux 
déterminants d’espéce supérieur, on pourra construire une famille de 
déterminants tels que le produit de deux déterminants de la méme famille 
despece p, donnera un déterminant d’espece p + 1 et qui appartient a la 
famille de ses facteurs. 

1. A cet effet démontrons avant tout: 

a) Le determinant produit de deux normaux quadratiques est un normal 


cubique. 
Soient: 
A=[au]; B= [dil (i,k = 1,2,--- 00) 
deux déterminants normaux, et définissons le cubique: 
C = [cx] (i,k, l= 1, 2,--- 00) 
en posant: 


Cikt = Ain + Dy. 
Le determinant C est normal. En effet en conservant les notations: 


Qik = Wik, Ai =1+ 4; , 
Dix = Dix ? b; =1 + bi: ’ 
Cikt = Cikty Cu = il -+ Citi 
nous avons: 
pn , > ’ Ps F > — 
Ck dik + bi: + G51 DK 1, 
i,kyt i,k i,t i,kyt 


> tii =D ai; + Duis + D>) ainliv 


Dailleurs, des conditions que A, B sont normaux découle que les séries 
a droite dans les identités précédentes convergent absolument, et par 
conséquence convergent abs. aussi les séries que nous avons construites 
par les ¢;,,. C’est bien notre assertion. 

Le déterminant C est en valeur égal d A, B. En effet, si An, Bn, Cn 
sont les déterminants finis d’ordre m que nous avons déja définis, la théorie 
élémentaire des déterminants cubiques nous donne: 


Cn = A» : B,,. 


—— 
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D’ailleurs pour un 6 arbitraire et un m plus grand qu'un certain 
entier m’, on a aussi: 
|A—A,|<o6, |B—B,|<o6, |C—C,|<e 
et par conséquence: 
| AB—A,,B,|<6-M 
ot M est un nombre fini. II s’ensuit aussitét: 


|AB—C|<o6(M+1).:..AB=C. ce. q. fd. 
On peut conclure comme dans la théorie ordinaire, qu'il est toujours 
possible de représenter un cubique normal comme le produit de deux 
déterminants quadratiques, symboliques, dont les éléments ne sont pas des 
quantités, mais représentent des quantités lorsqu’ils se trouvent en convenables 
combinaisons entr’eux. 
b) Pour les normaloides nous avons: Si: 


A= [a,|, B= [dil (i, k= 1, 2,---00) 
sont deux déterminants normaloides tels qu’en posant: 


&; Yi b 
an = a, vii bi. = vy ik 
les déterminants : 
A= [ax], B= [dix] (i,k =1,2,...00) 
sont les deux normaux correspondants, on a que le déterminant: 
P= [G;4- die) = [Gini (i, k, == 1, 2, -- 00) 
est un normaloide cubique égal au produit A-B. 
En effet: 
x - = xy, EY; 
Crt = Gin di = zy; Aix dy = zy, Cikt 


ou ¢,, est élément d’un cubique C, produit des déterminants A, B. Il 
sensuit que [ est normaloide. Mais nous avons de plus: 


A=A, B=B, C=[ 
donc on a: 


r=A-B. 
c) Si Von a deux déterminants du type #: 


M 
A=[aul, |an|< ah |rs|> 1, 
N 
B= [dix], [Dix] <a les|>1 
et Von va construire le cubique: 


C = [einer] = [Gindia] 
le determinant C est du méme type ® que A et B. 








I 
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Posons a cet effet: 
lro| = R, MN =P. 


MN P 


on a tout de suite: 





ikl == AG db; < 7 = 
natn aa. (res*c! —s Ri s*o! 
étant: 
|Rso|>1. 
Le déterminant C est done égal & zéro et nous pouvons le considérer, par 
définition, comme le produit de A par B, 
2. Maintenant nous allons étudier les trois cas analogues lorsqu’il 
s'agit de multiplier un déterminant quadratique par un cubique: 
a) Soient: 
A=[axl; B= [bx 
deux determinants normaux. Le cubique: 
C = [crx] 


Ciki = > Gn Dika 
h 


est un cubique normal tel que C= A- B. 
Cest & dire que dans notre cas est valable la régle ordinaire du 
produit. En effet (en conservant les notations introduites) nous avons: 


Ck = Dix: + > Min dyer, 
h 


ou: 


Chis = ij; + bik + > Gin bitin. 
h 
Mais puisque les séries: 
Dilek Dy lbutl, 
i,k ikl 
sont convergents, aussi la série quadruple: 


> |r biss|; 


h,i, k,l 
et parfois les deux séries: 


> | cic], > | Cae | 
i ik, 
sont convergents. Il en découle que C est un cubique normal. 


Posons maintenant: 
m 


Vin = > Gn dbizns 
A=1 


Ay = [a:x] 3 By = [Dix] ’ 
Cr = [ec]; oe —_ [yin] 


(i,k, b= 1, 2,-++m) 
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Nous avons alors: 


oe — An Bn, 
Jake, Beh4+Q Caodir> 


étant «, B, y des quantités qui s’annullent pour lim m = oo. 
Dailleurs en posant: 


Viki = Chi — Vir = Gn bixn 
h=m-+1 


est por* dle que de décomposer le déterminant C,, en m-+ 1 déterminants 
du méme ordre, et en déduire la rélation: 


| Cn _— of” | S 6 
ou 6 est arbitrairement petit et fixé a priori, et m est convenablement 
grand. Le raisonnement est analogue a celui employé dans les déter- 
minants quadratiques. 

En effet en C,,, substituons 7;.,-+ yix, au lieu de e,,. Alors C,, 
résulte égal & une somme de déterminants en nombre de m--1, dont le 
premier est C{”, construit par les éléments y;,,, le second est déduit de 
c&” en substituant dans sa derniére couche (t), Yixe au lieu de pix, le 
troisieme se déduit de C” en substituant dans la derniére couche (i), 
Cixi, et dans Vavant-derniére, 7;,, au lieu des éléments y;,, etc. ete.; enfin 
le (m+ 1)*™e déterminant est formé par les éléments ¢;;,, excepté la 
premiére couche (correspondant 4 lindice 7) qui est formée par les 7;,:. 

Tl en découle que la différence C,, — cm peut se représenter par la 
somme de m déterminants dont une couche, et une seulement, est constituée 
par les quantités 7;,,. En développant ces déterminants on doit remarquer 
que les mineurs, coefficients des quantités 7;,,, par m quelconque, sont 
toujours finis, et plus petit que le produit: 


P=[] (1+ Dieu}. 


On a done: 
m m m 2 m m m 
, = * pp ~Y 
[Cu — On |< PSS Sriu< PS’ SD Dd andar 
i=1 k=1 I=1 h=mer}-1 i=1 kel I=1 
et puisque la série: 
> | Gradina | 
hii, hyt 


est convergente, la différence C,,— Cy’, en augmentant m au de la de 
toute limite peut dévenir aussi petite qu’on veut. 
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En faisant usage maintenant des inégalités: 


| AB— An By| <|@Bn + BAm + «B| <8(Q+ 8), 


|\c—C,|<8; |C,—OM|<é 
od d est arbitrairement, et m convenablement choisi, on obtient tout de suite: 
|C—AB|<d0(Q+0+2).°..C=A-B. e. q. fd. 


b) La régle précédente n’est pas toujours valable, lorsqu’il s’agit de 
multiplier un normaloide cubique par un quadratique du méme type. 
Comme dans le cas analogue du produit entre normaloides quadratiques 
(lorsqu’on veut obtenir un déterminant aussi quadratique) il faut que soient 
remplie des conditions particulitres. Nous allons mentionner un cas, qui 
nest pas le plus général. 





Soit: 
B= [diac] 
un normaloide cubique, et: 
(2) Ya» Yor Yar e+ Yroo ry 
(3) a a 


deux suites de nombre tels que le déterminant: 


, Y,2 
B == — bin | 


soit normal. De plus, indiquons par: 
A = [a;x| 
un normaloide quadratique et: 


(1) Bag May Bag ss. Bp 


H 


soit normal. Nous avons alors: 
Si a; = 2; (i=1,2,--- 00), le determinant: 


C= [2 binntun| = [Cixi] 


est aussi normaloide; les suites de nombres qui le rendent normal sont données 
par les (2) et (3), et en valeur C égale le produit des déterminants A, B. 
Des résultats analogues s’obtiendrons si était: 


la suite de fagon que: 


a; = Yi. (¢=1,2--- 00) 
La démonstration est presque évidente. 





*) Voir: Cazzaniga. Appunti sulla molt. dei normaloidi Ann. di Mat, 1899, 
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c) Considérons enfin deux déterminants #: 
M 
A= [az], | ax | _" ecg |rs|>1, 


B=[biil, |bir| <5 a 7, |@or|>1 


et le déterminant: 
= Le Dika ais | = [¢;x:]. 
D 

Si les deux inégalités: 
(1) [st] >1, — |ero|>1 
sont remplies, le déterminant C est du type #, eyal a zero, et ses nombres 
caractéristiques sont donnés par 

0, r, 6. 

En effet en posant: 

MN 


sce —1 


P 
Ci = >) bina < Fe = Ss 5° 
e or » » yr gt ef or! 


Les autres cas, oi se trouvent verifiées des inégalités analogues aux (1) 
ne different en substance du précédent. 

Ainsi dans ses lignes principales nous avons esquissé la théorie des 
convergents cubiques. C’est superflu maintenant que d’en traiter les détails. 
Seulement les applications probables peuvent utilement conseiller des 
recherches complémentaires et des régles plus étendues de convergence. 


P= 





nous avons: 


Géttingen, 17. Avril 1898. 
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Zur Theorie der zweifach unendlichen Zahlenfolgen.*) 


Von 


ALFRED PRINGSHEM in Miinchen. 


In einer friiher publicirten Arbeit iiber ,,Elementare Theorie der un- 
endlichen Doppelrethen“**) habe ich einige Hauptsiitze tiber die Grenzwerthe 
zweifach unendlicher Zahlenfolgen zasammengestellt, soweit sie mir fiir den 
damaligen Zweck erforderlich schienen. Nun scheint mir aber die, meines 
Wissens, in der Literatur sonst nicht ausdriicklich behandelte Theorie 
dieser Zahlenfolgen eine weit iiber die erwihnte specielle Anwendung 
hinausreichende, principielle Bedeutung zu besitzen und darf insbesondere 
fiir die gesammte Lehre von den Functionen mehrerer Variablen als 
fundamental gelten: bildet doch die Zuriickfiihrung sogenannter stetiger 
Grenziiberginge auf Grenzwerthe abzihlbarer Zahlenmengen eine der 
wesentlichsten Grundiagen fiir die moderne Verschiirfung functionentheo- 
retischer Definitionen und Beweise. .Aus diesem Grunde diirfte vielleicht 
die folgende ausfiihrlichere Darstellung gewisser Grenzwerth-Eigenschaften 
der zweifach-unendlichen Zahlenfolgen einiges Interesse beanspruchen, 
zumal dieselbe verschiedene nicht unerhebliche Verallgemeinerungen und 
Vervollstiindigungen der friiher mitgetheilten Hauptsiitze enthilt. Auch 
michte ich auf die hierbei sich ergebende methodisch consequente und 


*) Der folgende Aufsatz ist im wesentlichen einem Abschnitte meiner fiir den 
Druck bestimmten Vorlesungen iiber unendliche Reihen und analytische Functionen 
entnommen. Da es mir in Folge von Berufsgeschiiften und anderen nothwendigen 
Arbeiten bisher nicht méglich war, das betreffende Buch druckfertig zu machen, und 
ich andererseits von Herrn F. London erfahren habe, dass er, durch meine unten 
citirte Arbeit tiber Doppelreithen angeregt, eine Abhandlung iiber den vorliegenden 
Gegenstand bei der Redaction der Mathematischen Annalen eingereicht habe, so bin 
ich der letzteren zu Danke verpflichtet, dass sie auch mir Gelegenheit giebt, die 
folgenden, in der Hauptsache aus dem Jahre 1896 stammenden Untersuchungen an 
dieser Stelle zu verédffentlichen. Im tibrigen michte ich nur noch ausdriicklich hervor- 
heben, dass die Arbeit des Herrn London, trotz ihres Zusammenhanges mit meinem 
oben erwiihnten friiheren Aufsatze, villig wnabhdngig von den hier mitgetheilten all- 
gemeineren Untersuchungen entstanden ist. 

**) Miinch. Sitz.-Ber. Bd. 27 (1897), p. 101. 
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didaktisch ‘usserst zweckmiissige*) Kinfiihrungsart der gleichmédissigen und 
ungleichmiissigen Convergenz einigen Werth legen. Der fragliche Funda- 
mental-Begriff erscheint hier thatsachlich in seiner einfachsten Grundform, 
und der Zusammenhang, in welchem er auftritt, fiihrt zugleich zu einer, 
soviel ich weiss, bisher nicht bemerkten niitzlichen Erweiterung, die sich 
auch fiir gewisse functionentheoretische Untersuchungen als fruchtbar 
erweisen diirfte. Auf Grund dieses erweiterten Begriffes lassen sich ins- 
besondere die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz 


von lim a” bei vorausgesetzter Existenz von lim lim a‘) oder lim lim a‘))**) 
Mv @ r=2 uw ue V=@ 


in vollkommen priiciser Weise formuliren. 


§ 1. 
Grenzwerthe convergenter und eigentlich divergenter Doppelfolgen. — 
Monotone Doppelfolgen. 


1. Als Doppelfolge werde im folgenden jede zweifach unendliche Folge 
reeller Zahlen a’) (wu = 0, 1,2,---»=0,1,2,---) bezeichnet. Wir denken 
uns dieselbe allemal in der Form des Schema’s; 


0 e)...g@@... 

a) a a) 

1 

a®) af --- i... 
(1) 90 ig ta Rl 

a’) a”) eee a”) oe 


angeordnet; dabei markirt also der obere Index v die Zeile, der untere 
Index u die Colonne, welcher der Term a angehért. Wir sagen, die 
Doppelfolge al”) sei convergent und besitze fiir lim w = oo, lim vy = co 
(ausfiihrlicher: wenn uw, v unabhdngig von einander und gleichzeitig ins Un- 
endliche wachsen) den endlichen Grenzwerth A, in Zeichen: 

(2) Pnnahy y =A, 

wenn zu jedem (beliebig kleinen) ¢>0O zwei natiirliche Zahlen n,, n, 
existiren, sodass: 


(2a) ja—Al<e fir: wom, v>n,.**) 


*) Mit Hiilfe sehr einfacher Zahlen-Schemata (vgl. § 3, Beisp. 1) und 3)) kann 
man diesen, bei der sonst iiblichen Einfiihrungsart dem Anfénger meist ‘iusserst 
schwierig erscheinenden und dennoch, nach meinem Dafiirhalten,. selbst in Elementar- 
Vorlesungen kaum mehr zu entbehrenden Begriff, férmlich ad oculos demonstriren. 

**) Ueber den Sinn dieser Bezeichnungsweise vgl. p. 302, Fussnote. 

***) Ich gebe der Formulirung: | at? _ A| < e vor der zumeist iiblichen: 
| a‘? —A | <e den Vorzug, weil sie bei der Willkiirlichkeit von ¢ schliesslich genau 
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Diese Bedingung liisst sich ohne Beschriinkung der Allgemeinheit auch 
durch die folgende ersetzen: 


(2b) Ja —A|<e far: eh} em. 


Denn die letztere ist einerseits als specieller Fall in (2a) enthalten, niim- 
lich wenn , = %,; andererseits kann man, wenn n, 2 m,, die Bedingung 
(2a) in (2b) iiberfiihren, indem es freisteht, die Aleinere der beiden Zahlen 
m,, %, durch die gréssere zu ersetzen. 

Die Doppelfolge heisst eigentlich divergent, ihr Grenzwerth +- oo bezw.: 
— oo, in Zeichen: 
(3) lim a) =-+ co bezw.: =—oo, 

Kyo 

wenn zu jedem (beliebig grossen) G>O zwei natiirliche Zahlen n,, n, 
existiren, sodass 


(3a) a > G beaw. <—G fiir: w>2,, v> My. 


Dabei ist es wiederum gestattet, diese Bedingung durch die folgende zu 
ersetzen: 


(3b) a”) > @ beaw. <—G@ fiir: P| >n. 


Die beiden durch Gl. (2) und (3) charakterisirten Fille der Convergenz 
und eigentlichen Divergenz sollen gelegentlich auch durch den Ausdruck 
zusammengefasst werden, dass der Limes der Doppelfolge oder auch der 
Doppel-Limes lim a) existire. 


M, v= @ 
2. Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die Convergenz 
der Doppelfolge kann auch so formulirt werden, dass sie nur die a), 
nicht aber den betreffenden Grenzwerth A enthilt. Man kann ihr jede 
der folgenden drei Formen geben, welche trotz ihrer dusseren Verschieden- 
heit dieselbe Tragweite besitzen: 








. (+0) 6) ie wan, o = 0, 1, 2,-- 
(4a) ar a, s é fir: v = N C= 0, 1, 2, a 
v-to ile = 6 = 0, 1, 2,-- 


(4c) 


Man erkennt zuniichst, dass (4b) und (4c) durch successive Specialisirung 
aus (4a) hervorgehen. Es geniigt daher, nachzuweisen, dass fiir die Con- 





a” — a” 
“ n 





<e fiir: eee. 


v 





dieselbe Tragweite besitzt, wie diese letztere, wihrend andererseits ihre (aus irgend- 
welchen Voraussetzungen zu folgernde) Existenz gewihnlich etwas kiirzer erwiesen 


werden kann, als diejenige von: | al?) —A | <eé. 
19* 
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vergenz der Doppelfolge (4a) eine nothwendige, (4c) eine hinreichende Be- 
dingung darstellt. 
Ist nun zuniichst die Folge convergent, A ihr Grenzwerth, so kann man 
nach (2a) »,,”, so fixiren, dass: 
|a? —A| <> fir: w>n,v>n, 
und somit auch: 


Jatto—al<{ ftir: | 


ean, o=0,1,2,--- 
y>n, 6=0,1,2,---, 
sodass durch Combination dieser beiden Ungleichungen unmittelbar die 
Bedingung (4a) (und somit auch (4b), (4¢)) als nothwendig fiir die Con- 
vergenz resultirt. 

Besteht andererseits die Bedingung (4c), so kann man zuniichst m 
so fixiren, dass: 


(5) ja” ee ed a 


* fir: © >m, 
m = 3 y = 


und man hat daher speciell fiir w = v: 
(6) | a” o ay” | <- ; fiir: v>m. 
Die letztere Ungleichung besagt aber, dass die einfach wnendliche Folge 
(a\”) convergent und somit eine bestimmte Zahl 
A = lim a” 


existirt. Man kann daher ein » so fixiren, dass: 
(vy) é on 
(7) a’ —Ais ; fir: v>n, 
wobei es von vornherein freisteht » > m anzunehmen. Sodann wird aber 


(v) — (m) (m) (n) (») 
a, —A=a’—a’ + (a —@, )+(a — A), 


“ m m 


also: 
a? — A] <a? —a?| + | — a] +| 0 — a, 
d. h. schliesslich mit Beniitzung von Ungl. (5), (6), (7): 
a” A| <:e tr: *\> n, 
Me Vv J 


woraus nach (2b) die Convergenz der Doppelfolge gegen den Grenzwerth 
A (= lim a”) resultirt. 

3. Die Doppelfolge (a\”) heisst monoton und zwar niemals ab- bezw. 
niemals zunehmend, wenn durchweg: 


, (v-+9) (v) i (v-+-9) (») 
(8) Bite — % 29 bezw. a, A ha <0 
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(eo =90, 1, 2,---, ¢=0,1,2,---). Fiir solche Doppelfolgen gilt zuniichst 
der Satz: 
Bleiben die |a‘| unter einer Zahl g, so ist die monotone 
Doppelfolge |a\| allemal convergent. 
Beweis*). Es sei etwa die fragliche Folge (a‘”) eine niemals ab- 
nehmende, sodass also die erste der Ungleichungen (8) als giiltig voraus- 


gesetzt wird. Angenommen nun, die Folge sei nicht convergent, so miisste 
mit Riicksicht auf die Convergenzbedingung (4a), wie gross auch wu, v 


angenommen werden, zu dem Term a? ein anderer er existiren, sodass. 
(+0) 0) | __ +0) __(v) 
Gute O. | = Fate a, > 8; 





wo € eine méglicherweise sehr kleine, aber bestimmte positive Zahl bedeutet. 


Man kénnte darnach aus der Doppelfolge (a‘”) eine unbegrenzt fortsetzbare 


Folge von Termen: 
(n) n-+o, n-bo, 
a’, are eee Ores eee 


m 


herausheben, sodass: 


(n-++0) (n) 
Gate, —% > &, 
at) —— gt > é, 


m+02 m+or 


(n+ o,) hs (n+ Sy —1) 
Gite, ae >é 


und daher fiir jedes noch so grosse n: 


atte) — a” >xe d. h. are > a” + xe, 
was der Voraussetzung | a” | <g widersprechen wird. Somit muss die 
niemals abnehmende Doppelfolge (a*”) unter der gemachten Voraussetzung 
convergiren. 

Das analoge Resultat ergiebt sich sodann ohne weiteres fiir eine 
memals zunehmende Doppelfolge (a), wenn man beachtet, dass in diesem 
Falle die Doppelfolge (- a) eine niemals abnehmende und 

. O)) gy 
: pe SS fo 5 
ist. 

4. Bleiben die | a‘ | einer monotonen Doppelfolge nicht unter einer 
festen Grenze, giebt es also, wie gross man auch G > 0 annehmen mige, 
stets Terme a”, fiir welche | a‘ | > G, so existiren nur die folgenden 


beiden Méglichkeiten: 





*) Vgl. auch p. 301, Fussnote. 
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Entweder die Doppelfolge (a?) ist eime niemals abnehmende. Dann 
miissen die a”, wenn ihr absoluter Betrag schliesslich jedes beliebige G 
iibersteigen soll, fiir hinlanglich grosse uw, v durchweg positiv werden, 


sodass also nicht nur | a” | > G, sondern a” > G wird, d. h. man hat 
in diesem Falle: 
lim a” = + oo. 


h,vS=@ 


Oder die Doppelfolge (a) ist eine niemals zunehmende. Dann bilden 


wiederum die Terme — a" eine niemals abnehmende Folge, fiir welche 


Me 


|—a\ | beliebig gross wird. Man hat daher zunichst: 


und daher schliesslich: 
lim a” — — ao. — 


hve @ 


Da hiernach fiir monotone Doppelfolgen lim a” als endlich oder un- 


MM, v= @ 


endlich gross stets existirt und somit auch durch lim a ersetzt werden 


kann, so gilt auch der folgende Satz: 
Eine monotone Doppelfolge (a\”) ist entweder convergent 

oder eigentlich divergent; sie convergirt oder divergirt, 

je nachdem lim a” endlich oder unendlich ausfillt und man 


v=» 


hat: lim a® = lim a” 


v 


Mv eo v=0 


§ 2. 


Uneigentlich divergente Doppelfolgen. — Unterer und oberer Limes 
(Unbestimmtheitsgrenzen) der Doppelfolge. 





1. Jede Doppelfolge, welche weder convergirt, noch eigentlich divergit, 
soll als uneigentlich divergent bezeichnet werden. Zur genaueren Charakte- 


risirung des Verhaltens, welches den Termen as” einer solchen Doppelfolge 


fir lim w= oo, lim »v=oco zukommt, stellen wir die folgende Be- 
trachtung an: 

Es sei a (w= 0,1,2,---, v= 0,1,2,---) das allgemeine Glied 
einer beliebigen (d. h. eventuell auch convergenten oder eigentlich divergenten) 
Doppelfolge. Die Gesammtheit der in dieser Doppelfolge enthaltenen 


Terme werde (mit Riicksicht auf das Anfangsglied ay”) mit ak be- 


“ 


zeichnet; und analog bezeichne [air die Gesammtheit derjenigen Terme, 
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welche nach Weglassung der ersten m Colonnen und m Zeilen iibrig 
bleiben, also: 


~) =) (n) 
a, Onis eee Ante eee 
alt ght) oo. git) .. 


m m-+1 m+e 


(n-++-0) (n+) (n-+0) 
4. are Th Onto iid 


Diese Terme |a"]" besitzen allemal eine untere Grenze A” und eine 
“ —m 


m 


obere Grenze F cad wo A”, A” entweder bestimmte Zahlen vorstellen oder 


auch Pica =— oo, A” = + oo sein kann. Dabei hat man offenbar stets: 
© £228. 2722 Cl 

a0 AO < A. 

Von den beiden einfachen Zahlenfolgen: 

(11a) ££. A”,.-: 

(11b) A®, AO, «+: A”... 


ist also die erste niemals abnehmend, die zweite niemals zunehmend. Dabei 
kann der besondere Fall eintreten, dass die Folge (11a) aus lauter Termen 


— oo besteht*), sodass also auch lim - = — oo. In jedem anderen 


Falle muss die Folge (11a) als miemals abnehmend convergiren oder nach 

+ co divergiren. Man kann also schliesslich setzen: 

(12a) lim A” = A, 

wo A eine bestimmte Zahl oder ein co mit bestimmtem Vorzeichen vorstellt. 
Analog kann die Folge (11b) aus lauter Termen + oo bestehen, in 


welchem Falle dann auch lim A” =-+ oo wird. Andernfalls muss sie 
als niemals zunchmend convergiren oder nach — oo divergiren, und man 
hat schliesslich 

(12b) lim A” = A, 


v= 





*) Dieser Fall tritt ein, wenn die Doppelfolge (a) nach — oo divergirt, oder 
wenn zum mindesten zu jedem noch so grossen G und m immer negative Terme 


a) vorhanden sind, die numerisch iiber G liegen, wiihrend zugleich »>n, » >n. 
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wo wiederum A eine bestimmte Zahl oder co mit bestimmtem Vorzeichen 
vorstellt. Zugleich folgt aus Ungl. (10), dass allemal: 


(13) A<A. 

Diese beiden fiir das Verhalten der aS” bei lim uw = oo, lim vy = of als 
charakteristisch sich erweisenden Zahlen A, A sollen die Hawpt-Limites (Un- 
bestimmtheitsgrenzen) der Doppelfolge (a) oder kiirzer schlechthin die 
Doppel-Limites der a” fiir lim w= oo, lim y= oo heissen, speciell A der 
untere, A der obere Doppel-Limes in Zeichen: 

(14) lim a = A, lim a = A. 


~ “ = 
Mv f 4,y=> 


Man bemerke zuniichst noch, dass diese Zahlen A, A auch zu Stande 
kommen, wenn man statt der einfachen Folgen (11a), (11b) die Doppel- 


folgen (A‘) : (Ae) (wu = 0,1,2,---; »=0,1,2,---) in Betracht zieht. 
Denn da diese letzteren nach Ungl. (5) monoton sind, so erkennt man 
unmittelbar mit Hiilfe des Schluss-Satzes in § 1, dass*): 

(15) lim A” =lim A, lim A’ = lim A”. 


My v=o — My =o ve 

Ferner sei noch hervorgehoben, dass wegen der Monotonie der Doppel- 

folgen (A\”), (4°) die Zahl A statt als lim A’ auch als obere Grenze 

der A‘ und analog A als untere Grenze re AY” definirt werden kann. 
2. Es mégen nun zunichst A und A als endlich vorausgesetzt werden. 

Auf Grund der Definitionsgleichungen (12a), (12b) muss sich dann zu 

jedem beliebig kleinen ¢ > 0 ein » so fixiren lassen, dass: 


(16) A—e<A°<SA+e, A—e< AM <A: fir v>n. 


*) Es thut der Anwendbarkeit jenes Satzes keinen EKintrag, dass unter den 
A) bezw. y beliebig oft der Term — oo bezw. + oo vorkommen kann, wiihrend 
in §1 die a) durchweg als bestimmte Zahlen anzusehen sind. Betrachtet man z. B. 
die Folge der A), so ist die Méglichkeit A”) — + 00 (wegen der Bedeutung von 
A”) als wntere Grenze der fiir jedes endliche (u, v) als endlich zu denkenden Terme [a\? ") 
definitiv ausgeschlossen. Ist nun aber etwa A) ——oo, so kann entweder nur der 
im Texte hervorgehobene Fall eintreten, dass alle A”) — — 90 und folglich wegen 
der Monotonie der Ae) auch alle A®) = — Oo, sodass also schliesslich: 

lim A® = lim A” =—oo. 
HM, y= @ v=o 

Oder: Es giebt einmal ein endliches A), Dann “besteht aber die Doppelfolge 
[40 }s aus lauter endlichen Termen und gestattet somit ohne weiteres die Anwendung 
des fraglichen Satzes. Das analoge gilt beziiglich der a. 
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Da nun andererseits wegen der Bedeutung der Zahlen A“, A“: 
~ n v) 4 (n a 
(17) AM <a < 40 tar: Pl Sn, 


so folgt zuniichst, wenn man in Ungl. (16) » =~ setzt, mit Beriick- 
sichtigung von (17): 


(18) A—e<a%<A+e fir: * len. 


Diese Ungleichung enthilt die erste Haupteigenschaft der Limites 
A, A, nimlich: 
(I) Bei beliebig klein vorgeschriebenem &>0O und 
hinldnglich grossem mn gehoren alle Terme der Doppelfolge 
[a‘ | dem Zahlenintervalle (A —s, A+ é) an. 
Des weiteren folgt aus der Bedeutung von Yong als untere Grenze der 
mit a”? beginnenden Doppelfolge, dass mindestens ein Term ay vorhanden 
sein muss, sodass: 


(19) A® ~~ < A <a < AM +=, wo: ° >. 


— 2 ? 6 


Da man andererseits nach Ungl. (16) » von vornherein so gross annehmen 
kann, dass: 


(20) A—><APSA+S 
so ergiebt sich das Bestehen der Ungleichungen: 
(21) A—e<a<Ate fir: el >» 


in dem folgenden Sinne: Wird ¢ > 0 beliebig klein, v beliebig gross vor- 
geschrieben, so existirt allemal mindestens ein Term a , welcher den Be- 
dingungen (21) geniigt. 

Nun bedeute ¢, (v—=0,1,2,---) eine unbegrenzte Folge positiver 
Zahlen mit dem Grenzwerthe lim «,= 0, und es sei a irgend ein be- 


stimmter (auf Grund von (21) slsher vorhandener) Term, welcher der Be- 
dingung geniigt: 
A—a<a™<A+%. 


Wird alsdann die ganze Zahl r, > m, und > m) angenommen, so resultirt 


om) 


aus (21) die Existenz eines Terms a," von der Beschaffenheit, dass: 


m, 


(m) ° 
A-a<a< Ate, wor 


ee >My, 
> Yo, also: \ =, > ty. 
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Daraus folgt in analoger Weise: 
a (n) , [my > Mm, 
A &<a< A + &, wo: * > m, 
und bei Fortsetzung dieser Schlussweise: 
ls ("») » res o6 se we... 
(21) A—s <a) <A+s, wo: * St = 1,2,3,-). 
Da vollkommen analoge Beziehungen sich auch fiir A ergeben, so kann 
man als zweite Haupteigenschaft von A, A im Anschlusse an Ungl. (21), 
(22) folgendes aussprechen: 
(IT) Zu jedem beliebig klein vorgeschriebenem «>0 
giebt es unendlich viele, jede beliebig gross vorgeschriebene 
Zahl iibersteigende Zahlenpaare (u,v), sodass: 


(23) A 


A—s<ar<A+e bezw. A—e<a?<Ate. 


Insbesondere existiren zu jeder positiven, nach 0 convergirendin 
Zahlenfolge (&,) monoton in’s Unendliche wachsende Folgen 
natiirlicher Zahlen m,, n, bezw. p,, dy, sodass: 


(24) A—a< a) <A+se beew. A—a< at) <A+e,. 
3. Es soll jetzt der Fall betrachtet werden, dass lim a” = A enllich, 


hve 


dagegen lim a” =-+oco. Alle auf die Zahl A beziiglichen Ergebnisse 


1, v=@ 
bleiben alsdann unverindert, waihrend an die Stelle der Ungleichung (18) 
nunmehr die folgende tritt: 
6 (v) — u 
(25) A—e<a’<+oo_ fiir: Y hen, 
d. h.: 

(la) Bei beliebig klein vorgeschriebenem ¢>0O und 
hinlinglich gross gewthltem n gehiren alle Terme der Doppel- 
folge [a‘|* dem Intervalle (A — &, 00) an. 

Andererseits erheischt die Annahme lim a.” = + oo, d.h. schliesslich 


My @ 


lim A® = oo, wie in Nr. 1 bemerkt wurde, dass geradezu 


A® =o (v=0,1,2,--)). 


Aus der Bedeutung von A" als oberer Grenze der mit a‘ beginnenden 
Doppelfolge ergiebt sich dann aber: wird G@ und wv beliebig gross vor- 
geschrieben, so giebt es stets Terme a”, sodass: 


(26) a® > @ und mugleich: fh >». 
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Bedeutet nun G, (v=0,1,2,---) eine Folge positiver Zahlen mit dem 
Grenzwerthe -+- co, so hat man zuniichst fiir irgend ein bestimmtes Zahlen- 
paar Po, Yo: 7" 
a > Go, 

und sodann, wenn 7) >, und >q, angenommen wird, auf Grund von 
Ungl. (26): 

at) > G,, wo: “4 >, also auch: —— 
In dieser Weise weiter fortschliessend gelangt man zu einer Beziehung 
von der Form: 


97 v > Pr— ms 

(27) a) > G,, wo: - (y= 1,2,3,---). 

Somit tritt hier an die Stelle der Haupteigenschaft (II), soweit sie sich 

auf lim: a” bezieht, die folgende (s. Ungl. (26), (27)): 

(Ila) Zu jedem beliebig gross vorgeschriebenem G > 0 

giebt es unendlich viele, jede beliebig gross vorgeschriebene 
Zahl iibersteigende Zahlenpaare (w, v), sodass: 

(28) a” > G. 
Insbesondere existiren zu jeder positiven, nach + oo divergiren- 
den Zahlenfolge (G,) monoton in’s Unendliche wachsende Folgen 
natiirlicher Zahlen p,, qy, sodass: 


(29) a”) > G,. 
Es ist ohne weiteres klar, wie dieses Resultat fiir den Fall: 
lim a” = — oo, lim a” =A (endlich) oder =+ 00, 
M, Vo Mj v=o 


zm modificiren ist. 


_ 4. Ist A= A endlich, so geht Ungl. (18), wenn man A fiir A und 
A schreilit, in die folgende iiber: 


A—e<a%<A+e ah. ja —Al<e fir: >n, 


welche mit der Convergenz-Bedingung (2a) zusammenfallt. Die Doppel- 
folge convergirt also in diesem Falle gegen den Grenzwerth A, d. h. man hat: 


(30) lim a” = lim a” = lim a". 


v=o ‘ yaw ° Myo 
Diese letztere Beziehung gilt auch noch, wenn + oo oder — oo an 
die Stelle der endlichen Zahl A tritt. Ist niamlich 
lim a® = lim A” = + oo 


Myo v== 
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(in welchem Falle dann nach Ungl. (13) eo ipso auch lim a” = + ov), 


4H, y=@ 


so kann man zu beliebig grossem G ein » so fixiren, dass: 
AY >G 


und somit, da Fw die untere Grenze der Terme [as ys : 


a” >G@ fir: H\ >n 
“ v | — 
d. h. (s. Ungl. (3b)): Die Doppelfolge divergirt nach + oo. 
Das entsprechende ergiebt sich dann im Falle lim a” = — ov. 


v= @ 
Die convergenten und eigentlich divergenten Doppelfolgen sind also 
durch die Beziehung: 
(31a) lim ay, == lim a” 
Mya HM, v= @ 
die uneigentlich divergenten durch: 
(31b) lim a? < lim a’? 
Mv @ MM, y= 
charakterisirt. 
5. Man kann den vorstehenden Resultaten noch eine andere, vielleicht 
anschaulichere Fassung geben. Es bedeute m,, n, (v==0,1,2,---) je eine 
Folge natiirlicher monoton in’s Unendliche wachsender Zahlen. Alsdann 


soll die aus der Doppelfolge (a° y) herausgehobene einfache Folge 
(a,*) (v — 0, 1, 2, ae ‘) 


eine dichte Theilfolge der ersteren heissen*). Dies vorausgeschickt lisst 
sich der Inhalt der in Nr. 2 und 3 entwickelten Beziehungen auch folgender- 
massen aussprechen: 


*) Z. B. (a) (vy = 0,1, 2, -- -) = Folge der in der Haupt-Diagonale enthaltenen 
Glieder: (a ay (alt) = jede zur Haupt-Diagonale parallele Folge. Ferner die be- 
liebigen ,,geradlinigen Folgen: (a?) 49)» (a al? “t9), die ,,parabolischen“ Folgen: 
(a0) o)? (a’? “t?), etc. Die Bedeutung dieser letzteren Terminologie leuchtet ohne 
weiteres ein, wenn man sich in dem Schema (1) jeden einzelnen Term a’) genau in 
dem Punkte mit den rechtwinkligen Coordinaten (wu, — v) concentrirt denkt. Bedeutet 
dann g(v) irgend eine ganzzahlige Function von v, so enthalten die Folgen: (arty) 
(a9) alle diejenigen Terme, deren zugeordnete Punkte (,,Gitterpunkte“) von der 


Curve 


x= g(—y) bezw. y= — —(x) 
getroffen werden. 
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Ist lim a? = A, Tim a = A (wo A, A endlich oder co 


M,yS@ Mj v=o 
mit bestimmtem Vorzeichen), so existiren dichte Theilfolgen mit 
den Grenzwerthen A und A (s. Ungl. (24), (29)); dagegen giebt 
es keine dichte Theilfolge, welche einen kleineren Grenzwerth als 
A oder einen grisseren als A besitzt (s. Ungl. (18), (25)). 

Ferner folgt fiir den Fall A = A: 

Ist die Doppelfolge convergent oder eigentlich divergent, 
so gilt das entsprechende von jeder Theilfolge, bei welcher beide 
Indices in’s Unendliche wachsen (s. Ungl. (2a), (4a) und @Ga)), 
insbesondere also von jeder dchten Theilfolge. 

Umgekehrt: 

Weiss man nur, dass jede dichte Theilfolge convergirt bezw. 
eigentlich divergirt, so gilt das entsprechende von der Doppel- 
folge selbst*). 

Wenn niamlich die iichten Theilfolgen convergiren, so kann nach dem 
eben ausgesprochenen Satze die Doppelfolge zuniichst micht eigentlich 
divergiren . Sie kann aber auch nicht wneigentlich divergiren, 4d. ‘h. ver- 
schiedene Limites A, A besitzen. Denn alsdann kénnte man zuniichst aus 
der Doppelfolge zwei aichte Theilfolgen mit den Limites A und A heraus- 
heben und aus diesen durch Vereinigung passend ausgewiilter Glieder eine 
uneigentlich divergente dchte Theilfolge (mit den Limites A, A) bilden, was 
der Voraussetzung widerspricht. Somit muss in diesem Falle die Doppel- 
folge convergiren. 

Das analoge gilt fiir den Fall, dass die iichten Theilfolgen eigentlich 
divergiren. 


§ 3. 
Die Limites und iterirten Limites der Zeilen und Colonnen. — 
Gleichmiissige Convergenz, Divergenz, Begrenztheit und 
Unbegrenztheit der Zeilen (Colonnen). 


1. Wesentlich verschieden von den dichten Theilfolgen, als dem ein- 
fachsten 'Typus-von Theilfolgen, bei welchen beide Indices schliesslich in’s 
Unendliche wachsen, sind diejenigen Theilfolgen, bei denen nur der eine 
Index diese Eigenschaft besitzt und als deren einfachster Typus die Zeilen 


(*) 0) (») 
a, 4, 1 oae (vy =0, 1, 2,---) 
ud Colonnen: 
©) (1) (») as ¢ 
@., @., pte ., i (u=0, 1, 2,---) 


*) Hieraus kénnte man auch ohne weiteres die Convergenz bezw. eigentliche 
Divergenz jeder monotonen Doppelfolge erschliessen. 
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des Schema’s (1) erscheinen. Man bemerkt zuniichst, dass das Verhalten 
einer beliebigen endlichen Anzahl von Zeilen und Colonnen auf die in § 1,2 
niher entwickelten Limites der Doppelfolge keinerlei Einfluss iibt. Dem 
die zur Charakterisirung dieser Limites dienenden Ungleichungen (2b), 
(3b), (18), (21), (25), (26) verlangen ja gewisse Eigenschaften lediglich von 
denjenigen a, bei denen beide Indices gewisse Grenzen iiberschreiten. 
Um im Shelone die Beziehungen zwischen den Limites der Zeilen (Colonnen} 
und denjenigen der Doppelfolge des genaueren festzustellen (s. § 4), schicken 
wir zuniichst die folgenden Betrachtungen voraus. Dabei gilt alles, was 
beziiglich der Zeilen gesagt wird, mutatis mutandis auch fiir die 
Colonnen. 

Die Terme a” ) jeder einzelnen Zeile (also » beliebig, aber constant; 
u = 0, 1, 2, ---) besitzen stets einen wnteren und einen oberen Limes: 


lim a) ® —a@ bezw. = + 0, 

(32) er | (v0, 1,2,---) 
lim a ® —a” bezw. =-+ 0, — 
4=So 


welche beiden eventuell auch zusammenfallen kénnen. Im letzteren Falle 
yexistirt® lim a”, in wong 
Pee 
(33) lim a” = lim a” =a" bezw. =-+ co 
& eo) 
und die betreffende Zeile ist convergent bezw. eigentlich divergent. 
Bildet man sodann die beiden Folgen: 


(0) 


lim a, lim a’, --- lim a”, - 
(34) cama or yon 

lim a®, lim a, .-- lim a®, --- 

So Sn =a M 


(in denen eventuell auch beliebig viele Terme + oo, — co vorkommen 
kénnen), so gehért zu jeder derselben wiederum ein unterer und ein oberer 
Times, in Zeichen: 
(35) lim lima’, lim lima”, lim lima”, lim lim a”. 

=> US =e Uo v=e2 ew y= @ UD 
Die beiden dusseren dieser vier (eventuell auch simmtlich oder theilweise 
unter einander gleichen) Zahlen will ich als den \iterirten wnteren bezw. 
oberen Zeilen-Limes bezeichnen. Aus der unmittelbar einleuchtenden Be- 
ziehung: 
(36) lim a’? < lim a” (v=0, 1,2,---) 


So ¥ ‘=o 


*) Die Bezeichnung lim soll generell die Bedeutung haben, dass es in der be- 
treffenden Formel freisteht, lim oder lim zu wihlen. 
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folgt sodann: 


lim lim a® < lim lim a® < lim lim a” 


=S=2> LSD a MS @ heb = => MSD _ , 
(37) ‘ : (») =e a ae 

lim lim a)’ < lim lim a” < lim lim a’ *). 

v=o MO yew pmo § yew pe « 


Sind also jene beiden dusseren Limites einander gleich, so fallen auch 
die beiden mittleren mit ihnen zusammen, d. h. in diesem Falle existirt 
ein eindeutig bestimmter 

lim lim a,’ (als endlich bezw. + co oder — oo), 
der dann als iterirter Zeilen-Limes schlechthin bezeichnet werden mige. 

2. Es verdient hervorgehoben zu werden, dass man den iterirten 
unteren bezw. oberen Zeilen-Limes allemal auch durch einfache Limites 
und zwar durch Grenzwerthe. dichter Theilfolgen ersetzen kann**). Es gilt 
nimlich der Satz: 

Man kann aus der Doppelfolge (a) stets dichte Theilfolgen 
(a) ; (af) so herausheben, dass: 
(38) lim a) = lim lim a®, lim a®) = lim Tim a®. 
y= 34 v= MO vero °? vV==O [=H 


Beim Beweise dieses Satzes haben wir drei Fille zu unterscheiden, je 


*) Dagegen kann sehr wohl: 
Tim lim a®) > lim Tim a”) 
v= =o =—@ | ded 


ausfallen. Beispiel: 


al) = (—1)" + 2(1 + (—1)’), 


also : 
a? = (1 +4, 
ant) a (—1)", 
“ 
und daher: . 
lim a®”) == 8, Tim a®@) == 65, 
lim aets) =—1, lim at) —1. 
uo “=o 


Daraus folgt weiter: — 
lim lim a) = 3, 


r= 2 USD 


lim lim al?) = 1, 
F v=o Uw 
d. h. in der That: 
lim lim a‘? > lim Tim a®). 
v= 2 US & v= 2 MD 
**) Anders ausgedriickt: Man kann jeden successiven Grenziibergang auch durch 
einen speciellen simultanen ersetzen. 
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nachdem die in Frage kommenden Limites endlich oder unendlich mit noch 
niher zu specificirendem Vorzeichen ausfallen. 
Fall I. Es sei zunichst: 


(39) lim lim a” =a (wo a eine bestimmte Zahl). 


v=e uw 
Aus der Folge: 


(40) lim a®, lim a®,--- lim a”, --- 


muss sich dann eine unbegrenzte Folge endlicher Terme*) 


lim a) = a”) (v0, 1,2---) 


| ed 

mit dem Grenzwerthe a herausheben lassen, also: 

(41) lima) =a dh. =lim lim a®, 
v=o v=o N=@ 


Da a” den wnteren Limes der Terme a . (u=0, 1, 2,---) dh. der 


(nm, + 1)" Zeile vorstellt, so muss es zu jedem ¢>0O und zu jedem 
("») 


My 


(42) fase eM 4s eh 1%--. 


einzelnen », wnendlich viele Terme a,’ geben, sodass: 


Nimmt man also eine Folge positiver ¢, mit den Grenzwerthe lim «,=0, 
v=& 


so existirt zunichst eine erste Zahl m,, sodass: 
a — a <a <a™ + 4; 
sodann eine erste Zahl m,, welche gleichzeitig den beiden Bedingungen 
geniigt: 
m,>m, und: a” —e,< am <a™ + «,. 


So fortfahrend erhalt man eine dchte Theilfolge (af) von der Beschaffen- 
heit, dass: 


(43) a) & < as,” < a” +e (v=0,1,2,---), 

und man findet somit, da lim a” nach Gl. (41) existirt: 

(44) lim ay.” = lim a dh =Jim lim a”. 
vor eu =—2 Se KMS @ 


*) Die Voraussetzung (39) schliesst keineswegs aus, dass unter den Termen 
lim al?) (v = 0, 1, 2, - --) 
K=@ 


der Werth — oo in endlicher Anzahl und der Werth + oo sogar wnendlich oft vor- 
kommt. 
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Analog ergiebt sich: 

(45) lim a‘ ») — jim lim a” ?, wenn: lim lim ay, ® — @ (d. h. endlich), 
S22 MSD So =D 


am einfachsten, wenn man beachtet, dass (— lim lim a”) den entsprechenden 


r= O K=O 
unteren Limes fiir die aus den Termen (— a”) gebildete Doppelfolge 
vorstellt. 
Fall Il. Es sei jetzt: 


(46) lim lim a” = — oo. 
7 


v= 2 US @ 





Nimmt man eine Folge positiver Zahlen G, mit dem Grenzwerthe 
lim G,=-+ co, so muss sich auf Grund der Voraussetzung (46) aus 


= (» ) 


der Folge (40) eine unbegrenzte Folge von Termen lim a: so heraus- 
heben lassen*), dass: : 
(47) lima) <<—G, (v=0,1,2,---). 


Aus der Redeutung von lim a") folgt dann weiter, dass zu jedem einzelnen 
=o 


n, unendlich viele Terme a existiren miissen, sodass: 


(48) ar <—G, (w=0,1,3,-->. 
Man kann daher ganz analog wie im Falle I zu mm, ,, ,,--- eine 
steigende Folge natiirlicher Zahlen m,, m,,m,,--+ so auswiihlen, dass: 
(49) as.” <—G, (m>m1, m > 2-1) 
und somit schliesslich: 
(50) lim a a ae O® lim lim a”. 

v= v=@ =e 


Entsprechend “at sich: 


(51) lim a » oe + oo, wenn: lim lim a” = + oo. 
v= @ r= Oo = © 
Fall Il. Ist: 

(52) lim lim a” =-+ oo bezw. lim lim _ = — oo, 
v= © US @ v= 2 Uo 

so folgt aus (37), dass auch: 

(53) lim lim a” =-+ 0 bezw. lim lim a” = — o. 
=f =o r= 2 KMS @ 


*) Diese Terme lim at" *) konnen dabei fiir jedes einzelne » endlich oder auch 
=e 


simmtlich bezw. theilweise = — 4 sein. 


Mathematische Annalen. LIII. 
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Damit ist aber dieser Fall ohne weiteres auf Fall Il zuriickgefiihrt und 
der oben ausgesprochene Satz jetzt vollstiindig bewiesen. 
3. Es erscheint fiir das folgende zweckmissig, in Bezug auf die 


) an die betreffenden Zeilen-Limites 


lim a” gewisse Unterscheidungen zu treffen und die verschiedenen Mig- 


=o 
lichkeiten durch geeignete Bezeichnungen zu charakterisiren. 
Fasst man zuniichst den einfachsten Fall in’s Auge, dass jede Zeile 
convergirt, also etwa: 
(54) lima” =a” (v=0,1,2,---), 


a 
ae é 


successive Anniiherung der Zahlen a” 


so besagt diese Voraussetzung lediglich folgendes: zu jedem (beliebig 
kleinen) ¢ >0O und fiir jedes einzelne y existiren Zahlen m, und somit 
speciell eine Kleinste Zahl m,’, sodass: 


(55) 





a” —a\|<e, wen: p>m,’ (vy =0,1,2,---). 


Dabei werden diese Zahlen m,’ (ausser mit ¢) im allgemeinen mit y ver- 
ainderlich sein, und es erscheint insbesondere nicht ausgeschlossen, dass 
sie (simmtlich oder theilweise) zugleich mit v dber alle Grenzen wachsen. 
Ebenso kénnen auch die |a| zugleich mit v simmtlich oder theilweise 
in’s Unendliche wachsen. Wir sagen in jedem dieser beiden Fille, die 
Zeilen seien ungleichmiissig convergent. 

Existirt dagegen fiir die Zahlen m,’ ein bestimmtes endliches Maximum 
(v) 


m und bleiben die |a | unter einer endlichen Schranke g, so kann man 


die Bedingung (55) durch die folgende ersetzen: 


(56) a"? —«” 





<é, wenn: w>m (vy =0,1,2,---), 


wobei jetzt m eine (nur noch von ¢ abhiingende) fiir alle » unverdinderliche 
Zahl bedeutet und |a”|<g bleibt. In diesem Falle heissen die Zeilen 
gleichmiissig convergent. 

Sind alle Zeilen eigentlich divergent, also: 


(57) lim a” =-+ co bezw. = — co (v= 0,1, 2,---), 

so besagt dies wiederum nur folgendes: zu jedem (beliebig grossen) 
G>O und fiir jedes einzelne v existiren Zahlen' m, und speciell eine 
kleinste Zahl m,’, sodass: 


(58) a” >G bezw. <—G, wenn u>m, (vy = 0,1, 2,---). 


Haben alsdann die m,’ ein bestimmtes endliches Maximum m, sodass die 
Bedingung (58) durch die folgende ersetzt werden kann: 


(59) a” >G beew. <—G, wenn u>m (y=0,1,2,---), 
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so mégen die Zeilen als gleichméissig divergent bezeichnet werden; dagegen 
als ungleichmiissig divergent, wenn ein solches Maximum nicht vorhanden 
ist, sodass also die m,’ gleichzeitig mit v simmtlich oder theilweise in’s 
Unendliche wachsen. 


Beispiele. 1) Die Zeilen der Folge ew aaa sind gleichmiissig con- 
vergent. Denn man hat: 


@) 1 1 . ae 
Crs 5 lim a ——» 


also: 


Wird also ¢ >0 beliebig klein vorgeschrieben, darauf m so fixirt, dass 
1 , 
—<e, so wird: 
ne 
— lim ay?) <= a SE fir: «>m und »—1,2,3,--- 

2) Die Zeilen der ie [u-+v? sind gleichmiissig divergent. Denn 

man hat: 
a? =u+», lim a = + 00, a” > (vy =0,1,2,---). 
uo’ 

Wird also G>O beliebig gross vegenEem, sodann m > G an- 
genommen, so hat man: 


a” >m>G fir u>m und v=0,1,2,- 


3) Die Zeilen der Folge . oe o P sind ungleichmidissiy con- 
o L1+ @—>»)2o 
vergent. Aus: 
(») (u — »)* 


a atin ee lim a), 


0) 
" 1+ (u—»)*? pene ms 


folgt niimlich: 


@) @) a ae 1 

4, — lima, |—1— Tt e-8 “iF e—e 
Versteht man unter m eine beliebig grosse natiirliche Zahl und setzt » =n 
d. h. betrachtet man eine Zeile von beliebig hohem Range, so wird: 


| a” 
n 





— lim a” | = 1. 
pec 

Es ist somit nicht mdglich, die fragliche Differenz durch Fixirung einer 
endlichen Maximalgrenze « = m fiir alle v numerisch unter ein beliebig 
kleines ¢ > 0 herabzudriicken. Das Wesen dieser ungleichmiissigen Con- 
vergenz tritt noch anschaulicher hervor, wenn man sich die Glieder der 
betreffenden Doppelfolge in Form des Schema’s (1) angeschrieben denkt: 
20* 
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1? 2? 32 2 














0 ooo: gee 
1+1? 1427 1-43? i+u? 

jee. @ * ee 
i+1? i+1? 142? 1+ (u—1)? 

2? —*. 0 —e 2 Sap 
i+2? 1+1? i+1 1+ (uw — 2)? 

i ee ieee a un « a 
i1+3* 142? 1413 1+ (u—3) . 


Man erkennt, dass die Terme jeder einzelnen Zeile schliesslich bestiindig 
wachsend der Grenze 1 zustreben. Aber dieses Zunehmen der Glieder 
beginnt erst jedesmal rechts von dem Diagonalgliede, welches in jeder 
Zeile den Werth 0 hat: die successive Anniitherung der Glieder an den 
Grenzwerth 1 wird mit jeder Zeile wm eine Stelle weiter hinausgeschoben. 


4) Auch die Zeilen der Folge [ar sl, sind ungleichmiissig con- 
vergent. Man hat hier: 








eo eee 1 ° (>) __ A ‘ 
eo +e Be ee PR 
v ' 
also: 
| 
lan pent w+» 
und daher fiir jedes noch so grosse n: 
(n) 1 


(n) * 
|a: — lim ; 


=o 





Die Terme jeder einzelnen Zeile convergiren hier schliesslich bestiindig 
almehmend gegen 0; aber das Abnehmen der Glieder beginnt wieder jedes- 
mal erst rechts von dem Diagonalgliede, welches durchweg den Werth 


= besitzt. Bedeutet ferner p eine beliebige natiirliche Zahl, so hat man: 


i. _ 2 
“T+ p 
d. h. das Glied —* welches fiir y=1, d.h. in der ersten Zeile an der 





1+ p*?’ 
p™ Stelle steht, steht in der n™ Zeile erst an der pn‘ Stelle: es findet 


also mit jeder neuen Zeile zugleich auch eine Verlangsamung der Glieder- 


abnahme statt. 
5) Als ungleichmiissig convergent haben ferner die Zeilen der Folge: 
[» + =| zu gelten. Zwar hat man hier: 


we 1 ae 
a, ane > lim a)’ = 


| edd 
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also: 
a” — lim a = + 
=e u 
und daher genau, wie bei dem Beispiele 1): 
. 1 
a” — lim a? <—<e 
Leo _ m an 


fiir e>m>— und v1, 2,3,---- 


Dagegen ist hier die Bedingung nicht erfiillt, dass die |a”| unter 
einer endlichen Schranke bleiben, denn man hat: 


lim a” = lim vy = + oo. 


6) Die Zeilen der Folge [(u — v)*|} sind ungleichmédissig divergent. 
Man hat: 


a” = (u— v)*, lim a” = -}- oo, (v = 0, 1, 2, ee ‘). 
=O 


Wird @>O beliebig vorgeschrieben, so lisst sich kein m so fixiren, 
dass: 


a” >G flr »y=0,1,2,--.. 
Denn man hat, wie gross auch » angenommen werden mige: 
a”) = 0*), 
n 


4. Die im vorstehenden eingefiihrten Begriffe der gleichmiissigen 
Zeilen-Convergenz und -Divergenz gestatten noch eine fiir das folgende 
niitzliche Verallgemeinerung. 

Es werde zuniichst angenommen, dass die Limites der Zeilen, zum 
mindesten nach Ausschluss einer endlichen Anzahl, numerisch unéer einer 
festen Schranke bleiben (eine Annahme, die offenbar diejenige der Zeilen- 
Convergenz gegen endlich bleibende Limites als speciellen Fall enthiilt), etwa: 
. [| 
* | 
Alsdann existirt zu jedem ¢>0O und fiir jedes einzelne v>~ eine kleinste 
Zahl m,’, sodass: 


(60) lima =a”, lima” =a, wo 
7 fe 


<g fir: v>n. 


(61) a —e<a%<a+e fir: wom’, v>n. 





*) Da die angefiihrten Beispiele, ausser Nr. 5, in Bezug auf die beiden Indices 
u, » vollig symmetrisch gebaut sind, so kénnen sie auch dazu dienen, um die in 
Rede stehenden Convergenz- und Divergenz-Eigenschaften der Zeilen auch fiir die 


‘Colonnen zu exemplificiren. An Stelle von Beispiel 5) hitte man dann lediglich 


L 
E S =| zu substituiren. 
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Haben dann wiederum die m,’ ein endliches Maximum m, sodass also die 
Bedingung (61) durch die folgende ersetzt werden kann: 
, , (») 
(62) a” —¢ < a” < a 4+¢ fiir: u =m, v>n (Sa) < 9); 
so sollen die Zeilen fiir v > gleichméiissig begrenzt heissen; dagegen wn- 
gleichmissig begrenzt, wenn eine solche Zahl m nicht existirt oder wenn die 
ja| und |a@| micht unter einer endlichen Schranke bleiben. Da die 
Bedingung (62) im Falle a” =a mit derjenigen fiir die gleichméissige 
Convergenz der Zeilen bei v > zusammenfillt (s. Ungl. (56)), so erscheint 
also diese letztere als specieller Fall der gleichmédssigen Begrenzung. 
Bestehen die fraglichen Bedingungen nur fiir einen der beiden Limites, 
d. h. hat man nur: 
(63) eo” —s< a” fir: w>m, v>n  (la| <g) 
3 — ae —_— 
oder: @ + => a? fir: w>m, v>n_ (la”| <g), 
so soll die Begrenzung der Zeilen eine einseitig gleichmdssige heissen. 
Bleiben die |a|, |a™| fiir v > nicht unter einer endlichen Schranke 


(woraus das analoge fiir die a) bei gleichzeitig unbegrenzt wachsendem 


uw, v folgt), so soll speciell der Fall lim lim a” = -+ oo bezw. —oo he- 


y= 2 uO 
trachtet werden. Auf Grund dieser Voraussetzung existirt zuniichst zu 
jedem (beliebig grossen) G > 0 eine kleinste natiirliche Zahl », sodass:*) 


lim a> G, also auch: lim a\ > G fir: v>n, 


(64) ae pone 
bezw. lim a >—G, also auch: lim a” <—G fir: v>n. 
“=o _— 


Daraus folgt wiederum nur soviel, dass fiir jedes einzelne vy > eine 
kleinste Zahl m,’ existirt, sodass: 


(65) a >G bew. <—G@ fir: w>m,’, v>n. 
Ist alsdann fiir die m,’ ein endliches Maximum m vorhanden, sodass also: 
(66) a” >G beew. <—G fiir: w>m, v>n, 


so sollen die Zeilen der Doppelfolge als gleichmdssig unbegrenzt**) be- 
*) Dabei wird » im allgemeinen mit G verdnderlich sein (niimlich mit wachsen- 
den Werthen von G@ gleichfalls zunehmen). Dies wire nur dann nicht der Fall, 
wenn von einer bestimmten Zeile ab, etwa fiir » a mn’, durchweg: 
lim a(”) = lim a, = + co bezw. = — oo. 
Dann geniigt niimlich die Annahme n = nm’ bei jedem beliebigen G. 
**) Der Ausdruck bezieht sich wesentlich auf die Gesammtheit der Zeilen. Jede 


einzelne Zeile kann dabei immerhin begrenzt (d. h. mit endlichen Limites versehen), 
sogar convergent sein (8. Beispiel 9)). 
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zeichnet werden. Die Vergleichung der Bedingung (66) mit der fiir gleich- 
missige Divergenz geltenden Bedingung (58) zeigt wiederum, dass diese 
letztere Eigenschaft einen speciellen Fall der soeben definirten darstellt. 

Beispiele. 7) Die Zeilen der Folge [(— 1)e+r ol sind gleich- 
missig begrenzt. Man hat: 


v 1 1 v .  _ 1 
a? = (—1y+"(< +>); also: a? — lim a? =—1, 
—(*) (v) ae i 
ere es 
Da nun: 
1 1 (v) 1 1 sa 
ee ee (» = 1, 2,3,---), 
so folgt: 
a,——<a<a,+— (»=1,2,38,--,) 
und daher: 


a,—e<a<a,+e fiir: w>m>—, v—1,2,3,---- 


8) Die Zeilen der Folge [(— 1)"+* + “ ~ ah sind ungleichmiissig 
begrenzt. Man hat: 


() 2+ (@—»)* ——_ 
a” == (— let” ; also: a” = lim a” =—1 
“ ( ) 1 + (uw ¥ y)?? pat “ b 
, 
a — ee =-+1. 
Andererseits wird, fiir jedes noch so grosse n: 
())_§9 a = 
G,, — G41" =F 


d. h. fiir jede Zeile von heliebig hohem Range » liegen das » + 1” und 
n* Glied ausserhalb des Intervalles (a —¢, a+ 2) = (1—e, 1+ 8). 


9) Die Zeilen der Folge [y+ =|) welche oben (Beispiel 5)) als 


ungleichmdssig convergent erkannt wurden, sind andererseits gleichmiissig 
unbegrenzt. Denn man hat 


a =v+—>y. 
Wird also » > G angenommen’, so folgt: 
a” >n> G fir: v>n, w>1. 
10) Gleichmissig wnbegrenzt sind auch die Zeilen der Folge 
[vy + (1+(—1*) wf. Man hat hier: 


(") 
a, =, wenn uw gerade, 


a” =v-+2u, wenn w ungerade 
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und daher: 
(vr) 


. ’ Te”) 
lima, =v, lma’=-+ oo; 
L=@ MSO 

im iibrigen fiir » > G: 
a” >n>G fir: v>n, w>O. 


11) Setzt man: 


p—1 p—1 








a, — lim © a4 He 1, 2,3,---; v=1, 2, 3,---), 
so folgt: 
vy \p—1 
a (7) ; 
=~ —— a o *, wenn: “w>yv, 
aids 
a — 
. v 
= lim Ta =H, wenn: wc. 
- y+ 
- =, wenn: «=v. 
Folglich wird: a 
lim a” = lim a =, 
han ae@o 


d. h. die Zeilen sind convergent, aber ungleichméissig, weil der Grenz- 
werth v schliesslich in’s Unendliche wichst, iibrigens aber auch darum, 
weil (fiir jedes noch so grosse n) a” = (0, a”) ,=—(n—A). Aus diesem 
letzteren Grunde sind dann aber die Zeilen auch nicht einmal gleichmiissig 
unbegrenzt.*) 


§ 4. 


Beziehungen zwischen den iterirten Limites der Zeilen (Colonnen) 
und den Limites der Doppelfolge. 


1. Mit Hiilfe der im vorigen Paragraphen eingefiihrten Unterschei- 
dungen lassen sich die Beziehungen zwischen den iterirten (Zeilen- bezw. 
Colonnen-) Limites und den in §§ 1, 2 betrachteten Doppel-Limites in 
sehr allgemeiner Weise feststellen. Zuniichst ergiebt sich der folgende Satz: 


(I) Der iterirte untere bezw. obere Limes ist niemals kleiner 
bezw. grdsser, als der entsprechende Doppel-Limes, d. h. man 
hat stets: 


*) Die Beispiele 7), 8), 11) gelten wiederum auch unmittelbar fiir die ent- 
sprechenden Erscheinungen beziiglich der Colonnen; die Beispiele 9), 10) nach Ver- 
tauschung von w und ». 
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P< lim lim a‘ 


< lim lim a‘ 








(67) lim a” ee os YO i 5 ” <lim a” 
My Voce |< < lim lim a" < lim lim a Hye 
K=O v=@ a ~~ == == Oo - 


Beweis. Nach dem Satze in Nr. 2 des vorigen Paragraphen kann 
man jeden der betreffenden iterirten Limites durch den Limes einer dchten 
Theilfolge ersetzen. Nach § 2, Nr. 5 existirt aber keine iichte Theilfolge, 


deren Grenzwerth < lim a” oder > lim a: somit ist der fragliche 
M,¥== a =e 
Satz bewiesen. — “ 


= lim a”, 


{4 v=@ 


so resultirt aus (I) unmittelbar der folgende Specialelinsy. 
(Ia) Man hat stets: 


lim lim a 
8) rao het | timo, 
lim lim a" Myo 


U=e v= 
sobald der letztere Grenzwerth existirt. 
Ist die Doppelfolge (a) monoton, so gilt das gleiche von den 


Zeilen- und Colonnen-Folgen. In diesem Falle ezistiren also auch lim x, 
Mo 
” 


sodass fiir eine monotone Doppelfolge unter allen Umstiénden die 
ieee besteht: 


lim a, 


(69) lim lim a? = lim lim a” = lim a” 


y= U=@ =O vw Mv @ “i 
Aus (68) folgt des weiteren, dass die Existenz von lim a” eine hin- 
reichende Bedingung fiir die Beziehung: ba 


(70) lim lim a‘ a) = lim lim a, ” 


v= 0 uw Sn VSO 





und diese letztere somit umgekehrt eine nothwendige Bedingung fiir die Existenz 
von lim a) bildet. Daraus ergiebt sich inshesondere, dass lim a“) sicher 


HM, v= om a) 


nicht existirt, wenn die beiden Grenzwerthe (70) verschieden ausfallen. 


(Beispiele: [45], 2 *] (Ga) ]): 
Andererseits erscheint die Existenz von lim a”) keineswegs als noth- 


My v= om 


wendig fiir das Bestehen der Beziehung (70) (s. § 3, Beisp. 3), 4), 5), 6), 
10), 1), diese letztere also nicht als hinreichend fiir die Existenz von 


*) Vgl. Miinch. Sitz.-Ber. a. a. O. p. 105; desgl. Bd. 28 (1898), p. 63. 
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(>). 


lim a 


Lv @ 


lehrreich noch das 7 anfiihren: 


Neben den eben citirten Beispielen méchte ich als besonders 





(y . ( 5 
a”) = (— 1): peo (u = 1,2,3,-->; v= 1,2,3,---). 
Man hat hier zunichst: 
lim a = 0, lim a" =O, 
“=a v=o 
also auch: 
lim lim a” = 0, lim lim a” = 0. 
y= MD us =e r= « 


Ferner ergiebt sich: 


lim a® = lim (— 1)’- o> =), 


und sogar allgemein, fiir jedes ganzzahlige p> 1, . > 0: 


(v) __ ee ¢__yprte, _(pv+a)?r® 
Him a9) 4g — Him (— 1". Sean =O 
eT a A Dd) 
ae) . wees 


Die Folge (a‘) hat also die Kigenschaft, dass nicht nur die iterirten 
Timites und der Grenzwerth der Hauptdiagonale den Werth 0 haben, 
sondern dass alle in ihr enthaltenen ,,geradlinigen“*) Theilfolgen gegen () 
convergiren. Nichts destoweniger hat man: 


af) = (—1)"-4 
also: 
lim a‘ = -+ oo, jenachdem yv gerade oder ungerade, 


mo 
und daher: 
lim a” = — oo, lim a” = + oo. 


H,y=@ vO 





2. Ebenso wenig wie das Bestehen der Beziehung (70) die Existenz 


von lim a” und somit (nach Satz Ia) das Zusammenfallen der iterirten 


v=o 

Timites mit dem Doppel-Limes verbiirgt, brauchen allgemein der iterirte 
untere und obere Limes mit dem unteren bezw. oberen Doppel-Limes 2- 
sammenzufallen. Man bemerke zuniichst, dass ein solches Zusammenfallen 
auf Grund der Beziehung (67) allemal dann stattfindet, wenn der éterirte 
untere Limes den Werth — oo, der obere den Werth + 00 hat. Im iibrigen 





-” Vel. t p. 300, Fussn. 1. 
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ergiebt sich fiir das Zusammenfallen der betreffenden Limites zunichst 
die folgende hinreichende Bedingung: 


(II) Sind die Zeilen (Colonnen) der Doppelfolge nach even- 
tuellem Ausschlusse einer endlichen Anzahl gleichmdssig be- 


grenzt oder unbegrenzt, im Falle lim lim a” = + co oder 


lim lim a® ”) 


=— co wenigstens einseitig glubiiaiecte be- 
grenat, so ist: 


(*) (») 


lim lim a)’ = lim a)’, lim lim a® = lim a), ” 
™ y= = Mv @ MSO VSD ye | 
(71) . . () 4g: (r) a = (ry 
(beaw. lim lim a” = lima”, lim lima lim a ): 
MSO =O My y=S@ LSD v=H at) 


Beweis. Fall I. Sind die Zeilen zum mindesten fiir » > n’ gleich- 
miissig begrenzt, und setzt man: 
(72) lim a =a”, lim a” = a", 
Kao K=o 
so liegen (s. § 3, Nr. 4) die a™, a@ fiir v > mn’ innerhalb endlicher 
Schranken und zu jedem «> 0 liisst sich m so fixiren, dass: 


(73) a” — — <a? <a + > far: w>m, v>W. 
Wird sodann gesetzt: 
(74) lima =a, lima =a, 


so kann man ein » >’ so annehmen, dass: 

(75) a—-— <a) <a <a+—] fir: v>n, 
sodass sich durch Combination von (73) und (75) ergiebt: 
(76) — <a <a+ = fir: wm, v>n. 


Da hiernach die = fiir w>m, v>~% innerhalb endlicher Schranken 
bleiben, so hat man: 


(77) lima” =A, lim a) = A, 


MVS mm Le ceed 


wo A, A bestimmte Zahlen vorstellen. Wegen der Bedeutung dieser 
Zahlen A, A (s. § 2, Ungl. 24) giebt es alsdann dichte Theilfolgen 


My Wy 
(a) ‘ (a:") , sodass: 


(78) at” <A + = = = <a a’. 
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Da es hierbei freisteht, von vornherein m, > m, n, > anzunehmen und 
andererseits die Ungleichungen (76) bestehen bleiben, wenn man die 
beliebigen wu, v durch die specielleren m,, n, bezw. p», gy ersetzt, so resul- 
tiren aus der Verbindung von (76) und (78) die folgenden Beziehungen: 


2 7 bee ale 
eFskieyz, 4758+. 


anders geschrieben: 


(79) a<A+e, @>A—z, 
d. h., da ¢ jede noch so kleine positive Zahl vorstellen kann: 
(80) a<A, G@>A 


und, da die Méglichkeit a< A, @>A durch Satz I (Ungl. (67)) defi- 
nitiv ausgeschlossen erscheint, schliesslich: 





(81) a= A, a= A, 

d. h. 

(82) lim lim a” = lim a”, lim lim a‘? = lim i. — 
=S—2 Mae Mv @ y= 2 ML @ My =o 


Fall Il. Es seien jetzt die Zeilen fiir »v > n’ gleichméissig unbegrenat, 
also (s. Ungl. (66)) etwa: 


(83) a” >G fir: wom, v>n>n. 
Daraus ergiebt sich zunichst, dass auch: 


lim a” >G fir: v>n, 
und daher: 7 
(84) lim lim a’ == + 00, also a fortiori auch: lim lim a” = +o. 
v= U=@ Oo =O 
Sodann folgt aber aus Ungl. (67) oder auch unmittelbar aus der Ver- 
gleichung der Bedingung (83) mit derjenigen fiir die eigentliche Divergenz 
der Doppelfolge (§ 1, Ungl. (3a))*), dass auch: 


(85) lim a’ ” = + 00, 
sodass also schliesslich: 


lim lim a{’ = lim a{ = + co, 
v= “n= @ Mv 
*) Die analytische Formulirung derjenigen Eigenschaft, welche hier als ,,gleich- 
méissige Unbegrenztheit“ der Zeilen bezeichnet wird, ist in Wahrheit mit der noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingung fiir die eigentliche Divergenz der Doppel- 
folge identisch. 
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oder einfacher geschrieben: 


(86a) lim lim a‘ = lim a‘? = + oo. 


v= UM & v=o 
Analog ergiebt sich im Falle: 
a” <—G fir: w>m, v>n>n, 


dass : ats 
(86b) im lim a” = lim a” = — ov. 


v= Oo USO My v=o 
Fall Ill. Es sei: 


lim lim a® = + 00, dagegen lim lim = lim a‘) = a (endlich) 


y= 2 US @ v= 2 US r= @ 


und die Zeilen fiir »>~m’ in Bezug auf die a gleichmiissig begrenzt, 
sodass also: 


(87) a ——<a® fir: w>m, v>m. 


Alsdann liasst sich wiederum ein » >’ so fixiren, dass: 


(88) a— = <a fir: v>n, 
sodass also: 
(89) a—S<a” fir: w>m,v>n. 


Da sodann: lim a” < lim lim a” d.h. <a@ und andererseits fiir alle 


uy a ~~ y==eo ft == 00 


a” bei w>m, »>m nach Ungl. (89) a >a — =, so ist: 








. ee 
(90 lim a? = A 


My @ 


eine bestimmte endliche Zahl. 
Es existirt daher wiederum eine dichte Theilfolge (a‘*”) , sodass 
(s. § 2, Ungl. (24)): 
(91) a <A+<. 
Daraus folgt aber in Verbindung mit Ungl. (8:)), dass: 
(92) a—FSA+ Z dh a<Ate 
und schliesslich, genau wie im Falle I: 


(93a) q=A ah. lim lim a” = lim a”. 


v= MSO Mv Oo 
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Ueberdies ergiebt sich aus der Voraussetzung: lim lim a” =-+ oo auf 


Grund von Ungl. (67), dass auch: s+ ata 


(93b) lim a” = + co, also: = lim lim a”. 
hve @ “ v= 2 US @ 
Das analoge gilt sodann im Falle: lim lim a”) == — oo, lim lim a” =a— 
r= O MO ” r= 2 Uw 


Da sich die vorstehenden Betrachtungen ohne weiteres auch auf die 
Colonnen iibertragen lassen, so erscheint hiermit der oben ausgesprochene 
Satz in allen seinen Theilen bewiesen. 


3. Nimmt man im Falle I des vorigen Satzes lim lim a” 


“ 


und 


S=2 MSD 


lim lim a” als zusammenfallend an, so gewinnt man unmittelbar den 


=. ue 
folgenden Specialsatz: 
(Ila) Sind die Zeilen der Doppelfolge (a"”) nach eventuellem 
Ausschlusse einer endlichen Anzahl gleichmdssig begrenat 
und existirt: 


so convergirt die Doppelfolge und man hat: 


() __ 


Ke 


lim a 


uM, v= @ 
Zugleich gestattet der Fall (II) des obigen Satzes die folgende 
Formulirung: 


a. 


(IIb) Sind die Zeilen der Doppelfolge (a°”) nach eventuellem 
Ausschlusse einer endlichen Anzahl gleichmissig unbegrenat, 
so ist nicht nur: 

lim lim a” =-+ co bezw. = — co 
v= 2 uw 
sondern die Doppelfolge selbst isteigentlich divergent, sodass 
also: 


? 


lim a” =-+ oo bezw. = — oo. 
Das analoge gilt wiederum beziiglich der Colonnen. 
Die Sitze (Ila), (ILb) zeigen insbesondere, dass fiir die Convergene 
bezw. eigentliche Divergenz der Doppelfolge die Convergenz bezw. eigentliche 


*) Dass in diesem Falle lim lim a) stets eine endliche Zahl a ist, folgt un- 


= 2 LS @ 
mittelbar aus der Voraussetzung der gleichmiissigen Begrenzung: denn diese erheischt, 


dass lim a®), lim a®) zum mindesten fiir » > m zwischen zwei endlichen Schranken 
“Sa K=S@ . —_— 


bleiben (s. § 3, Nr. 4). 
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Divergenz keiner einzigen Zeile (Colonne) erforderlich ist. (Beispiel einer 
convergenten Doppelfolge mit durchweg oscillirenden Zeilen s. § 3, Nr. 4, 
Beisp. 7); eigentlich divergente Folge mit durchweg convergenten Zeilen: 
ebendas. Beisp. 9); eigentlich divergente Folge, deren Zeilen innerhalb 
endlicher Grenzen oscilliren: [(2-+-(—1)“)v]?; eigentlich divergente Folge, 
deren Zeilen einen endlichen unteren und unendlichen oberen Limes besitzen: 
a. a. O. Beisp. 10)). 

3. Ich will nun untersuchen, in wieweit die in Satz (II), (Ila), (IIb) 
angegebenen, fiir das Zusammenfallen der iterirten und der entsprechenden 
Doppel-Limites hinreichenden Bedingungen sich zugleich auch als mnoth- 
wendige erweisen, d. h. in wieweit die betreffenden Siitze wmkehrbar sind. 

Dass dies fiir den allgemeinen Satz (II) nicht der Fall ist, sodass man 
also aus den Beziehungen: 

lim lim a’ » = lim a”, lim lim a = lima 


=o UD Mv @ v=@ MVS @ 


(») 


nicht auf die gleichmidssige Begrenztheit oder Unbegrenztheit der Zeilen 
schliessen darf, zeigt die folgende Ueberlegung. Es sei (0\”) eine Folge 
mit gleichmiissig begrenzten Zeilen und: 


(94) lim lim B! = lim b” =, lim lim 6° = lim 1? =b, b<b. 


= 2 Uw My v= % v= M=O 4 v=2 


Bedeutet sodann (ce 4) eine Folge mit ungleichmdssig begrenzten Zeilen, 
fiir welche: 


(95) lim & =e < lim lim &, lim c&” = @> lim lim &”, 
jy=o “ ~ “yo po “ v= e yo pmo & 
(96) b<e<e<b, 


so bilde man aus den Termen der beiden Doppelfolgen (0{) ; (c*”) eine 
einzige (2,”) indem man setzt: 


07) a=, ar — (U—0,1,2,---, v= 0,1,2,---) 


a “a? “ 


(d. h. die Zeilen der Folge (a °) bestehen abwechselnd aus den Zeilen der 
beiden Folgen (0{) . ( (). Alsdann hat man offenbar: 


(98) lim lim a” = lim a =b, lim lim e = lim a” =b, 


v=o wo jvm =o =e [v= 0 

obschon die Zeilen der Folge (a ’) nicht mehr gleichmiissig begrenzt sind. 
In analoger Weise kann man aus einer Folge mit einseitig gleichmdssig 

begrenzten oder gleichmdssig unbegrenzten Zeilen durch Einschaltung der 

Zeilen einer anderen Folge eine solche bilden, welche jene Eigenschaft 
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nicht mehr besitzt, wahrend die in Frage kommenden Limites unver- 
andert bleiben. 

Hiergegen lassen sich die speciellen Siitze (Ila), (ILb) in folgender 
Weise umkehren: 


(Ila) Ezxistirt lim a” ’ als endliche Zahl A, in welchem 


KM, v= @ 


Falle dann (nach Satz (1a) auch: 


lim lim a” = lim lim a” = A, 


v—@ fe =—@ M=Soa v= @ 
so sind die Zeilen und Colonnen mit eventuellem Ausschluss 
einer endlichen Anzahl wniieraay begrenat. 


Beweis. Aus der Voraussetzung lim a, = A folgt zuniichst, dass 


i 


za jedem ¢ > 0 zwei natiirliche Zahlen m,n’ fixirt werden kénnen, dass: 


(99) A— ><a <A4 <= fiir: wom, v>n. 
Da sodann auch: 
lim lim a” =A 


r= 2 w= @ 


so erkennt man, dass die lim a” , lim a” zum mindesten von einem 


bestimmten Index » ab exile Ma Pe miissen, etwa: 
(100) lim a” 2a”, lim a” — a, 

und dass sodann: © we 

(101) A——= =< oa <A +5 > etwa fir: v>n’. 


Man hat also insbesondere: 


(102) a—e<A— J, A+ S<m4e fiir: v>n” 


und daher, wenn m eine Zahl bedeutet, die nicht kleiner als ’ und n’, 
durch ee der Ungleichungen (102) und (99): 
(103) a” —e<a<a +5 fir: w>m, v>n 


d. h. die Zeilen der Doppelfolge sind gleichméssig begrenzt. Das analoge 
gilt dann wiederum fiir die Colonnen. — 


(IILb) Besteht eine der drei Beziehwngen: 


lim lim a” =+ oo, lim lim a} =-+ 00, lim a” = + 0, 
=S2 LS @ M =o V>=@ hve 
(bezw. = — co), in welchem Falle (nach Satz (1) und (1a) dann 


allemal auch die beiden anderen erfiillt sind, so sind de 
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Zeilen und Colonnen mit eventuellem Ausschluss einer endlichen 

Anzahl gleichmidssig unbegrenat. 
Dieser letztere Satz bedarf keines weiteren Beweises. Da man nim- 
lich, wie schon in seiner Fassung enthalten, allemal von vornherein 


lim a” == -++ co bezw. — oo annehmen kann, so besteht die Divergenz- 


M, v= 
Bedingung (3a) (s. §1), welche mit der Eigenschaft der _,,gleichméissigen 
Unbegrenztheit* identisch ist (vgl. Fussn. 1), p. 316). 

Durch Zusammenfassung der Siitze (Ila), (Ila) bezw.-(IIb), (IIIb) 
und Beriicksichtigung von (ia) gewinnt man schliesslich noch die folgen- 
den allgemeinsten Siitze dieser Art: 


(IVa) Fiir die Convergenz der Doppelfolge (a\”) ist noth- 
wendig und hinreichend, dass die Zeilen oder Colonnen mit 
eventucllem Ausschluss einer endlichen Anzahl gleichmdssig 
begrenat sind und dass lim lim a” bezw. lim lim a” 


“ 
v= OD =O K=O v=@ 


existirt. 


Ist diese Bedingung fiir die Zeilen und lim lim a erfiillt, so 


=e LU @ 


besteht sie auch fiir die Colonnen und lim lim a” 


=o vw « 


» vice versa, 


und man hat dann allemal: 
lim “ = lim lim a” = lim lim a”. 
ve K=O Swe v= 2 UL 

(IVb) Fiir die eigentliche Divergenz der Doppelfolge 
ist nothwendig und hinreichend, dass die Zeilen oder 
Colenien mit eventuellem Ausschluss einer endlichen Anzahl 
gleichmdssig unbegrenzt sind. Ist diese Bedingung fiir die 
Zeilen erfiillt, so besteht sie auch fiir die Colonnen, vice versa, 
und man hat dann allemal: 


(v v 
“ 


lim = lim lim a” = lim lim a = + 00 bezw. —=— oo. 


- fro So v= S22 US @ 


Miinchen, December 1896 und Juni 1899. 
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Ueber Doppelfolgen und Doppelreihen. 


Von 


Franz Lonpon in Breslau. 


Einleitung. 
Eine Folge einfacher Zahlenfolgen: 
a, al, al), an 
al, al), a, wae 


2 2 2 
ay , as , as , iota 


bezeichnen wir als eine zweifach unendliche Zahlenfolge oder kurz als 
»Doppelfolge® und denken ihre Elemente stets in der oben angegebenen 
Weise in Zeilen und Colonnen angeordnet. Die Doppelfolgen bilden die 
Grundlage fiir die Theorie der Doppelreihen, Doppelproducte u. s. w., sowie 
wichtiger Eigenschaften der Functionen zweier Variabeln, und es ist ihr 
Studium deshalb wichtig, weil sie das Charakteristische der bei diesen 
Gebilden in Frage kommenden Verhiiltnisse besonders deutlich hervor- 
treten lassen*). Ausser von Herrn Pringsheim, welcher im ersten Para- 
graphen seiner Arbeit iiber die unendlichen Doppelreihen**) einige grund- 
legende Eigenschaften der Doppelfolgen herleitet, sind die Doppelfolgen 
meines Wissens nicht zum Gegenstande eines directen Studiums gemacht 
worden. Die nachfolgenden Untersuchungen sollen sich daher mit den 
Eigenschaften der Doppelfolgen und ihrer Anwendungen auf die Doppel- 
reihen beschiiftigen, und zwar sollen besonders die in einer Doppelfolge 
enthaltenen einfachen Folgen betrachtet werden d. h: diejenigen einfachen 
Folgen, deren Elemente a” der Doppelfolge angehdren und deren Indices 


uw, v unabhingig von einander ins Unendliche wachsen. Im § 1 werden 


*) ef. Encyklopiidie der mathem. Wissenschaftnn Bd. I, A 3 (Art. 20, p. 76, 77). 

**) A. Pringsheim: Elementare Theorie der unendlichen Doppelreihen, Sitzungs- 
berichte der math. phys. Classe der k. bayer. Akademie der Wiss. Bd. 27, Heft I, 
p. 101—152, 1897. 
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munichst die Begriffe der unteren und oberen Unbestimmtheitsgrenzen auf 
die Doppelfolgen iibertragen und gezeigt, dass zur Convergenz der Doppel- 
folgen —d. h. zur Existenz eines Grenzwerthes derselben — die Convergenz 
aller in ihr enthaltener einfacher Folgen nothwendig und hinreichend ist, 
so dass diese Eigenschaft auch als Definition der Convergenz einer Doppel- 
folge zu Grunde gelegt werden kann. Sodann wird untersucht, wie be- 
schaffen die Diagonalfolge a, af), af,--- und die zu ihr parallelen 
Folgen (§ 2) und weiterhin, wie beschaffen die Zeilen (Colonnen) (§ 3) 
sein miissen, damit die aus ihnen zusammengesetzte Doppelfolge con- 
vergent ist, wobei sich der Begriff der gleichmissigen Convergenz von 
fundamentaler Bedeutung erweist. Im § 4 wird betrachtet, wie beschaffen 
eine Doppelfolge mit den Elementen a” sein muss, damit die beiden 
successiven Grenziibergiinge: 

Lim Lim a” (resp. Lim Lim a”) 

vy=an L=ow k=o v=@ 
ausfiihrbar sind, wobei sich ergiebt, dass zwar nicht simmtliche in der 
Doppelfolge enthaltenen einfachen Folgen, wie es zur Convergenz der 
Doppelfolge erforderlich ist, zu convergiren brauchen, wohl aber die 
simmtlichen in einem gewissen J'heil der Doppelfolge verlaufenden ein- 
fachen Folgen. Dadurch werden wir zu einem erweiterten Convergenz- 
begriff der horizontalen (resp. verticalen) Convergenz der Doppelfolge“ 
gefiihrt, welcher auch gestattet, die Beschaffenheit der Doppelfolge zu 
charakterisiren, fiir den Fall der Vertauschbarkeit der beiden obigen 
Grenziibergiinge, welche durch die Gleichung: 
Lim Lim a’? = Lim Lim a® 


Sm MSO So y= 


) 


ausgedriickt ist. Im letzten Paragraphen werden die fiir die Doppelfolgen 
erlangten Resultate auf die Doppelreihen iibertragen und dadurch Eigen- 
schaften dieser letzteren erschlossen. Es wird eine Classe von Anord- 
nungen der-Doppelreihe in eine einfache Reihe angegeben, deren Con- 
vergenz fiir die (bedingte) Convergenz der Doppelreihe nothwendig und 
hinreichend ist; sodann wird untersucht, wie beschaffen die Zeilen 
(Colonnen) einer Doppelreihe sein miissen, damit diese convergent ist, 


und schliesslich werden die Doppelreihen > betrachtet, bei denen die 


“v0 


ao oo 
beiden successiven Summationen: » Suu” ausfiihrbar sind, sowie die- 
“& ? 
0 


jenigen, bei welchen die Reihenfolge dieser Summationen vertauschbar ist, 
wobei ein tieferer Einblick in die Natur derselben erhalten wird. 


21* 
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§ 1. 
Die in einer Doppelfolge enthaltenen einfachen Zahlenfolgen., 
1) Sei eine zweifach unendliche Folge reeller Zahlen 
a” (u, v = 0, 1, 2,---) 
gegeben. Kine solche Folge nennen wir (in Analogie mit den Bezeichnungen 
»Doppelreihe, Doppelproduct“) eine Doppelfolge und bezeichnen sie durch: 





0) 40) (0 as 
a) a al) +3 a 
al) al) a®) ... q@@... 

2 “ 

(2) g@) q@@) ... q@... 

7 oy Me oder {a} 4 
(u, ¥==0, 1, 2,---) 

av) ay) ay) eee at) cee 





Wir wollen durchgehends voraussetzen, dass die Zahlen a” der Doppel- 
folge simmtlich ihrem absoluten Betrage nach unter einer bestimmten 
Zahl G sich befinden (|a’”|<@ (u,v =0,1,2,---)) und deshalb die 
Doppelfolge als ,eine begrenzte Doppelfolge“ bezeichnen. Dann existirt*) 
eine obere Grenze O und eine untere Grenze U fiir die Doppelfolge derart, 
dass keine Zahl der Doppelfolge kleiner ist als U und grésser ist als 0, 
dass aber in jedem (wenn auch noch so kleinen) O resp. U umschliessen- 
den Intervalle Zahlen der Folge sich befinden. 

Existirt eine Zahl a derart, dass sich jeder positiven Zahl ¢ zwei 
ganze positive Zahlen m, so zuordnen lassen, dass: 





fir u>m, _ 


|a—a® <eé 





wird, dann heisst a der Grenzwerth der Doppelfolge; eine Doppelfolge, 
welche einen Grenzwerth besitzt, heisst convergent. Die Operation, 2 
untersuchen, ob die Doppelfolge {a} (u, vy = 0, 1, 2,---) einen Grenz- 
werth besitzt, wird bezeichnet durch das Operationszeichen: 

Lim a, 

4, v=@ ” 
welches gleichzeitig, im Fall diese Operation ausfiihrbar ist, also ein 
Grenzwerth a existirt, wie iiblich, diesen Grenzwerth darstellt: 

Lim a” = 


v=o 


a. 


*) Cf. z. B. Stolz, Allgemeine Arithmetik Bd. I, p. 149ff, 
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Zur Existenz von Lim a‘) ist nothwendig und hinreichend*), dass zu 


(v= @ 
jeder positiven Zahl « zwei ganze positive Zahlen m’, n’ zugeordnet 
werden kénnen, derart dass: 


| (+0) 
| @,, +e eae 


2) Monotone Doppelfolgen*). Sei {a} (u,v=0O, 1, 2,---) eine be- 


grenzte, nie abnehmende, monotone Doppelfolge, d. h. 


a | <e fir u>m, v>n; 0,6 =0,1,2,---. 


(0) ' <=> a” fir w>m, v>n. 


Dann gilt der Satz: Jede begrenzte nie abnehmende Doppelfolge besitet ihre 
obere Grenze O als Grenzwerth. Ist O die obere Grenze der begrenzten, 


nie abnehmenden Doppelfolge {a®?} , So ist: 
(1) a” <0 (u, v= 0, 1, 2,°° ‘)5 


ist ferner ¢ eine beliebige positive Zahl, so existiren stets zwischen O — 
und O Zahlen der Folge; ist a” eine solche Zahl, so ist: 


(2) O—e<a" <0. 

Nun ist nach (0) und (1): 

(3) a” <a? <O fir w>m, v>n. 
Also ist nach (2) und (3): 

(4) O—e<a <a <0, 


0<O0—a<e oder |O—a?\<s fir u«>m,v>n 
d. h.: 
Lim a’? = 0.— 
vm 
Ganz analog beweist man: 

Jede begrenzte, nie zunehmende Doppelfolge hat ihre untere Grenze U 
als Grenzwerth. Hieraus ergiebt sich der bekannte Satz*): 

Jede begrenzte monotone Doppelfolge ist convergent. 

3) Die Unbestimmtheitsgrenzen einer. Doppelfolge. Gegeben sei die 
begrenzte Doppelfolge {a} (u, v==0,1,2,---); wir bezeichnen fiir die 
Partialfolge: {ary} (0; e—6, 1,2,---) die obere Grenze durch 3”, die 
untere durch ul”; dann erhalten wir zwei neue begrenzte Doppelfolgen: 

{u!| und {of} (u, v= 0, 1, 2,---), 


*) Cf. Pringsheim: Doppelreihen § 1, Miinchener Sitzungsberichte Bd. 37, 1897. 
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welche wir als die wntere und obere Grenzfolge der Doppelfolge 
{a } (u, v=0, 1, 2,---) 
bezeichnen. Die untere Grenzfolge {w} ist nie abnehmend, die obere 
Grenzfolge {o"} ist nie zunehmend, mithin sind die Doppelfolgen {u} 


und {of} nach dem Satze im vorigen Artikel convergent. Wir setzen: 


Lim u”) = Lim a *) == 4 


1, y= @ 4, v=@ 
Lim o” = Lima” =o 
4,v=@ hve 


und nennen w und o die untere und obere Unbestimmtheitsgrenze der Doppel- 
folge. Somit gilt: Die Unbestimmtheitsgrenzen einer begrenzten Doppelfolge 
{a’} sind die Grenzwerthe der zu {a} gehirigen wnteren und oberen 
Grenefolge. 

4) Unter einer in der Doppelfolge {a‘| (u,v =, 1,2,---) enthaltenen 
einfachen Folge verstehen wir eine einfache Folge von Zahlen a” , welche 
der Doppelfolge angehiren, und deren Indices unabhiingig von einander tiber 


alle Grenzen wachsen. Wir bezeichnen eine solche in { a} (u, v=0, 1,2,---) 
enthaltene einfache Folge demnach durch: 


famed at) Af) | (%) 

| uo ? ©, ? * ? j @., ? 

(e=0, 1, 2, - ++) 
wobei: 
Uo, Uy, Hey ** und Vo, Vyy Voy* °° 
zwei Folgen ganzer positiver Zahlen mit Lim uw, = oo, Lim »% = 
era ed 

bedeuten. 


In Bezug auf die in {a} (u, vy = 0, 1, 2,---) enthaltenen einfachen 
Folgen besitzen die beiden Unbestimmtheitsgrenzen hervorragende Kigen- 
schaften. Sei {are} (9 =0, 1, 2,---) eine beliebige in der Doppelfolge 
(an enthaltene einfache Folge und seien mit of, uf? die obere und 
untere Grenze der Partialfolge: {a} (u> Ue, v> ve) bezeichnet, dann ist: 


off) Sal > ul? (e =0,1,2,-->), 


*) Die Bezeichnung der oberen und unteren Unbestimmtheitsgrenze durch Lim, 
Lim riihrt von Herr Pringsheim her cf. Sitz.-Ber. der Miinchener Akademie Bd. 28 


(1898), p. 59ff. Vergl. auch Encyklopidie der math. Wissenschaften Bd. I, A3 
(Artikel 15). 
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also ist: 


Lim of’ @) => Lim a’ @) > Lim a’’e) > — ul ®, 
e=e "Cem exe Me 


wobei 


Lim ae), Lim a" e) 
Q=n Ke e=e Me 


die obere und untere Unbestimmtheitsgrenze der einfachen Zahlenfolge 
{af| (o=0, 1, 2,---) 


bedeuten. Nun ist: 


Lim oe) = Lim o = Lim a = 0 
e=a e M, ¥=& Mv eo 

P , 
Lim we) = Lim u” = Lim a” = u 
Q=e @ Mv @ # M,v=o@ 


also ist: 
0 Lim of? 2 Lim af? > d. h. 


era 
Die Unbestimmtheitsgrenzen einer me in einer begrenzlen Doppelfolge ent- 
haltenen einfachen Folge liegen zwischen den Unbestimmtheitsgrenzen der 
Doppelfolge. Alle in einer Doppelfolge enthaltenen einfachen Folgen sind 
mithin so beschaffen, dass ihre unteren Unbestimmtheitsgrenzen nicht 
kleiner als die untere Unbestimmtheitsgrenze der Doppelfolge, ihre oberen 
Unbestimmtheitsgrenzen nicht grésser als die obere Unbestimmtheitsgrenze 
der Doppelfolge sind. Es gilt aber weiter, dass in der Doppelfolge ent- 
haltene einfache Folgen existiren, deren Unbestimmtheitsgrenzen genau 
gleich den Unbestimmtheitsgrenzen u und o der Doppelfolge sind, so dass 
u und 0 Minimum und Maximum der Unbestimmtheitsgrenzen der simmt- 


lichen in {a} enthaltenen einfachen Folgen sind. In der That, sei 
{af} (oe =9, 1, 2,-- ‘) 


eine in der Doppelfolge a} (u, v = 0, 1, 2,---) enthaltene einfache Folge, 
und seien ul , o ¢) die untere und obere Grenze der Partialfolge 


{a} (w> Me, VS > Ve); 
bedeutet dann &, &, &,--- eine Folge sila Zahlen, fiir welche 


Lim ¢ =, dann existiren in der Partialfolge {a} (u> te, v > %) 

e=* 

Zahlen, welche sich von uC") um weniger als ¢, unterscheiden, und andere 
@ 


Zahlen, welche sich von of") um weniger als ¢, unterscheiden; sei %, eine 
v 


Zahl der ersten, 0, eine Zahl der zweiten Art, so ist also: 
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("@) < ye) 
“, < to < “, + é, 
a’o —eé — 0 x oo | 
Mo y= el = He 
Also ist, da Lim e = 0: 
e=0 
Lim «, = Lim ule) =u 
e=@ ¢ Q=@ Ho 
Lim 0, = Lim oe) = 0 
Q=@ e o=e@ Mo 


Mithin hat die Folge 

Ug,» A, Uy, 94, Ug, 9, °° 
u zur unteren, 0 zur oberen Unbestimmtheitsgrenze, so dass damit in der 
That eine in der Doppelfolge enthaltene einfache Folge hergestellt ist, 
deren Unbestimmtheitsgrenzen mit denen der Doppelfolge zusammenfallen. 
Also gilt: 

Die stimmtlichen in einer begrenzten Doppelfolge enthaltenen einfachen 
Folgen sind so beschaffen, dass ihre Unbestimmtheitsgrenzen zwischen den 
Unbestimmtheitsgrenzen der Doppelfolge enthalten sind, so zwar, dass die 
obere Unbestimmtheitsgrenze der Doppelfolge das Maximum der oberen Un- 
bestimmtheitsgrenzen der einfachen Folgen, die untere Unbestimmtheitsgrenze 
der Doppelfolge das Minimum der unteren Unbestimmtheitsgrenzen der ein- 
fachen Folgen ist. Es giebt stets einfache in der Doppelfolge enthaltene 
Folgen, deren Unbestimmtheitsgrenzen dieses Maximum und Minimum wirk- 
lich erreichen. Es giebt daher auch einfache Folgen, welche o und u als 
Grenzwerth besitzen. Nennen wir — in Analogie mit der bei einfachen 
Folgen iiblichen Bezeichnungsweise — das von den Unbestimmtheitsgrenzen 
der Doppelfolge begrenzte Intervall (w, 0) ,,das Oscillationsintervall der 
Doppelfolge“, und. nennen wir ein Intervall (w’, 0’) in einem andern Intervall 
(uw, 0) enthalten, wenn: 

u<w <0 <o, 
dann kann man die letzten Siitze folgendermassen aussprechen: 

Ist eine einfache Folge in einer begrenzten Doppelfolge enthalten, so ist 
auch thr Oscillationsintervall in dem der Doppelfolge enthalten. 

In jeder begrenzten Doppelfolge sind einfache Folgen enthalten, deren 
Oscillationsintervall mit dem der Doppelfolge zusammenfillt. 

Ist die Doppelfolge {a} (u, v= 0, 1,2,---) keine begrenzte, ent- 


halt sie jedoch eine begrenzte Partialfolge {a} ‘$6, n)? so dass also 


<G Cet). dann zeigt die Doppelfolge hinsichtlich ihrer Un- 


bestimmtheitsgrenzen dasselbe Verhalten, wie im vorigen Falle, sie besitat 
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ebenfalls ein begrenztes Oscillationsintervall, wie man in analoger Weise 
unter Beriicksichtigung selbstverstindlicher Modificationen beweist. Auch 
in diesem Falle wollen wir die Doppelfolge als eine ,,begrenzte“ bezeichnen. 
Besitzt aber die Doppelfolge keine einzige begrenzte Partialfolge, dann ist 
auch das Oscillationsintervall unbegrenzt, indem dieselben Eventualitiiten 
eintreten, wie bei einfachen Zahlenfolgen, worauf wir daher hier nicht 
niher eingehen wollen. 

5) Fassen wir insbesondere den Fall ins Auge, dass die beiden Un- 





bestimmtheitsgrenzen einer begrenzten Doppelfolge einander gleich werden, 
0: : , —— ’ 
* Lim a" = Lim a = a. 
d 1, ¥=S=@ 4,v=@ 
er 
ist, In diesem Falle ist die Doppelfolge {a} (u,v = 0,1, 2,---) conver- 
llen. ent und: . ’ 
. Lim a” = a. 
hve o 
chen . (r) (r) 4: 
In der That bedeuten wieder w’, a’ die untere und obere Grenze der 
den a 
; a y’ a : 
die Partialfolge {a} (‘. oO) so ist: 
Un- : ver 
enze Lim u = Lim o = a. 
ein- Mv @ , et) e 
Itene Mithin lassen sich jeder positiven Zahl ¢ zwei ganze positive Zahlen m, n 
irk- derart zuordnen, dass 
, als * c<wW<Me fii > > n: 
—esu’so’csa+e fir w>m, v>n; 
is da nun: y 
= ' (») 0) = 10) 
pu w,, < a, < Ons 
ll so ist fiir 
u>m,v>n 
a—s<ar<ate 
oder: 
ae la — a” <e dh. Lim a”) =a. 
Pe 
itis Ist umgekehrt Lim a® = a, so ist auch 
My v= @ 
Lim a”) = Lim a” =a. 
ent- i, V=@ KM, v= @ 
also Denn es existirt dann (cf. art. 4) eine einfache in der Doppelfolge ent- 
. haltene Folge: {a”, a» ; a”, --|, fiir welche: 
n- 
(1) Lim a) = Lim a". 
sitzt Q=e Ko v=o 
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Andererseits ist, wegen Lim a, ® — a, bei beliebigem positiven «: 
Hj v=o 


|a—al|<e fir w>m, v>n, 
und somit auch: 
|a—alo|<s fir p>m,%,>n, 


also ist: 

(2) Lim a) =a, 
era He 

mithin folgt aus (1) und (2): 
Lim a” =a; 
v= @ 


in derselben Weise ergiebt sich: 


Lim a” = a. 
hv @ 


Mithin ist der Satz bewiesen: 


Eine Doppelfolge convergirt dann und nur dann, wenn ihre Unbestimmi- 
heitsgrenzen einander gleich werden. Hieraus ergiebt sich der fiir das 
Folgende wichtige Satz: 

Eine Doppelfolge convergirt dann und nur dann, wenn siimmtliche in 
ihr enthaltenen einfachen Folgen convergiren. 

Beweis. Ist die Doppelfolge {a"?} (u, v = 0,1,2,---) convergent, 
so ist : er 

Lim a” = Lim a” = Lim a"; 
M,v=@ M,y=@ My v= @ # 


da die Unbestimmtheitsgrenzen simmtlicher in der Doppelfolge enthaltenen 
einfachen Folgen zwischen Lim a und Lim a sich befinden (cf. Art. 4), 


Mv @ Hy 1= 0 
so miissen dieselben einander gleich sein; also convergiren alle einfachen 
Folgen und zwar zum Grenzwerth Lim a. — Convergiren andererseits 


Mv oO 


alle in {a} (u, v=0, 1, 2,---) enthaltenen einfachen Folgen, so kénnen 
sie nur zu demselben Grenzwerth convergiren; denn sind a,, a, ds,°°° 
und 0b,, b,, bs,--+ zwei in {a} enthaltene einfache Folgen, und wire 


Lim a) = — bp, 80 wiirde die in { a} enthaltene einfache Folge: a,, b,, 
| lead 


a,, bg, 4 von einander verschiedenen Unbestimmtheitagrenzen 
Lim a = _ bo 


e=e 


besitzen, also — gegen die Siuetiiiatini — nicht convergiren, mithin ist: 
Lim a, = Lim bp. 


ea | heed 








len 


are 
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Also folgt: Convergiren alle in {a} enthaltenen einfachen Folgen, so con- 
vergiren sie auch siémmtlich zu demselben Grenzwerth. Nun giebt es 
(cf. art. 4) in {a} enthaltene einfache Folgen, welche zum Grenzwerth 


Lim a, und andere, welche zum Grenzwerth Lim a” 


H,v¥=@ et) 
ist, da gemiiss unserer Annahme simmtliche einfachen Folgen zu dem- 
selben Grenzwerth convergiren: 


convergiren, mithin 


Lim a” = Lim aN”, 
Y= oe Myce 
also ist die Doppelfolge convergent, und damit der oben ausgesprochene 
Satz bewiesen. 
Anmerkung: Ist die Doppelfolge monoton, so geniigt bereits zu ihrer 
Convergenz die Convergenz einer einzigen in ihr enthaltenen einfachen Folge. 
6) Wir nennen eine in der Doppelfolge {a} (u,v =0,1,2,---) 
enthaltene einfache Folge: 


(1) (v2) ("3) 
{a ? a * ? ©, i ‘| 


eine ,,steigende Folge“, wenn: 
Hy Sy Sy S--+ und 4S xy <Sy<---. 


Wir wollen zeigen, dass es zur Convergenz der Doppelfolge bereits ausreicht, 
wenn alle in ihr enthaltenen, steigenden Folgen convergiren. Zu diesem 
Zwecke beweisen wir den allgemeineren Satz: In jeder begrenzten Doppelfolge 
sind steigende Folgen enthalten, deren Unbestimmtheitsgrenzen mit denen der 
Doppelfoige iibereinstimmen. Wir wollen in der That fiir die Doppelfolge 
{a} (u,v =0,1,2,---) eine solche steigende Folge construiren. Sei 


wieder mit o die obere, mit ul die untere Grenze der Partialfolge 


7 
{a\} (eo) bezeichnet; sei ferner ¢,, &, &,--- eine Folge positiver 
= 
Zahlen, fiir welche Lim e = 0. Ist a ein beliebiges Glied der Doppel- 


era 
folge, so existiren sicher Zahlen in der Partialfolge {a} =>) 
v>n 


) um weniger als ¢, unterscheiden; ist a” eine solche 


my 


welche sich von o 
Zahl, so ist: 
(1) 0<o™—a” <a, WO 2m, 4 >My. 

u>m; 
V > MN, ) 
sicher Zahlen, welche sich von us um weniger als ¢, unterscheiden; ist 
(¥%) 


Ist m, > u,, % > v,, 80 existiren in der Partialfolge {a} ( 


a” eine solche, so ist: 


Ma 
(2) 0<a™ —u™ <a, wo wy >m, % >My. 
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— . P (r) > m, 
Ist m, > uy, M3 > v2, 80 existiren in der Partialfolge (a, | Ca 
sicher Zahlen, welche sich von ty um weniger als ¢, unterscheiden, ist 


Mm 
a” eine solche, so ist: 
3 


(3) 0< * _ a”? <f&, WO fy > Ms, Vs > Ns. 

Ist m, > us, %, > v;, so giebt es in der Partialfolge {a\”} C=™ 
sicher Zahlen, welche sich von un um weniger als «, unterscheiden, ia 
a” eine solche, so ist: 

(4) o< a — _ <8, WO &>Mm, % >. 


So fahren wir fort und gelangen auf diesem Wege zu einer in 


{a} (u,v = 0, 1, 2,---) 
enthaltenen Folge: 


()) (¥%) (v3) 
(a, ? a ? “,, jin }, 


fiir welche uw, < u,<u,;<--- und », <v, <<, <---, welche also eine 
steigende Folge ist. Die Glieder: 
a, a, af... 
convergiren zum Grenzwerth Lim oe) = Lim a®. Die Glieder: 
e=o “0 MVS @ 
Ve v4) % 
an, an ? an, mi 
convergiren zum Grenzwerth Lim ue) = Lim a. Mithin besitzt die 
e=e “¢ > ted 
steigende in {a} enthaltene Folge {ae} dieselben Unbestimmtheitsgrenzen, 
Q 
wie die Doppelfolge, womit der oben ausgesprochene Satz bewiesen ist. 
Nun lasst sich unmittelbar zeigen, dass eine Doppelfolge convergirt, 
wenn alle in ihr enthaltenen steigenden Folgen convergiren. Denn ist 
dies fiir die Doppelfolge {a} der Fall, so ist dieselbe offenbar eine be- 
grenzte, und es existirt in ihr eine steigende Folge {a®, a™,---), 
welche dieselben Unbestimmtheitsgrenzen, wie die Doppelfolge hat. Dann 
ist also: 


Lim ale) =Lima” und Lim a‘) = Lim a” 


? 
e=a ‘0 v=o e=@ ‘0 My yO 


i 
setzung nach convergirt, so ist: 


und da {ar”, a”, .--|, wie jede steigende Folge von {a}, der Voraus- 
1 2 
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Lim aCe = Lim ae 
exe Me eme Me 


st Also ist auch: 
Lim % = Lim a” 
v= Oo M,v=@ 
d. h. die Doppelfolge {a} ist convergent, also gilt: Hine Doppelfolge ist 
) dann und nur dann convergent, wenn die siimmtlichen in thr enthaltenen 
steigenden Folgen convergent sind. 


§ 2. 
Die Diagonalfolge und die zu ihr parallelen Folgen. 


Nachdem wir zuniichst die Gesammtheit der in einer Doppelfolge 
enthaltenen einfachen Folgen betrachtet haben, wollen wir nunmehr eine 
besonders wichtige Classe solcher Folgen — niimlich die Diagonalfolge 
und die zu ihr parallelen Folgen — behandeln und untersuchen, wie be- 
schaffen diese Folgen sein miissen, damit die Doppelfolge convergirt. Sei 
- gegeben die Doppelfolge: 


al?) a?) af) a) ee 
al) a()) af) av) see 
af) al?) ay) at) iby iam a” (u, v = 0, 1, 2,-- ‘), 


a(?) a’) af) a) +e* 


die Diagonalglieder at (u==0,1,2,---) bilden die in {a} enthaltene ein- 


lie fache Folge: 
-, {ay”, ay’, ay, +>} ns {ai} (u =0,1,2,---). 
, Daneben betrachten wir die Folgen, welche in dem Schema {a} zu dieser 
rt F 
ss Diagonalfolge parallel sind, und die man aus dieser enthilt, indem man 
_ entweder die oberen oder unteren Indices um resp. 1, 2, 3,... Hinheiten 
de- erhdht. Die in Rede stehenden Folgen bilden somit die beiden Systeme 
} ’ ( . § 
i {a”, - «=, j= ian] 

CO NE RS fil Co DO 

ee ee oo (u = 0, 1, 2,---) 

{ a®, ate, are, = -} _ {are} 
us- 





und zweitens: 
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(a, e , a® +} _ {a &. 


a. g® o ae 
» a > 2 (arts (v =0,1,2,---). 


0 (2) a” 
1+0? M2499 ae (0° J 

Damit die Doppelfolge a ¢ ee 1, 2,---) convergire, ist zuniichst 
nothwendig, dass, wie alle in {a} enthaltenen Folgen, auch unsere Folgen: 

{a?, alte, alto. ; } (a, Gite? Oe as } (9 = 0, 1,2,---) 
convergiren und denselben Grenzwerth a besitzen. Diese Bedingung ist 
jedoch fiir die Convergenz der Doppelfolge nicht ausreichend, sondern es 
muss dazu die Convergenz aller Folgen unseres Systems zum Grenzwerth a 
eine ,gleichmdssige“ sein. Dabei versteht man — in der iiblichen 
Weise — unter gleichmiissiger Convergenz der Folgen eines Systems zum 
Grenzwerth a, dass bei stimmtlichen Folgen die Glieder sich von ein und 
derselben Stelle an von a hiéchstens um die — beliebig kleine — Grasse « 
unterscheiden. In unserem Falle wird das betrachtete System von Zahlen- 
folgen: 
(1) 


@® tte {e+e 
fay”, aF®, a,» +] 


(0) (1) (2) 
(a, ’ Gite ? G46 .;° -+j 
(o = 9, 1,2,---) 
gleichmiissig zum Grenzwerth a convergiren, wenn zu jeder beliebigen 
positiven Zahl ¢ ein Index m zugeordnet werden kann, derart dass: 


(2) ja—att?| <-¢ fiir u > m| 
(3) la—a | <e fir v>my 
(eo = 0, 1,2,---) 


und diese Ungleichungen fiir alle Werthe 9 = 0, 1, 2,--- durch dasselbe m 
erfiillt werden. Alsdann unterscheiden sich bei séimmitlichen Folgen unseres 
Systems die Elemente vom m” an von a héchstens um «. 


Ist nun die Doppelfolge {a} convergent, so liisst sich jeder positiven 
Zahl « ein Index m zuordnen, so dass: 


(4) |a—a®” <e fir w>m, v>m. 
Setzen wir hiern v = u + e (o=0,1,2,---), so folgt: 
la—at?|<e, fir w>m,u+e>m; 





da 


u+te2zurm, 











en 


res 
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so gilt also diese Ungleichung fiir alle « >m. Setzen wir ferner in (4): 
u=v+e (o=0,1,2,---), so folgt: 


la—a? ,|<e, fir v>m,»+e>m, 


also — da v+o>v — fiir v>m. 

Somit sind die Ungleichungen (2), (3) erfiillt, die Convergenz der 
Folgen (1) zum Grenzwerth a ist somit eine gleichmdssige. 

Convergiren andererseits die Folgen (1) zum Grenzwerth a gleich- 
missig, so gelten die Formeln (2), (3). Setzen wir in (2) w+o—vr>u, 
in (3) v-+ @ =>», Bo ist: 


ja—a|<e, fir w>m,v>uy, 





resp. 
|a—a” <e, fir v>m, v<uy. 
“& =— = = 
Mithin ist: 
|a—a"” <e, fir w>m, v>m, 





also ist nach (4) die Doppelfolge convergent. Damit ist bewiesen: 

Wenn in einer Doppelfolge die Diagonalfolge und die zu ihr parallelen 
Folgen zu ein und demselben Grenzwerth ,,gleichmissig“ convergiren, so 
convergirt auch die Doppelfolge zu diesem Grenzwerth und umgekelut. 

Anmerkung: Ein analoger Satz gilt fiir jedes System ,,paralleler“, 
in der Doppelfolge enthaltenen Folgen, welches alle Elemente der Doppel- 
folge enthalt, und wird in iihnlicher Weise erwiesen. 


§ 3. 
Die verticalen und horizontalen Folgen einer Doppelfolge. 


1) Ebenso, wie durch das im vorigen Paragraphen betrachtete System 
der zur Diagonalfolge parallelen Folgen, ist eine Doppelfolge 


{a”} (u,v, = 0, 1, 2,---) 
eindeutig bestimmt durch das System der horizontalen Folgen oder Zeilen 


{av”, “, <, “il -} (v on 0, 1, 2, Ps ‘), 


und in gleicher Weise durch das System der verticalen Folgen oder Colonnen 
a”, at’, e, a -} (u=0, 1, 2°: ‘). 

Wir wollen untersuchen, wie beschaffen jedes dieser Systeme sein muss, 

damit die Doppelfolge {a } convergirt. Wir wollen zuvirderst die Be- 


schaffenheit des Systems der Zeilen betrachten, welcher die des Systems 
der Colonnen analog ist. 
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Zuniichst wissen wir*), dass, falls die Doppelfolge {a} zum Grenz- 
werth a convergirt, die von den unteren und oberen Unbestimmtheitsgrenzen 


der Zeilen gebildeten Folgen ebenfalls zum Grenzwerth a convergiren miissen, 
dass also: 


Lim Lim a = Lim Lim a = a, 
a 


v—@ p= oe v—@ L=So 
oder falls: 
Lim a =a”, Lima” = a” 
LSo —— ue 
Lim a” = Lim qg” — q 
7=e =e 


Diese Beschaffenheit der horizontalen Folgen ist fiir die Convergenz der 
Doppelfolge wohl erforderlich, aber dazu nicht ausreichend, wie die von 


Herrn Pringsheim |. c. p. 107, 108 angefiihrten Beispiele zeigen; so sind 
z. B. in der Doppelfolge: 


{a° (») = itera (u, v = 0, 1, 2,---) 


die simmtlichen Zeilen convergent (a. a” = q” = 0), und ebenso auch 


“cS @ 


voe 


die Folge der Zeilengrenzwerthe (Lim a” a = 0), trotzdem ist die Doppel- 


folge nicht convergent. Wir fragen daher weiter, welche weiteren Eigen. 
schaften das System der Zeilen besitzen muss, damit die Doppelfolge convergirt; 
oder wie ein System einfacher Folgen gewdhlt werden muss, damit es als 
System der Zeilen einer convergenten Doppelfolge fungiren kann. 

Wir wissen**), dass die Zeilen einer convergenten Doppelfolge durch- 
aus nicht nothwendiger Weise convergent zu sein brauchen; wir wollen 
jedoch zuniichst den wichtigen Specialfall untersuchen, wie beschaffen ein 
System convergenter Folgen sein muss, um als System der Zeilen emer 


convergenten Doppelfolge zu fungiren. Sei also gegeben das System con- 
vergenter Folgen: 


(1) {at”, &”, ay’ we “al, ia } (v =0,1,2,--+), 

wobei Lim a” =a, und sei vorausgesetzt: Lim a”) =a, dann zeigen 
LS@ v=o 

wir, dass zur Convergenz der Doppelfolge {a} (u, v = 0, 1,2, --+) noch 

erforderlich, aber auch ausreichend ist, dass die Folgen zu ihren Grenz- 

werthen ,gleichmiissig“ convergiren. Wir zeigen zuniichst, dass falls die 





*) ef. Pringsheim: Elementare Theorie der unendlichen Doppelreihen, Miinchener 
Sitzungsber. (1897) p. 105 ff. 


**) Ebenda: p. 104, 
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Doppelfolge {a} convergirt und alle Zeilen convergiren, dass dann die 
Convergenz des Systems der Zeilen eine gleichmiissige sein muss. 


Sei lim a” =a und lim a” =a”, 


Pe “So 


so dass auch*): 


Lim Lim a” = Lim a” = a 
r=—@ Lo , v= @ 


ist. Nun ist: 


> (v) (v) 
(2) la — 4a, 


4 





= \(a—a® — (a—a™)| < la — a” 





+ la an 


=a jeder (noch so 





} 


femer lassen sich wegen Lim a”? =a, Lim a” 


= . 74 
v=o v=o 


kleinen) positiven Zahl « zwei Indices m, n zuordnen derart, dass 


la— a? 





<s fir w>m, v>n; 


la _- a” | < - fir v>n. 
Mithin ist wegen (2): 


la — al <s fir u>m, v>n. 


Mithin sind zuniichst diejenigen Zeilen Pad a, -. he j, fiir welche 


v=n,n+1,n+2,--. ist, so beschaffen, dass sich ihre Glieder vom 
m*" an stimmtlich héchstens um ¢ von ihren Grenzwerthen a) unter- 
scheiden, d. h. dieses System von Folgen convergirt gleichmiissig, mithin 
auch das ganze System der Zeilen, da dasselbe aus jenem durch Hinzu- 
fiigung einer endlichen Anzahl von Folgen entsteht. Wenn also die 
Doppelfolge convergirt und ihre Zeilen (Colonnen) ebenfalls convergiren, 
so muss die Convergenz dieses Systems der Zeilen eine gleichmiissige sein. 

Sei anderseits das System der Zeilen gleichmédssig convergent und 
convergire auch die von den Zeilengrenzwerthen gebildete Folge, dann 
lassen sich jeder (beliebig kleinen) positiven Zahl ¢ zwei Zahlen m, n 
so zuordnen, dass: 


\a” _ a | < = fir »>m 
bei sdimmtlichen Werthen v = 0,1, 2,---, und 


ja—a|<= fir v>n. 


Da nun: 
ja— a] = |(o— 0°) + (0 — 0) | <a — a] + Ja — 0 
so folgt: 


*) ef. Pringsheim, l. c. p. 106. 
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Ol<e fir “rm, van, 


«| 


la—a 


d. h. 
Lim a” == 


hv @ 


a. 


Also ist die Doppelfolge {a} convergent. 


Wir erkennen somit, dass die Convergenz der Zeilen (Colonnen), 
sowie die Convergenz der Folge der Zeilen- (Colonnen-) Grenzwerthe 
allein nicht zur Convergenz der Doppelfolge ausreicht, sondern, dass dazu 
nothwendig, aber auch ausreichend ist die Gleichmdssigkeit der Convergenz 
des Systems der Zeilen (Colonnen). Mithin gilt: 

Ein System convergenter Folgen ist dann und nur dann das System 
der Zeilen einer convergenien Doppelfolge, wenn erstens die Folge der Grenz- 
werthe dieser Folgen convergirt, und zweitens die Convergenz der Folgen 
dieses Systems eine gleichméissige ist. Oder: 

Eine Doppelfolge mit convergenten Zeilen (Colonnen) ist dann und nur 
dann convergent, wenn die Convergenz der Zeilen (Colonnen) eine gleich- 
miissige ist und auch die von den Zeilen- (Colonnen-) Grenzwerthen ge- 
bildete Folge convergirt. 

2) Wir untersuchen nunmehr den Fall, dass die horizontalen (verti- 
calen) Folgen einer Doppelfolge nicht mehr convergiren, und fragen, wie 
dieselben beschaffen sein miissen, damit die Doppelfolge convergent ist. 
Es seien also die Zeilen: 


(1) ta, a, a®, ---| (v= 0, 1,2,---) 
nicht convergent, dann oscilliren sie zwischen den Unbestimmtheitsgrenzen: 


Lim a” =a, Lim a” = a”, (v =0,1,2,---). 
‘Som So 


Soll die Doppelfolge {a} (u,v =0,1,2,---), welche das System (1) 
als Zeilen hat, convergiren, so diirfen wir a), a” endlich voraussetzen, 
da nur eine endliche Anzahl von Zeilen ein unendliches Unbestimmtheits- 
intervall besitzen kann, und es dann ausreicht, die durch Fortlassung 
dieser Zeilen entstehende Doppelfolge zu betrachten. Die Elemente einer 
jeden Zeile {a\”, a, a®,---} (»=—0,1,2,---) nihern sich unbegrenzt 
dem von den Unbestimmtheitsgrenzen a) und a) begrenzten ,,Oscillations- 
intervall“ (a, a), derart, dass jeder positiven Zahl <, eine Stelle m, 
so zugeordnet werden kann, dass: 
a —e< a”) <a +e (Ku>m; v=0,1,2,---). 


Ist nun die Doppelfolge {a} (u,v =0,1,2,---) convergent, so 
ist dazu zunichst erforderlich*), dass: 


*) ef. Pringsheim, l. c. p. 105. 
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Lim a® = Lim a = Lim a® = a. 
v=@ v=@ v=o 

Diese Beschaffenheit der Zeilen ist aber fiir die Convergenz der Doppel- 
folge noch nicht ausreichend, sondern dazu ist erst hinreichend — in 
Analogie mit dem im vorigen Artikel betrachteten Specialfalle — dass 
ausserdem noch die simmtlichen Zeilen ihren Oscillationsintervallen sich 
ygleichmissig® annihern, das soll heissen, dass jeder (beliebig kleinen) 
positiven Zahl ¢ ein Index m zugeordnet werden kann, derart dass fiir 
jedes einzelne v: - 


a) —e<a%<a +e fir wom, 


dass also in jeder einzelnen Zeile vom m*" Gliede ab die Glieder sich 
hichstens im Abstand « von dem zugehirigen Oscillationsintervall befinden. 
Ein so beschaffenes System von Folgen nennen wir ,gleichmdssig 
oscillirend®. 

Beweis: Wenn das System (1) der Zeilen gleichmiissig oscillirt, so 
ist bei beliebigem positiven «: 
(2) aM —e< a) <a +e fir w>m und fiir jedes v=0,1,2,---. 
Wenn ferner die Folgen {a, a, a®,---), {@, a, a@@,.--} sich 
demselben Grenzwerth a anniihern, so ist, falls a—a”=—¢,, a—a=«, 
gesetzt. wird: 


(3) a =a+e,, @—=—a+te, wo Lime, =O, Lime, —0. 


Setzen wir die Werthe von a, a aus (3) in (2) ein, so wird: 
(4) a+e—éeca<ca+tinte, 


oder: 
(5) &y— ea —ace+e fir wom und fiir jedes v= 0,1, 2,---. 


Ist nun y eine (beliebig kleine) positive Zahl, so bestimmen wir — 


was wegen .Lim ¢, = 0, Lim ¢,—=0 méglich ist — m so, dass: 
lelS2, lal<t fir v>n, 
und wihlen auch die beliebige positive Zahl «<< i, dann wird aus (5): 
—1Sa?—a<y 
oder: 
ja—a|<y fir w>m, v>n; 
d. h.: 


Lim a” =a, 
My v=o 


die Doppelfolge {a‘”} ist convergent. 
. 22* 








| 
| 
| 
| 
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Ganz analog zeigt man, dass auch umgekehrt, falls {a} convergirt, 


die Anniherung der Zeilen an ihr Oscillationsintervall eine gleichmissige 
sein muss. Mithin ergiebt sich: 


Ein System von Zahlenfolgen ist dann und nur dann das System der 
Zeilen (Colonnen) einer convergenten Doppelfolge, wenn erstens das System 
gleichmdssig oscillirt, und zweitens die aus den Unbestimmtheitsgrenzen ge- 
bildeten Folgen zu demselben Grenzwerth convergiren. Oder: 

Eine Doppelfolge ist dann und nur dann convergent, wenn das System 
der Zeilen gleichmdssig oscillirt-und die aus den Unbestimmtheitsgrenzen 


der Zeilen gebildeten Folgen zu demselben Grenzwerth — der auch der 
Grenzwerth der Doppelfolge ist — convergiren. Hieraus ergiebt sich un- 
mittelbar: 


Wenn in einer Doppelfolge die Zeilen gleichmiissig oscilliren und die 
aus thren Unbestimmtheitsgrenzen gebildeten Folgen nach demselben Grenz- 
werth convergiren, dann haben die Colonnen die niimliche Beschajfenheit. 

Die Erscheinung des gleichmiissigen Oscillirens erkennt man deutlich 


an dem von Herrn Pringsheim (I. ¢. p. 104) angegebenen Beispiel der 
convergenten Doppelfolge: 


f) _ ¢__ yyetr (1 eee 

\ 0 = ( 1) + >) (u,v = 1, 2,3, ); 
hier ist: 

Lim a = a” =—-—; Lim a”) an @” om =. 


“=o uso 


ele 


Ist ¢ eine beliebige positive Zahl und wiahlen wir: m > - , also 


1 : 
—- so ist: 
m <é, 


———e<(— iy't"(— +-) =. ~ +e fir w>m 
und fiir jedes v= Q, 1,2,--+, 
1 
also ist die Anniherung der Zeilen an ihr Oscillationsintervall (— =, ~) 
eine gleichmiissige. 


Da Lim a® = Lim a” = 0, so ist auch die zweite Voraussetzung 


v= @ v=@ 


unseres Satzes erfiillt. 
3) Wir betrachten schliesslich noch folgenden Satz: 


Wenn in einer Doppelfolge die Zeilen wnd Colonnen convergiren und 
eins von diesen beiden Systemen ,,gleichmdssig“ convergirt, so convergirt 
auch die Doppelfolge und somit auch die Folgen der Zeilen- wnd Colonnen- 
Grenzwerthe. 
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Beweis: das System der Zeilen gleichmiissig convergent und 


ist Lim a” = a”, so lisst sich der beliebigen positiven Zahl @ ein 


MSO 
Index m zuordnen, derart dass: 
(1) a” — a? <6 fir w>m und fiir jeden Werth von v=0,1,2,--- 
Da die Colonnen convergiren, so ist insbesondere: {a® ® a®,...1 


m? a9 @ m? J 
convergent, und daher existirt ein Index m derart, dass: 


(2) a) — alt?! <6 fir v>n, @=0,1,2,--- 
Ferner folgt aus (1) fir u =m: 
(») (») 
8) ja” — an S83 
ebenso ergiebt sich aus (1) fiir u =m, as wo @=0,1,2,-::: 
(4) are ¢ _ a’ +e) |< 


Also folgt aus (2), (3), (4): 
jae+? —aM|< 30 fir v>n, 9p=0,1,2,--- 

Ist nun « eine beliebige positive Zahl und wihlen wir die beliebig 

amehmbare positive Zahl é < =) so ist: 
jav+e?) —a™|<e fir von, 9 =0,1,2,- 

d.h. die Folge der Zeilen-Grenzwerthe: | a, a, a®,.--| ist convergent, 
folglich ist, da die Zeilen gleichmiissig convergiren, auch die Doppel- 
folge nach dem im Artikel (1) dieses Paragraphen bewiesenen Satze 
convergent. — 


Wir fiigen noch folgende Sitze hinzu, deren Beweise wir, da sie 
auf ihnlichen Principien, wie die friiheren, beruhen, unterdriicken: 


Wenn in einer Doppelfolge das System der Zeilen gleichmiéissig con- 
vergirt und auch nur eine in der Doppelfolge enthaltene einfache Folge, 
welche aus jeder Zeile ein Glied enthiilt, convergirt, so ist die Doppelfolge 
convergent. 

Wenn in einer Doppelfolge das System der Zeilen gleichmiissig con- 
vergirt, so fallen die Unbestimmtheitsgrenzen der Doppelfolge mit den Un- 
bestimmtheitsgrenzen der Folge der Zeilengrenzwerthe zusammen. Es ist 
also dann: 


. — , or =. ¥ 
Lim a® = Lim Lim a, ©: Lim a” = Lim Lim &. 
i, ¥==@ y= =H M, v= oe y= pase 


Ist im Besonderen die Folge der Zeilengrenzwerthe convergent, so ist dem- 
nach auch die Doppelfolge convergent, wie oben direct bewiesen wurde. 
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§ 4. 
Horizontale, verticale und laterale Convergenz einer Doppelfolge. 


Wir haben im vorigen Paragraphen gesehen, dass eine Doppelfolge 
mit convergenten Zeilen dann und nur dann convergirt, wenn erstens die 
Convergenz des Systems der Zeilen eine gleichmissige ist, und wenn 
zweitens die Zeilengrenzwerthe eine convergente Folge bilden. Lassen 
wir die Forderung der Gleichmiissigkeit der Convergenz fallen und setzen 
wir nur voraus, dass die Folge der Zeilen-Grenzwerthe convergirt, so 
wird die Doppelfolge nicht mehr convergent sein, und es werden mit- 
hin auch nicht alle in ihr enthaltenen einfachen Folgen convergiren, 


trotzdem wird der Doppelfolge unter den gemachten Voraussetzungen’ 


eine wichtige Eigenschaft inne wohnen, die wir nunmehr entwickeln 
wollen. Wir wollen daher jetzt die Beschaffenheit eimer Doppelfolge 


{a\” , fiir welche die beiden successiven Grenziiberginge Lim Lim a" 


Sem LS @ " 


ausfiihrbar sind, untersuchen und betrachten also: 
1) Doppelfolgen mit convergenten Zeilen, bei denen auch die Folge der 
Zeilen-Grenzwerthe convergirt. Sei {a} (u,v =0,1,2,---) eine gegebene 
Doppelfolge und seien: 
lim a” =a”, lim lim a” = lina” =a 


So r= 2 UM @ v= @ 


endlich und bestimmt. 


Die Convergenz des Systems der Zeilen setzen wir als nicht gleich- 


miissig voraus, so dass weder lim a” existirt, noch simmtliche in (a) } 
‘r= n 


enthaltene, einfache Folgen convergiren. Trotzdem lisst sich eine be- 
stimmte Classe einfacher, in {a} enthaltener Folgen angeben, welche 
simmtlich zum Grenzwerth a convergiren. Sei: &, &, &,--- eine Folge 
positiver Zahlen, fiir welche Lim «,—0, dann werden die Glieder der 
=o 

ersten Zeile: a, a, a®,--- von einer bestimmten Stelle a® an sich 
von ihrem Grenzwerth a® um weniger als ¢, unterscheiden, so dass: 

| (0) (0) - 

oe | <e fir w>m). 
Ebenso wird fiir die Glieder der zweiten Zeile -a(, a{, a, - - - eine be- 
stimmte Stelle a”) existiren, so dass: 

le” — a” | <e« fir w>m,. 
Allgemein wird fiir die beliebige Zeile: 


a, al), af, ee (y = 0, 3 2, ee -) 
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ein Index m, existiren, so dass: 


F (1) ja” _— a” | <e, fir o>m,. 

ge. Wiki 

™ Auf diese Weise erhalten wir eine einfache, in {a\”} enthaltene Folge: 
: (a, a, a, ---}— fa} = 0,1,8,--9, 

mn 


welche offenbar zum Grenzwerth a convergirt, da aus (1) fiir «=m, 


= folgt: 


= la” — a\)| <e, und also wegen Lima”) =a, Lime,=O auch: 

80 . v= v=o 

nit- Lim rd = dt, 

ell — 

ue 2) Durch diese einfache, in der Doppelfolge enthaltene Folge 

‘eln {an} (v= 0, 1, 2, tte: -) 

Ige zerfallen die Elemente der Doppelfolge in zwei Classen, wie man am an- 

a” schaulichsten mittels einer geometrischen Darstellung der Zahlen a” der 
Doppelfolge durch Punkte einer Ebene erkennt. Stellen wir niimlich das 

7 Element a‘ durch denjenigen Punkt einer Ebene dar, welcher in Bezug 

es auf ein fest gegebenes rechtwinkliges Coordinatensystem (0; x, y) die 


Coordinaten « = uw, y = v besitzt, so werden die Zahlen a der Doppel- 
folge dargestellt durch die Gesammtheit der Punkte mit positiven ganz- 
zahligen Coordinaten; diese bilden die Eckpunkte eines Punktgitters, welches 








ich- 
) 
be- 
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sich 











den von der positiven #- und y-Axe begrenzten Quadranten iiberspannt, 
und sollen als ,,Gitterpunkte“ bezeichnet werden. Die Punkte, welche 
den Zahlen einer Zeile: 

(ae), a, a, ++} (v=0,1,2, -->) 
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entsprechen, befinden sich auf der Parallele zur x-Axe, welche durch 
den Gitterpunkt «—0, y=v hindurchgeht; ebenso befinden sich die 
Punkte, welche die Zahlen einer Colonne 


{a®, a”, a a” -+} (wu =0,1,2,---) 


Me ? 
darstellen, auf der Parallelen zur y-Axe, welche durch den Punkt 


x=, y=O hindurchgeht. Die Punkte, welche die Elemente unserer 
in der Doppelfolge enthaltenen einfachen Folge 


{am (v = 0, 1, 2, a) 


darstellen, geben, successive mit einander verbunden, einen gebrochenen 
Linienzug, welcher die geometrische Darstellung der einfachen Folge 


{a\,)| ist; die Punkte desselben besitzen zwei Coordinaten, welche schliess- 


lich beide iiber alle Grenzen wachsen, so dass sich der gebrochene Linien- 
zug in horizontaler, wie verticaler Richtung ins Unendliche erstreckt. 
Ein solcher Linienzug theilt den von der positiven z- und y-Axe begrenzten 
Quadranten in zwei Theile H und V, von denen der eine H von dem 


Linienzug {a‘)} und der horizontalen Axe Ox, der andere V von dem 


Linienzug {ay} und der verticalen Axe Oy begrenzt wird. In den Theil 
H tritt von einer bestimmten Stelle an jede Zeile ein und verbleibt in 
demselben, wihrend fiir den Teil V das analoge beziiglich der Colonnen 
gilt. Wir bezeichnen die Gesammtheit der Elemente der Doppelfolge, 
deren Punkte sich in H befinden {die Elemente <= (vy = 0,1, 2,-->) 
eingeschlossen} als den horizontalen Theil der Doppelfolge {a\;)}, wihrend 
wir die Gesammtheit der Elemente, welche sich in V befinden (die Ele- 
mente a ausgeschlossen) als den verticalen Theil der Doppelfolge —be- 
zeichnen. Somit wird durch jede solche in {a} enthaltene einfache 


Folge {aX} (v=0,1,2,---) eine Theilung der Folge in einen hori- 
zontalen Theil H und einen verticalen Theil V hergestellt, die wir arith- 
metisch dadurch definiren, dass die Gesammtheit der Elemente a”, fiir 
welche u >m, ist, den Theil H ausmachen, und die Gesammtheit der 


Elemente a”, fiir welche uw < m,, den Theil V ausmachen. Wir kénnen 
somit 


den Theil H durch fa”) “ v=0,1,2, ~ 
” u>m, 


den Theil V durch {a} (> v= 0,1, 2, “> 
. . umm, 


bezeichnen. Fiir die in H enthaltenen Zahlen gilt infolge (1): 





r 
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u,v =0,1,2,--+. 
S% ( u>m, ); 


) 


a” — a 
a“ 





demnach ist: 


7 


{| % 


a) — a” 
‘ — 9 | a() 
(2) —~ =a, [eri si, 


&, 





<1, 


Ja” — | 


also, wenn wir setzen: 


(3) a =a — ee fir u>m,; u,v = 0,1,2,--+; 


a *y 
in dieser Form lassen sich alle in H enthaltenen Zahlen darstellen. 

3) Diese Theilung der Doppelfolge {a} in die beiden Theile H 
und V mittels der einfachen Folge {ax} ist deshalb so wichtig, weil 
wir erkennen werden, dass diejenigen in der Doppelfolge enthaltenen, 
einfachen Folgen, deren Elemente entweder von Anfang oder von einer 
bestimmten Stelle an dem horizontalen Theil H angehéren, séimmtlich 
mm Grenzwerth a = Lim a”) = Lim Lim a”) convergiren, unter der von 


v= @ =e U=@ 


uns gemachten Voraussetzung, dass Lim a) existirt. Geometrisch aus- 


gedriickt heisst das, dass alle diejenigen Zahlenfolgen, deren gebrochene 
Linienziige in unserm Gittersystem von Anfang oder von einer bestimmten 
Stelle an ganz dem Theile H angehéren, zu demselben Grenzwerth a 
convergiren. 

Wir wollen von einer einfachen Folge, welche von Anfang oder von 
emer bestimmten Stelle an ganz einem der Theile H oder V angehdrt, 
sagen ,,sie verlaufe in dem betreffenden Theile“. Wir wollen also zeigen, 
dass alle in H verlaufenden, in der Doppelfolge {a} enthaltenen Folgen 
zum Grenzwerth a convergiren, wofern Lim a =a”, Lim a) =a ist. 


he = 


In der That ist {ar a, a®,.-.-) eine in der Doppelfolge {a} ent- 


2 M1? fy ? 
haltene Folge, welche in H verliuft, so wird ein Index r existiren, so 


dass fiir @ >r: ae) dem Theile H angehért; dann ist wegen (3): 
@ 


a? == g’?) _ 90) ., 
Ke 


“ fir e@>r, wobei | a? | <1. 
0 — ‘ @ . 


"e 

Nun ist: 

Lim a?) = Lim a” = a, 

era v=@ 

Lime, =Limse =0O, 

ora g v= @ 
da 1, %,,%,--+ eine Folge positiver ganzer Zahlen mit Lim v, = oo ist. 
Mithin ist: it 
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Lim ae) = Lim (ae) -- ae). é, ) = Lim ae) — Lim ae) & =a, 
@ ‘ee 


e=a Mo Q=@ Q Q=e =a 
: ("@) ("») ("9) : : 
da auch Lim O° &.° =O wegen |#)*'|<1, womit die Behauptung 
=a 7 i 





erwiesen ist. 

Die Doppelfolge besitzt somit die Eigenschaft, dass alle in ihr enthaltenen 
einfachen Folgen, welche in dem horizontalen Theile H verlaufen, zum Grenz- 
werth @ convergiren, wiihrend die nicht in H verlaufenden Folgen nicht 
siimmtlich convergent sind. Obwohl also die Doppelfolge selbst nicht 
convergirt, und also nicht alle in ihr enthaltenen einfachen Folgen con- 
vergiren, so sind doch wenigstens die im Theile H verlaufenden Folgen 
simmtlich convergent. Eine Doppelfolge, welche diese Eigenschaft besitzt, 
wollen wir als ,horizontal convergent hezeichnen. Wir stellen also die 
Definition auf: Kine Doppelfolge heisst horizontal convergent“, wenn sich 
dieselbe durch eine in thr enthaltene einfache Folge in einen horizontalen 
Theil H und einen verticalen Theil V derart zerlegen liisst, dass stimmtliche 
in der Doppelfolge enthaltenen und in H_ verlaufenden einfachen Folgen 
convergiren*), Alsdann convergiren alle diese in H verlaufenden Folgen 
auch nothwendigerweise zu demselben Grenzwerth a, da, falls zwei der- 
selben zu verschiedenen Grenzwerthen convergirten, jede sich aus ihnen 
zusammensetzende Folge in H verliefe und nicht convergent wiire; wir sagen 
deshalb, dass die Doppelfolge ,,cwm Grenzwerth a horizontal convergirt“. Eine 
in dem friiheren Sinne convergente Doppelfolge, bei der also simmtliche ein- 
fachen Folgen convergiren, nennen wir nunmehr ,,total convergent“ oder schlecht- 
hin ,,convergent“. Der Begriff der horizontalen Convergenz einer Doppel- 
folge ist ein weiterer als der der totalen Convergenz, indem jede total 
convergente Doppelfolge auch horizontal convergirt, aber nicht umgekehrt. 
Ganz analog kann man den Begriff der ,,verticalen Convergenz definiren, 
bei welcher die simmtlichen in einem verticalen Theile V verlaufenden 
Folgen convergent sind. 

4) Unter Benutzung dieser Begriffe der horizontalen und verticalen 
Convergenz kénnen wir nunmehr den Satz aussprechen: 

Wenn in einer Doppelfolge {a‘”) mit convergenten Zeilen (Colonnen) die 
von den Grenzwerthen der Zeilen (Colonnen) gebildete Folge convergirt, also 
lim lim a” existirt, so ist die Doppelfolge horizontal (vertical) convergent. 


“ 
r==@D M=n 


Ist andererseits eine Doppelfolge {a} mit convergenten Zeilen zum 
Grenzwerth «@ horizontal convergent, so convergirt auch die Folge der 


*) Wie man in analoger Weise, wie in § 1. 6 erkennt, reicht bereits die Con- 
vergenz aller steigender in H verlaufender Folgen zur horizontalen Convergenz der 
Doppelfolge hin. 
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Zeilen-Grenzwerthe zum Grenzwerth a. Denn alsdann existirt erstens, 
infolge der horizontalen Convergenz, eine einfache Folge: 

CONN ASB 
welche die Doppelfolge in einen horizontalen Theil H, und einen verti- 
calen Theil V, zerlegt, derart dass alle in H,, verlaufenden einfachen 
Folgen zum Grenzwerth a convergiren. Zweitens lisst sich eine ein- 
fache Folge: 

(a> Gn? Sime 7 
construiren, welche dieselben Eigenschaften hat, wie die oben Art. 1, 2 
hergestellte und ebenso bezeichnete Folge, da bei deren Herstellung von 
der Existenz von lima” kein Gebrauch gemacht wurde. Es zerlegt 


pew 


‘ ¢ ; f,0) (1) (2) : : 
daher — genau wie a.a.0.— |a@,,@),@),°° -} die Doppelfolge in 
einen horizontalen Theil H,,, und einen verticalen Theil V,,,, so dass fiir 


pen ae 


a u>m, 
abgeleitete Darstellung: 
na (v) (v) (¥) u,v=0, 1,2,--- 
(3) ao =a’ —?d e,( 
‘ M oe u> mM, 
gilt, wobei 


a” = Lim ©, Lim «= 0, a - 2. 


hea v= @ 
Ist nun: 
ty >m,,n, fir »=—0,1,2,---, 
so ist: 
(0) (1) (2) 
{a Oe } 


eine sowohl in H,,, wie in H, verlaufende Folge, und es ist: 


Lim a 


=o 


_ : (r) 
=a, weil {ay } 
(v=0, 1, 2,---) 


in H, verliiuft und die Doppelfolge zum Grenzwerth a horizontal convergirt; 


0) __ (») 3 @) 
©... —— 7. ey weil (a; } 


; (v=0,1,2,- +) 
in H,, verliuft. 


Also ist: 
.g) 
a =a, + i. é,) 


Lim a” = Lim a” + Lim & & =a, 
¥=@ v=o Mr ome fv 


<1, Lime =0. 


=@ 


weil Lim a e = wegen [9 
ty 9 My 


r= 





Also gilt: Ist eine Doppelfolge mit convergenten Zeilen (Colonnen) 
zum Grenzwerth a horizontal (vertical) convergent, so convergirt auch die 
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von den Grenzwerthen der Zeilen (Colonnen) gebildete Folge zwm Grenz- 
werth a. 


5) Ist eme Doppelfolge horizontal (vertical) convergent, so braucht 
keine einzige Zeile (Colonne) convergent zu sein, da dies nicht einmal 
bei totaler Convergenz der Doppelfolge der Fall zu sein braucht*). Nichts- 
destoweniger hat die horizontale (verticale) Convergenz der Doppelfolge 
eine wichtige Eigenschaft ihrer Zeilen (Colonnen) zur Folge. Es gilt 
nimlich der die vorigen Sitze als Specialfiille enthaltende Satz: Wenn 
eine Doppelfolge zum Grenzwerth a horizontal (vertical) convergirt, so con- 
vergiren die beiden von den oberen und unteren Unbestimmtheitsgrenzen der 
Zeilen (Colonnen) gebildeten Folgen zum Grenzwerth a, d. h. es ist: 


4) Lim Lima” = Lim Lima” =a (rsp. Lim Lima” = Lim Lima” =a 
“& nd I u lt 


y= @ =o r= @ = @ Le = ehS=orv=a@ ¢ 


und umgekehrt, findet (4) statt, so convergirt die Doppelfolge horizontal zum 
Grenzwerth a. ; 
Beweis: Erstens sei die Doppelfolge {a} (u, vy = 0, 1, 2,-->) 
zum Grenzwerth a horizontal convergent. Aus jeder Zeile: 
ie, a, ead ---} (v=0,1,2,---) 
lisst sich dann eine Folge: {ay’, ay’, aS, = -| herausheben, welche 


die untere Unbestimmtheitsgrenze Lim a‘) =a" als Grenzwerth hat, so 


So 


dass: Lim av =a” fir »=0,1,2,---. Das System der so defi- 


Sa 


nirten einfachen Folgen bildet eine Doppelfolge: 
{a} (u,v =0,1,2,---), 


deren siimmtliche Zahlen in der urspriinglichen Doppelfolge {a} ent- 
halten sind, und welche ebenfalls zum Grenzwerth a horizontal convergirt; 
denn dieselbe Zerlegung, welche {a} in zwei Theile H, V zerlegt, so 
dass alle in H verlaufenden Folgen zum Grenzwerth a convergiren, leistet 
das nimliche auch fiir die Doppelfolge {aj} In dieser Doppelfolge 
{ay} sind die Zeilen convergent und zwar zu den Grenzwerthen a), also 
ist, da auch {a\’| zum Grenzwerth a horizontal convergirt, nach dem 
im vorigen Artikel bewiesenen Satze, auch die von den Zeilen-Grenz- 
werthen a) gebildete Folge zum Grenzwerth a convergent: 
Lim a” =a oder: Lim Lim a” =a. 


vise Seo KMS @ 


*) ef. Pringsheim: Unendliche Doppelreihen, 1. c. p. 104. 
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Genau ebenso erkennt man, dass auch: 


Lim @” = Lim Lim a), ® a, 


=. =>=@2 So 
so dass die erste Hialfte unseres Satzes bewiesen ist. 


Zweitens sei lim @”) = lim a =a; wir beweisen, dass dann {a} 


a v= @ 


zum Grenzwerth a horizontal convergirt. In jeder Zeile: 
. {ae, a”, a ag - | (v=0, 1,2,---) 
(") 


my 


sich die Zahlen der betreffenden Zeile von ihrem Ousilinticnsinbevell 


lisst sich eine Stelle a’ angeben derart, dass von dieser Stelle a, an 


(a, a”) in der beliebig kleinen Entfernung é, befinden, so dass also: 


a —e< a” <a +<¢ fir w> m, (v=0,1,2,---), wobei ¢ >0. 
Dann wird: 

a” = q”) — é+ 3 (a +e —(a” — é,)) 4 
oder: 
(5) a” = a” — () 7-0) (0) " : _— 
(5) a =a é, +o @ a’ +22) fir wom; w,y=0,1,2,---, 
wobei 9 ) eine Zahl, fiir welche |” <1 ist, bedeutet. 


Wahlen wir nun die beliebigen positiven Zahlen ¢, (vy = 0, 1, 2, ---) 
so, dass Lime, —0, dann stellen die oben definirten Zahlen: 


(0) a” a” 


Mo? ~m,? “mM? 





a 


eme einfache Folge dar, welche die Doppelfolge {a} derart in einen 
horizontalen Theil H und einen verticalen Theil V theilt, dass fiir die 
in H befindlichen Zahlen a * eS) Bey 
u>m, 

Betrachten wir nun eine einfache, in H verlaufende Folge, so werden 
die Zahlen™ a derselben von der Stelle an, wo sie den Theil H nicht 
mehr verlassen, die Darstellung (5) zulassen; und da der Index v, wenn 
wir in diesen einfachen Folgen unbegrenzt fortschreiten, iiber alle Grenzen 
wichst, so convergirt diese einfache Folge zu dem Grenzwerth: 


Lim (a a” —é+ a” (a —g” + 2¢,))- 


So 


*) die Darstellung (5) gilt. 


Da wir nun: 


Lim a” = Lima” =a 


r=>2 =o 
voraussetzen, da ferner 
Lim ¢, = 0, |a| <1 
rod — 


=o 
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angenommen ist, so ist der in Rede stehende Grenzwerth gleich a. Mit- 
hin convergirt jede in H verlaufende einfache Folge zum Grenzwerth a, 
d. h. die Doppelfolge ist zum Grenzwerth a horizontal convergent, womit 
also auch die zweite Hilfte unseres Satzes bewiesen ist. — Wir er- 
kannten friiher (§ 3, Art. 2), dass die Bedingung: 
Lim a” = Lim a” = a 

in Verbindung mit dem _,,gleichmiissigen“ Oscilliren der Zeilen die totale 
Convergenz der Doppelfolge nach sich zieht; die vorangehenden Be- 
trachtungen lehren nunmehr, dass die Bedingung Lim a” = Lim a” =a 
allein nur die horizontale Convergenz der Doppelfolge bewirkt, dass diese 
Bedingung jedoch fiir die horizontale Convergenz nicht nur hinreichend, 
sondern auch nothwendig ist. 

6) Die laterale Convergenz einer Doppelfolge und die Vertauschbarkeit 
zweier Grenziiberginge. Wenn eine Doppelfolge sowohl horizontal, als 
auch vertical convergirt und zwar beide Male zu demselben Grenzwerth a, 
so nennen wir die Doppelfolge ,zwm Grenzwerth a lateral convergent“, da 
in diesem Falle die simmtlichen ,,seitlichen“ oder ,,lateralen“ Folgen, 
welche entweder in einem gewissen horizontalen Theil oder in einem ge- 
wissen verticalen Theil der Doppelfolge verlaufen, zu demselben Grenz- 
werth convergiren. Denn da alsdann die Doppelfolge zum Grenzwerth a 
horizontal convergirt, so existirt eine einfache Folge: {a a”, , vod, 
welche die Doppelfolge in zwei Theile H,,, V,, theilt, derart dass alle 
in H,, verlaufenden einfachen Folgen zum Grenzwerth a convergiren, 
wohingegen in V,, einfache Foigen verlaufen, welche nicht nach a con- 
vergiren. Da ferner die Doppelfolge zum Grenzwerth a vertical con- 
vergirt, so existirt eine einfache Folge: {a‘, wh we -}, welche 
die Doppelfolge in zwei Theile H, und V,, theilt, derart, dass alle in V, 
verlaufenden einfachen Folgen nach a convergiren, wihrend nicht alle in 
H,, verlaufenden Folgen nach a convergiren. Somit zerfillt die Doppel- 
folge in drei Theile, den horizontalen Theil H,,, den verticalen Theil V, 
und einen centralen Theil C, welcher aus den nicht in H,, und V,, ent- 
haltenen Elementen besteht. Ein solcher centraler Theil C muss in der 
That existiren, da wir die Doppelfolge nicht total convergent voraus- 
setzen, und daher einfache Folgen existiren, die nicht nach a convergiren 
und also weder in H, noch in V, verlaufen. Alle in den beiden seit- 
lichen Theilen H,,, V, verlaufenden einfachen Folgen convergiren zu dem- 
selben Grenzwerth a, wihrend die in dem centralen Theil C verlaufenden 
Folgen nicht simmtlich nach a convergiren. Wir haben somit in dem 
Begriff der lateralen Convergenz einer Doppelfolge einen engeren Begriff, 
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als in dem der verticalen oder horizontalen Convergenz, einen weiteren, 
als in dem der totalen Convergenz, da zu den horizontal rsp. vertical 
convergenten Doppelfolgen auch alle lateral convergenten Doppelfolgen 
und zu diesen auch alle total convergenten Doppelfolgen gehéren, aber 
nicht umgekehrt. Im Falle der totalen Convergenz convergiren stimmtliche 











einfache Folgen der Doppelfolge, im Falle der lateralen Convergenz nur 
die lateralen (— sowohl in H,,, wie in V, verlaufenden —) Folgen zu 
demselben Grenzwerth. Aus dem Satze im vorigen Artikel ergibt sich 
nun unmittclbar, dass die laterale Convergenz eine wichtige Eigenschaft 
der Zeilen und Colonnen nach sich zieht, denn es gilt der 

Satz: Wenn die Doppelfolge zum Grenzwerth a lateral convergirt, so ist: 
(6) lim lim a‘) = lim lim a“? = a = lim lim a“ = lim lim a” 


? 
Sou @ Sou @ Sor @ hSorS=e 


dh. die aus den Unbestimmtheitsgrenzen der Zeilen und Colonnen ge- 
bildeten Folgen convergiren siimmtlich zum Grenzwerth a; und wmgekehrt, 
finden die Gleichungen (1) statt, so ist die Doppelfolge zum Grenzwerth a 
lateral convergent. 
Dies folgt unmittelbar aus dem Satze in Art. 5, da die Doppelfolge 
in unserem Falle sowohl horizontal, als vertical zam Grenzwerth a convergirt. 
Sind im Besonderen die Zeilen und Colonnen convergent, so ist: 


. . — . . v) 
lim a” = lim a” = lim a‘ 
n “ “a? 
(7) Sw # LS@ y uso ' 
1 — 
lim a” = lim a = lim < ; 
T=@ « =o =o é 
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und es folgt aus (6) falls die Doppelfolge lateral convergirt: 
(») 


“ 


(8) lim lim a“ = lim lim a 

y= 2 USO K=Ov=@ 
und umgekehrt. Es gilt somit: Wenn eine Doppelfolge mit convergenten 
Zeilen und Colonnen lateral convergirt, so ist: 


lim lim a”) = lim lim a” ; 
r= 2 uo =e Ve 
die beiden Grenziiberginge sind also vertauschbor; und umgekehrt, wenn die 
beiden Grenziiberginge vertauschbar sind, also (8) gilt, wobei implicite die 
Convergenz der Zeilen und Colonnen vorausgesetzt ist, so ist die Doppel- 
folge lateral convergent. 
Oder kiirzer: 


(») 


Es ist dann und nur dann lim lim a”) = lim lim a, , wenn die 


L=o v=o v= = 
Doppelfolge {a} lateral convergirt und stimmtliche Zeilen und Colonnen 
P (u, v=0, 1, 2,---) 
convergiren. 

Ist im Besonderen eine Doppelfolge mit convergenten Zeilen und Colonnen 
total convergent, so gilt (8), die Grenzprocesse sind vertauschbar*). 

Da die Doppelfolge nach § 3.3 total convergent ist, wenn die Zeilen 
und Colonnen convergiren und die Convergenz einer dieser beiden Systeme 
ygleichmissig“ ist, so gilt: 

Convergiren in einer Doppelfolge alle Zeilen und Colonnen und ist 
eines von diesen beiden Systemen gleichmidssig convergent, so sind die beiden 
Grenzprocesse lim lim a” 


r= oe u—@ * 


vertauschbar, es gilt: 


lim lim a”) = lim lim a’, 


v=eu=@w esSor=e '' 


Um zu untersuchen, ob bei den beiden aufeinander folgenden Grenz- 
(v) 


4 


iibergingen lim lima” die Reihenfolge vertauschbar ist, hat man sich 


zuvorderst zu iiberzeugen, ob in der Doppelfolge {a} die Zeilen und 
Colonnen convergiren; sodann wird man zuniichst nachsehen, ob in der 
Doppelfolge {a} alle einfachen Folgen convergiren, also die Doppelfolge 
total convergent“ ist, was mit der ,,gleichmiissigen“ Convergenz der Zeilen 
identisch ist. Ist dies aber nicht der Fall, ist also das System der Zeilen 
ungleichmiissig convergent, so wird man untersuchen, ob wenigstens alle 
in einem gewissen horizontalen Theile und in einem gewissen verticalen 
Theile verlaufenden lateralen Folgen zu demselben Grenzwerth convergiren, 
ob also die Doppelfolge lateral convergirt; wenn dies der Fall ist, und 


*) ef. Pringsheim: Unendliche Doppelreihen, 1. c. p. 105. 
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nur in diesem Falle, ist die Vertauschung der beiden Grenziibergiinge 


(") 





lim lim a) 


1) Beispiele lateral convergenter Doppelfolgen. 

. Y 1 , ¢ . 

a) Sei a oe a 0,1,2,---)*), dann haben wir 
die Doppelfolge: 


zulassig. 














+ 3 es 1 
1 2 6 10 17 2% i+ p 
s £222 eo ere 
21 2: 6 0 i 1+(u—}? 
—_———_—___—_—__| = 1 1 1 1 1 1 1 
liza Tri+tits wey 
(u,v =0,1,2,---) 1 1 1 1 1 1 1 
10 6 2 1 2 6 1+(u— 3)? 


Wir untersuchen die in ; Te sen enthaltenen einfachen Folgen 


hinsichtlich ihrer Convergenz. Die Diagonalfolge und die zu ihr parallelen 
Folgen: 











®, 12 2 1 

Cd ak i 
a” \ a [get 1 1 1 

Q a4} {a —=?? 2? 2? 
ye sot), _ 1 1 1 

eo =e la or oe 

' 1 1 ; ; 
convergiren rsp. zu den Grenzwerthen 1, ze °**» sie convergiren 

0 


also nicht simmtlich zu demselben Grenzwerth, die Doppelfolge feared 
ist also nicht total convergent. Eine einfache Folge, deren Glieder aus 
uwei dieser. parallelen Folgen abwechselnd genommen werden, oscillirt. 
Wir fragen, ob die Doppelfolge wenigstens lateral convergirt. Wir be- 
trachten die einfache Folge: 


ay, ay, a, a, ---) = (a) — (- 


7 Wy, a, a 
(vy = 0,1, 2,---); 


- (iz 
= 0. Denken wir uns die Zahlen der Doppel- 





es ist Lim a” ) — Lim 
=o v=—@ 1 <7 v® 


folge {a”! wieder durch die Punkte unseres Gittersystems dargestellt, 
Ke 


*) ef. Pringsheim, l.c. p. 107. 
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d. h. durch die Punkte der Ebene, deren rechtwinklige Coordinaten «=u, yy 
ganzzahlige positive Werthe haben, so sind die Punkte der einfachen Folge 
{a”, a”, a, ---} = {a},} die Gitterpunkte, welche auf der Geraden: 


xz == 2y liegen. Diese Gerade theilt den von der positiven x- und y-Axe 


 RESEEEY SERRREREr 
] 




















eingeschlossenen Quadranten in zwei Theile, der von der Geraden und der 
horizontalen Axe Ox begrenzte Theil sei mit H bezeichnet. Alle in H 
verlaufenden Folgen haben*), wenn k, (v = 0,1, 2,---) beliebige positive 
ganze Zahlen bedeuten, die Gestalt: 





(») = 1 =, 1 —_ eal : : 
{a3z>+2,} _— {3 Ps er | —_ Peace ad fir v= Voy Vy Vay°*"y 
wobei %,%,,%,--- positive ganze Zahlen mit Lim », = co bedeuten. 

oa 


Diese Folgen convergiren siimmtlich zu dem Grenzwerth: 


lim FETE °. 
Also ist unsere Doppelfolge zum Grenzwerth 0 horizontal convergent, 
Analoges Verhalten zeigt die Doppelfolge hinsichtlich der verticalen 
Convergenz, da uw und » véllig symmetrisch auftreten. Denn auch die 
einfache Folge: 


(Qu), _ f 1 
(") — (gal — lie | =o, 1,2,-++) 


convergirt zum Grenzwerth 0, und ebenso alle einfachen Folgen, welche 
in dem von dieser Folge und der verticalen Axe Oy begrenzien Theile 


*) ev. erst von einer bestimmten Stelle an. 
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V verlaufen; die Punkte dieser einfachen Folge sind die Gitterpunkte, 
welche sich auf der Geraden y= 2z befinden. Mithin ist die Doppel- 


folge (u,v =0,1,2,---) lateral convergent, und da die 


1 
aren 
Zeilen und Colonnen convergiren, so convergiren auch die von den Grenz- 
werthen der Zeilen und Colonnen gebildeten Folgen und zwar zu dem- 


selben Grenzwerth, die Grenziibergiinge sind vertauschbar: 


1 
tte 5 = Lim Lim yap ny 
was direct unmittelbar erkennbar ist. Die in den Theilen H und V der 
Doppelfolge verlaufenden einfachen Folgen convergiren simmtlich zum 
Grenzwerth 0, wohingegen die in dem zwischen V und H befindlichen 
Theil C verlaufenden einfachen Folgen theils zu den verschiedensten Grenz- 
werthen, theils gar nicht convergiren. 


b) Setzen wir*): 





v 1 
a” = Te p £+ (u,v = 1, 2,3,---), 


ele 


so erhalten wir die antien 


te} (u,v = 1,2,3,-->). 
vy" 


Die Diagonalfolge: 


{a‘”} = {aa} (v= 1, 2,3,---) 


convergirt zum Grenzwerth: Lim a’ = > Die zur Diagonalfolge paral- 


ro 


lelen Folgen: 


' 1 eae 
a) = faa —| = |—;-— | #=1,2,3,--), & positiv 
po (otk | v 1 k und ganz, 
ty 


rT: (v) 1 amd 1 ‘ 
a IA ig 
= mo 5 ah oe 


1+— 


Diese einfachen Folgen werden dargestellt durch die Gitterpunkte, 
welche auf den gegen die «-Axe unter 45° geneigten Geraden: 








convergiren zum Grenzwerth: 





*) ef. Pringsheim, l.c. p. 108. 
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wa=ytk (k = 0, 1, 2,3,---) 


sich befinden. Betrachten wir die einfachen Folgen: 





¥ 1 9 ¢ 
{a _ j= ——— | (v1, 2,3,---), 
v 
worin p und q positive ganze Zahlen bedeuten. 
Jede solche Folge wird dargestellt durch die Folge der Gitterpunkte, 
welche sich auf der Geraden: 2 = py + q befinden, und convergirt zum 
Grenzwerth: 





° , . 1 1 p 
Lim a”, = Lim _ ee Tae 
pe = 1 1 Pai 
v=o =o (p++) an a # > pt > Pp + 
ens 
Vv 
Demnach convergiren die simmtlichen Folgen {a®? 44 (v = 1, 2,3,--»), 


welche man erhialt, indem man p, q alle méglichen positiven ganzzahligen 
Werthe giebt, je nach dem Werthe von p zu den verschiedensten Grenz- 


. 
2a 5% 
+5 
total convergent. Betrachten wir die in der Doppelfolge enthaltene ein- 


fache Folge: 


werthen. Die Doppelfolge |. -—— | (u, y= 1, 2,3,---) ist somit nicht 

















¥ 1 1 P 
{a} = > a : (vy = 1,2,3,---); 
ote ei) 
dieselbe convergirt zum Grenzwerth: 
Lim — -=0. 
=@ v a 4 


Diese Folge wird dargestellt durch die Gitterpunkte, welche auf der 
Parabel 2 = y’ liegen. Diese Parabel theilt den positiven Quadranten in 
2 Theile, von denen der von der Parabel und der horizontalen Axe Ox 
begrenzte mit H bezeichnet sei. Alle in H verlaufenden einfachen Folgen 
convergiren zum Grenzwerth 0. Denn die Glieder’ einer jeden solchen 
Folge werden von der Stelle an, wo sie den Theil H nicht mehr verlassen, 
die Gestalt haben: 

(>) A 1 


Ga+k, — ITE, iene um ae 
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wobei k, eine positive ganze Zahl bedeutet, und vy eine Folge positiver, 
ganzer, iiber alle Grenzen wachsender Zahlen durchliuft. Jede solche Folge 
convergirt somit zum Grenzwerth: 

Lim 


r= @ 


teil 
t= + E 


y 
ls nar 
+ v 


Die Doppelfolge convergirt somit horizontal zum Grenzwerth 0. Da 
u, vy symmetrisch auftreten, convergirt die Doppelfolge auch vertical zum 
Grenzwerth 0; alle in dem von der Parabel y =x und der verticalen 
Axe Oy begrenzten Theile V verlaufenden Folgen convergiren ebenfalls 
zum Grenzwerth 0. Die Doppelfolge ist also zum Grenzwerth 0 lateral 
convergent; die in den lateralen Theilen H und V verlaufenden Folgen 


y 






































convergiren alle zum Grenzwerth 0; die in dem zwischen V und H befind- 
lichen centralen Theil C verlaufenden Folgen convergiren zu den ver- 
schiedensten Grenzwerthen oder convergiren iiberhaupt nicht. Da auch 
die Zeilen und Colonnen convergiren, so convergiren auch die von den 
Grenzwerthen der Zeilen und Colonnen gebildeten Folgen zum Grenzwerth 
Null und es ist: 

lim lim = lim lim = — =0, 

ee 


was bei directer Betrachtung unmittelbar erkennbar ist. 




















358 Franz Lonpon. 


c) Wir betrachten die allgemeinere Doppelfolge: 





® + v? + we?) - 4 
Hier ist (pe | Y= 12,3,-->. 
ier ist: 
ey 2 1 u v\3 1 1 v 
Fe te hes ie ed e hc o- (7) 2 + 


i mane) 
(u, vy = 1, 2,3,---). 


Bei dieser Folge convergiren nicht mehr, wie in den beiden ersten Bei- 
spielen, alle Zeilen und Colonnen nach demselben Grenzwerth, sondern es ist: 


1 , 1 
lima” =a =—, lima” =a =—,; 
“=@ ° Ld v=@ « ad 
also ist: 
lim lim a’) = lim lim a” = (0). 


=2 KM @ So Sa 
Eine einfache in {a} enthaltene Folge: 


(%) (%) (%) 
(a, ? ah ,  * ? |, 
wo 

Mor My» Her***) Vor Vi» Vor" * 


positive ganze, tiber alle Grenzen wachsende Zahlen bedeuten, bei welcher 


das Indexverhiltniss: = (9 =0,1,2,---) einen bestimmten endlichen, von 
@ 


. . # ‘ ‘ 
Null verschiedenen Grenzwerth: Lim = besitzt, convergirt zum Grenzwerth: 
ea e 
— 
Lim -& 
= Seti % 


v 
Lim e 
gne He 


_ bcs 9" 
1 Li ) 1 ( Lim —° 
+ (uim Se) 1 + (im *) 

Diese einfachen Folgen convergiren also, je nach dem Werth von 
Lim -£, nach verschiedenen Grenzwerthen, die Doppelfolge ist also nicht 
exe Me 
total convergent. Die einfachen Folgen {af'e)| (9 =0,1,2,---) jedoch, fiir 
welche Lim “¢ = 0, co ist, convergiren zum Grenzwerth Null. Ins- 

ero 

besondere ist also: 
Lim a? =0, Lim ae = 0; 
v=o =o 


die zugehérigen Folgen {a‘?|, {a} werden durch die Gitterpunkte der 
Parabeln: 2 = y*, y = x dargestellt. Bezeichnen wir den von der Parabel 
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«=y* und der horizontalen Axe Ox begrenzten Theil der Doppelfolge 
mit H, den von der Parabel y = x und der verticalen Axe Oy begrenzten 
Theil mit V, so werden, wie im vorigen Beispiel, alle in den Theilen V 
und H verlaufenden einfachen Folgen zum Grenzwerth 0 convergiren, 
wihrend die in dem centralen Theile C verlaufenden Folgen zu den ver- 
schiedensten Grenzwerthen oder gar nicht convergiren. Die Doppelfolge 
ist also zum Grenzwerth 0 lateral convergent; da auch ihre Zeilen und 
Colonnen convergiren, so ist: 


. ’ (¥) ‘ " , 
lim lim a, =lim lim a” =0, 
K=o v=O@ VOD 4L== 00 f 
wie wir oben bereits direct erkannten. — 


Anwendung auf die Theorie der unendlichen Doppelreihen. 


1) Da die Theorie der Doppelreihen auf der Theorie der Doppelfolgen 
basirt, so fiihren auch die vorangehenden Betrachtungen auf Eigen- 
schaften der Doppelreihen. 

Eine Doppelfolge {u®} (u,v=0, 1,2,---), deren Glieder man successive 
durch Summation ,,an einander zu reihen“ beabsichtigt, nennt man eine 
unendliche Doppelreihe. Wir setzen: 


u + uy) +4 uo) + we +4. u? 
+ un a a + uy? + :+++ uy —_ 9” 
ee ee ee ee ee . 
(v) (v) (¥) (¥) 
+u +4 +4, +++ ee 
und nennen die mit {uw} gegebene Doppelfolge {si} (u,v = 0, 1, 2, --+) 
die Doppelfolge der Partialsummen der Doppelreihe. Wenn die Doppel- 


folge der Partialsummen { s0”} einer Doppelreihe zum Grenzwerth: 


lim a” = s§ 


hve 
convergirt, so nennen wir s die Summe der Doppelreihe und bezeichnen dies 
durch die Schreibweise: 


s=lim 8° = 
(0) (0) (0) 
% +e +e + me +: 
1) 1) (1) = 
“+. ul + u +e ee+ wi + :-- =>} PA) 
, ia re 
“4 i cen oe ee ae 0 
+ pa ee a + 


ba 





+ 
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Eine Doppelreihe, welche eine Summe besitzt, heisst convergent — passender 
wiirde man eine solche Reihe als ,summirbar“ bezeichnen —. Bekanntlich 
kann man die saimmtlichen Glieder einer Doppelreihe so anordnen, dass 
dieselben eine einfache Reihe bilden*) Dabei ist entweder jedes Glied der 
einfachen Reihe mit einem Gliede der Doppelreihe identisch und un- 
gekehrt, oder — und dieser Fall sei ausdriicklich inbegriffen — jedes 
Glied der einfachen Reihe ist eine Summe einer endlichen Anzahl von 
Gliedern der Doppelreihe; aus einer Anordnung der ersten Art gehen alle 
iibrigen durch Umordnung und eventuelle gruppenweise Zusammenfassung 
hervor. Alle die so entstehenden einfachen Reihen bezeichnen wir als ,,die 
aus der Doppelreihe hervorgehenden einfachen Reihen“. Alsdann gilt: 

Wenn alle aus der Doppelreihe hervorgehenden einfachen Reihen con- 
vergiren, so muss die Doppelreihe absolut, oder was damit identisch ist, 
unbedingt convergiren**), und wmgekehrt, wenn die Doppelreihe absolut 
convergirt, so convergiren siimmtliche aus thr hervorgehenden einfachen Reihen. 
Daraus folgt, dass, falls die Doppelreihe nur bedingt oder schlechthin 
convergirt, nicht siimmtliche aus ihr hervorgehenden einfachen Reihen 
convergiren kénnen. Es bietet sich daher hier die Frage dar, aus der 
Gesammtheit der aus einer Doppelreihe hervorgehenden einfachen Reihen 
eine solche Menge herauszuheben, deren Convergenz fiir die (bedingte) 
Convergenz der Doppelreihe nothwendig und hinreichend ist. 

2) Zu diesem Zwecke betrachten wir die folgende Classe aus der 
Doppelreihe hervorgehender einfacher Reihen. Das System der Elemente, 
welche sich in den (wu + 1) ersten Colonnen und den (vy + 1) ersten Zeilen 
befinden, also das System: 


© © 0) (0) 
Myr Uy Uy pres, Uy 


 ) (1) 
Uy» Uys Uy "hie ae” 


©) 0) ”) 
Uy ’ u; , us’ Te u, 
welches durch das letzte Glied ul” eindeutig bestimmt ist, bezeichnen wir 


als das rechteckige System“ oder als ,,das Reckteck |u|“. Dies fest- 


« 


gestellt, bilden wir folgende aus der Doppelreihe hervorgehende einfache 


Reihe; das erste Glied ist die Summe der im Rechteck auftretenden 
Elemente, also: 
*) Ueber die einfachste Art einer solchen Anordnung cf. Pringsheim: Unend- 
liche Doppelreihen 1. ¢. p. 135, 136; vgl. auch J. Tannery: Introduction a la théorie 
des fonctions d'une variable, Paris 1886, p. 57 ff. 

**) cf. Pringsheim 1. c. § 4. 
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% 


<1) (») 
») __ gs 
> mt, _ 


0 0 
das zweite Glied ist die Summe derjenigen im Rechteck mM a) 
auftretenden Elemente, welche im ersten Gliede nicht anaes sind, 
dasselbe ist also: 


™% ’ y 
> 1 a”) y > uw = sr) — . 
" 


Analog ist das dritte Glied die Summe derjenigen im Rechteck 
‘ed auftretenden Elemente, welche in den friiheren Gliedern 


Vs > Ve/ 
nicht enthalten sind, dasselbe ist also: 


"2 Me 

(¥) (r) a ("s) (%) 

Y S —_ > >: wi, = 8" — i . 
0 0 


u. s. w. Auf diesem Wege gelangt man zu der aus der Doppelreihe 
hervorgehenden einfachen Reihe: 


82)-+ (5-8) + (6-82) + (SO — 80) +5 
wobei 

Hy Sty Ss Ss, 

yr < vs S°°> 
in welche successive alle Glieder der Doppelreihe eintreten, und welche 
8", sg)... als Partialsummen besitzt. Die Partialsummen 


~~ > 
si”, si’, sg”, St 


Ms 


einer solchen einfachen Reihe bilden eine in der Doppelfolge 
{s\”} (u, , 0, 1, 2, a ‘) 
enthaltene einfache, steigende Folge und umgekehrt bildet jede in der 


Doppelfolge {si} enthaltene, steigende Folge die Folge der Partialsummen 


fiir eine einfache Reihe der gekennzeichneten Art. Eine derartige Reihe 
wird also erhalten, wenn man eine beliebige steigende Folge 


v, v v: < < 
af) gd gd (hh SMS a ) 


mr? May? ny 1 <_< < 
mu Grunde legt, dann die Summe der Elemente des Rechtecks ul 


bildet, hierzu die Summe der noch nicht summirten Elemente des Recht- 
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ecks fiigt, hierzu die Summe der noch nicht summirten Elemente 
des Rechtecks addirt und so zu immer grésseren Rechtecken des 


Systems {ul | (u, vy = 0, 1, 2,---), von denen jedes die friiheren enthilt, 
fortschreitet. In Folge dieser Entstehung wollen wir jede auf die ge- 
schilderte Weise aus der Doppelreihe hervorgehende einfache Reihe als 
yeine aus der Doppelreihe mittels ,Rechteckanordnung hervorgehende einfache 
Rethe“ oder kurz als ,,eine Rechteckanordnung der Doppelreihe“ bezeichnen. 
Die Rechteckanordanngen bilden somit eine wohl definirte Classe von aus 
‘ der Doppelreihe hervorgehenden einfachen Reihen, die dadurch charakteri- 


sirt sind, dass ihre Partialsummen eine einfache, steigende Folge der 
Doppelfolge {s®} bilden. Jedes in einer Rechteckanordnung auftretende 
Rechteck ist durch die der Ecke uu” gegeniiberliegende Ecke uf” voll- 
kommen gekennzeichnet, wir kénnen daher jede Rechteckanordnung durch 
die steigende Folge dieser Ecken, also durch {ul, ” eft — -+>} in ein 


deutiger Weise bezeichnen. 
Denken wir uns die Glieder ut der Doppelreihe geometrisch repriisentirt 


durch die Gitterpunkte im positiven Quadranten, so wird jede Recht- 


eckanordnung {u", u®), u 
tas 


Me Ms ? 


---} dargestellt durch eine Folge auf ein- 
ander folgender Rechtecke, von denen jedes das vorhergehende umschliesst, 
und die simmtlich die Ecke u® gemeinsam und die Seiten parallel zu 
den Axen haben. Die Summe der Elemente, welche den im Innern und 
auf dem Rande der einzelnen Rechtecke enthaltenen Punkten entsprechen, 
soweit sie nicht in den. friiheren Rechtecken enthalten sind, bilden die 
Glieder der betreffenden Rechteckanordnung; man erkennt dabei, wie 
schliesslich jedes Glied der Doppelreihe in die Rechteckanordnung eintritt. 

3) Es gilt nun der Satz: Zur Convergenz einer Doppelreihe ist noth- 
wendig und hinreichend, dass stimmtliche aus ihr mittels Rechteckanordnung 
hervorgehenden einfachen Reihen convergiren. Dies ergiebt sich unmittelbar 
aus dem § 1, 6) bewiesenen Satze, dass eine Doppelfolge dann und nur 
dann convergirt, wenn alle in ihr enthaltenen steigenden Folgen con- 


ao 


vergiren. Denn convergirt die Doppelreihe: Spare.) so convergirt auch 
0 


die Doppelfolge {s) ihrer Partialsummen, dann convergiren simmtliche 


in { s*”} enthaltenen, steigenden Folgen, und da diese die Partialsummen 


der mittels Rechteckanordnung aus > ul” hervorgehenden Reihen bilden, 


0 
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so sind nothwendig auch diese letzteren convergent. Und umgekehrt: 
Convergiren alle Rechteckanordnungen der Doppelreihe, so convergiren 
alle in { 8!” } enthaltenen steigenden Folgen, und somit auch {s} und 
daher auch die Doppelreihe. —- Hieraus ergiebt sich, dass, waihrend zur 
unbedingten Convergenz von > u” die Convergenz sémmtlicher aus 


> 0” hervorgehender einfacher Reihen erforderlich ist, zur bedingten . 
Convergenz nur die Convergenz aller mittels Rechteckanordnung aus 


>» ul”) hervorgehenden Reihen erforderlich ist. Die Rechteckanord- 


nungen bilden somit die gesuchte Classe der aus x,» wu hervorgehenden 
g g a g ) 


eimfachen Reihen, deren Convergenz zur Convergenz der Doppelreihe noth- 
wendig und hinreichend ist. 


4) Wir sahen im § 2, dass zur Convergenz. einer Doppelfolge {5} 
nothwendig und hinreichend ist, dass die Diagonalfolge: 


(1) { Si, so, 8, se ‘} 

und die zu ihr parallelen Folgen: 

6 (0) (1) (2) 

(2) (8, ? So41 ’ Soa? } ? 

(3) {:S,®, gael 2”, sie :} + o= 1, 2, 3, pa 


mu demselben Grenzwerth gleichméissig convergiren. Ist nun > u” eine 
0 

Doppelreihe, und {s} die Doppelfolge ihrer Partialsummen, so ist dem- 

nach zur Convergenz der Doppelreihe nothwendig und hinreichend, dass 

diejenigen mittels Rechteckanordnung aus der Doppelreihe hervorgehenden 

emfachen Reihen, welche die steigenden Folgen (1), (2), (3) zu Partial- 
summen haben, zu derselben Summe gleichmiissig convergiren. 
Der Diagonalfolge (1) entspricht die Rechteckanordnung: 















( u +uo + +u ee 
+ ul + ul + uo + uf 4 

") fu? fad? ul] + a | + --- 
+u® +u® +u® + u® re 
+ 





wobei die Summe der durch __| zusammengefassten Elemente ein Glied 
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der Reihe bildet. Den zur Diagonalfolge parallelen Folgen (2) entsprechen 
die Rechteckanordnungen: 

















ay tay +--+ |+ a0, |+ac}.[+ay,|+--: 
tay? +a+---a? +a j+aQ J+al [+--- 
(2%) ja +aP+---+a +a%, +a%)J+a%,/+-- 
+4) +a) +---+ar +ah, ton, +a5,/+-: 
ao 








(o = 1, 2, 3,---). 
Analog bildet man die den Folgen (3) entsprechenden Reckteckanordnungen: 


+a? [+9 
+a |+a 


+a |+ap 
ave+)) ale+)) ae+t) 
age) + ager | +- af 
+ alt) tae? + at» 
oa ilges! 


Diese Rechteckanordnungen (1’), (2’), (3’), welche ganz besonders ein- 
fache und specielle Anordnungen der Doppelreihe in eine einfache Reihe 
reprasentiren, und welche eine abzihlbare Menge bilden, wollen wir als 
die reguliren Rechteckanordnungen der Doppelreihe bezeichnen. 

Dann kénnen wir den Satz aussprechen: 

Zur Convergenz einer Doppelreihe ist nothwendig und hinreichend, dass 
thre reguléiren Rechteckanordnungen (1’), (2’), (3°) zu demselben Grenzwerth 
gleichmdssig convergiren. 





(3°) (o = 1,2,3,---). 








dies wo ed 











5) Wir untersuchen nunmehr, wie beschaffen ein System convergenter 


Reihen: 


ao 


ui? + ul”) + us? -t. = ML u” (v=0, } A 2,- ° -) 


le j 
0 


sein muss, damit die Doppelreihe >" ul”, welche dieses System zu Zeilen 
0 


(Colonnen) hat, convergirt. Zunichst ergiebt sich, wie Herr Pringsheim*) 


*) Pringsheim, Unendliche Doppelreihen, 1. c. p. 117. 
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gezeigt hat, dass zur Convergenz der Doppelreihe nothwendig ist, dass 
die von den Zeilen-Summen gebildete Reihe: 


a a a se ao 
(0) (1) -_ 0») 
> ul + >} u! + Ae te 5}( 534) 
0 0 0 


0 0 


convergent sein muss. Diese Bedingung ist aber fiir die Convergenz der 
Doppelreihe noch nicht ausreichend; denn, wie die Resultate des § 3, 1 
zeigen, miissen ausserdem noch die durch successive Summation der Zeilen 
gebildeten Reihen: 


(0 1 0 
> uN, > (ul? + ut ) ‘ > (ul? Le ul +- u) a 
0 y 
DW tw te ta hee 

m ihren Summen_,,gleichmdssig“ convergiren. Es gilt niimlich der Satz: 
Ein System convergenter Reihen ist dann und nur dann das System 
der Zeilen einer convergenten Doppelreihe, wenn erstens die von den Summen 
der Reihen gebildete Reihe convergirt, und wenn zweitens die aus den Reihen 


des Systems durch successive Summation gebildeten Reihen zu ihren Summen 
ygleichmdssig“ convergiren. 


Beweis: Die Doppelreihe >,» « convergirt dann und nur dann 
PP g 


“ 
0 


wenn die Doppelfolge der Partialsummen: 


v lt 
(8,?} = > > uo (u, » = 0,1, 2,-+») 
0 0 


convergirt. Diese Doppelfolge der Partialsummen {si} besitzt con- 
vergente Zeilen, da: 


ao ao a ao 
0 1 (0) (1) (v) 
HU SH? Spel? = Sn (ul +u‘ 4---ul) 
0 0 0 


0 


“ 
= Lim (ui? a u S ie a ut) 
So 0 


Ke v 
= Lim >n >» u” = Lim s” =S8” (v—0,1,2,---) 
— ow 


“So 


Wegen der vorausgesetzten Convergenz von > ul” (vy =0,1,2,---) end- 
0 


lich und bestimmt ist. 
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Die Doppelfolge {s”} convergirt mithin nach § 3, (1) dann und nur 


dann, wenn erstens: 


ao 
. ) . (0) (1) (r) 
Lim S° = Lim Du (uw? + ul? +... u) 
0 


r=—@ r=—@ 
: 7 a] 
(0) (1) (2) 
= Deu, oh >: Ww, + Du uw, +-:-- 
0 0 0 


endlich und bestimmt ist, d. h. wenn in der Doppelreihe >i u” die Reihe 

der Zeilensummen convergirt; und wenn zweitens die Zeilen von {s”); 
8, SO, SM,--- (v—=0,1,2,---) 

za ihren Grenzwerthen ,,gleichmiissig“ convergiren. Dazu muss zu jedem 


noch so kleinen positiven ¢ ein Index m sich zuordnen lassen, so dass 
fiir jedes v = 0,1, 2,-->: 


\s® — Ss” | <e fir w>m, 
oder: 


@ 


u 
>} (ul? + ul ar | ui”) — >: (u? + uy 2 ul”) <e fiir w>m 
0 0 


und fiir jedes v = 0, 1,2,---; d. h. die durch successive Summation der 
Zeilen gebildeten Reihen: 


fe wu, > (ul os u?) . >! (ul? + ul =} u” yore 
sind so beschaffen, dass bei jeder von ihnen ihre Partialsummen von der 
m*" an sich von der Reihensumme um weniger als die beliebige positive 
Zahl « unterscheiden, d. h. sie convergiren zu ihren Summen gleich- 
missig; damit ist der oben ausgesprochene Satz bewiesen. 

Aus dem Satze in § 3, 3 ergiebt sich in derselben Weise: 

Wenn in einer Doppelreihe alle Zeilen wnd Colonnen convergiren und 
die dann ebenfalls stattfindende Convergenz der durch successive Summation 
der Zeilen (Colonnen) gebildeten Reihen eine gleichmdssige ist, so ist die 
Doppelreihe convergent, und es ist alsdann:*) 


© e 2. @ : @ 
> (3) - (Se) = sew 
0 0 0 0 


0 


d. h. die Reihenfolge der beiden Summationen ist vertauschbar. 


*) Cf. Pringsheim, 1. ¢. p. 118. 
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Anmerkung. Zur Convergenz der Doppelreihe > ul? ist, abge- 
0 
sehen von der Convergenz der Zeilen und der Zeilensummen, die gleich- 
massige Convergenz der durch successive Summation der Zeilen gebildeten 
Reihen wirklich erforderlich; die gleichmissige Convergenz des Systems 
der Zeilen allein reicht dazu nicht aus, dies lehrt das Beispiel der 
Doppelreihe: 





- 1)" = ;" 
4 


PY QuF ai oA 
0 
1/1 _\3, 1/1 _\5 1/1_\1 
7*—al n) +aG m) ~he m) = 
3 1/3 3 1/3 5 1/3 7 
+79 —~ ag m) +a(z*) ~—ate® _* 
- 7 1/7 _\8, 1/7 _\8 17/7)! 
+52—a(5*) tales) —n*) +: 
15 1/15 y+ - n)' 1 a 1 
+ ig” aia" 51 \16 71 6”) = 
_ ; oa des 








Hier convergiren die Zeilen zu den Werthen: 


(— gril _4 2u-+1 . gvyti_y 
u Qu Tip! oe = sin —— 5 (y = 0, i, 2, ee ‘) . 
0 


get 
Die Reihe der Zeilensummen: 
_ 7” 7 ll 2 . gris 
sin > + sin | a -+ sin «+ sin 16” +-+--+ sin —a # +.:-:- 


ist ebenfalls convergent, da ihre Glieder kleiner sind, als die entsprechen- 
den Glieder der convergenten Reihe: 


tits tete titcarGtatet == 


Die Convergenz des Systems der Zeilen ist sogar eine gleichmiissige, da 
die Zeilen gleich der Potenzreihe: 


ao 
Co oF 2u+1 — gj 
eri = sin x 
0 
genommen fiir die zwischen = und a gelegenen Werthe: 


2 


ti, 
ee (v = 0, 1, 2,---) 
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sind, und diese Potenzreihe fiir alle reellen Werthe von 2, die sich in 
einem endlichen Intervall befinden, gleichmiissig convergirt. Trotzdem 
divergirt die Doppelreihe, da jede ihrer Colonnen eigentlich divergirt.*) 
Die gleichmiissige Convergenz der Zeilen reicht also — in Verbindung 
mit der Convergenz der Zeilensummen — fiir die Convergenz der Doppel- 
reihe nicht aus, sondern dazu ist erst die gleichmiissige Convergenz der 
durch successive Summation der Zeilen gebildeten Reihen hinreichend und 
auch nothwendig. 


6) In Analogie mit den Festsetzungen von § 4, 2) verstehen wir bei 
einer Doppelreihe > ui unter einem horizontalen Theil H des Systems 
0 


{u??} (u,v =0,1,2,---) die Gesammtheit derjenigen Elemente u, welche 
sich in den von der horizontalen Anfangsfolge {u, <, um”, ---} und 
einer einfachen Folge {u uw, o® ---} begrenzten Theil befinden, d. h. 


Mo? “mm? ~“m,? 


die Gesammtheit der Elemente: uf”? st (u, v=0,1,2,---). In analoger Weise 


definirt man einen verticalen Theil V des Systems {uw}. 
Wir konnten die simmtlichen Glieder ul” der Doppelreihe in eine 


einfache Reihe zusammenfassen (cf. Art. 2) mittels einer Rechteckanord- 
nung, welche durch die steigende Folge 


ful, a, , ..) e SH SusS-- ) 


Uu 
 ? ta ? us? V, << % SY <--- 


der der Ecke u® gegeniiberliegenden Ecken der einzelnen Rechtecke ein- 
deutig charakterisirt war. Von einer Rechteckanordnung {ur “", | 
sagen wir, dass sie in einem horizontalen (verticalen) Theile H(V) des 
Systems {u?} verlduft, wenn die Elemente -, ui”, -++ von einer be- 
stimmten Stelle an dem Theile H(V) simmtlich angehéren. Dies fest- 
gesetzt definiren wir: 


ao 
Eine Doppelreihe dior ul heisst ,horizontalconvergent™ wenn die 
0 


zugehirige Doppelfolge der Partialsummen {s} »horizontal convergirt* 
(cf. § 4, 3). Eine in dem friiheren Sinne convergente Doppelreihe nennen 
wir nunmehr ,,total convergent“ oder schlechthin convergent. Demnach 
wird eine Doppelreihe horizontal convergiren, wenn sie zwar nicht bei 
jeder Rechteckanordnung convergirt, wenn sie jedoch bei allen Rechteck- 


anordnungen, welche in einem horizontalen Theile des Systems {uw} ver- 





*) Cf. Pringsheim, 1. c. p. 116. 
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laufen, convergirt und dieselbe Summe liefert. Die Bezeichnung horizontale 
Convergenz ist demnach insofern gerechtfertigt, als die Doppelreihe immer- 
hin noch bei unendlich vielen, wohl definirten Rechteckanordnungen 
summirbar ist, und als Summe stets dieselbe Zahl liefert, nimlich den 
Grenzwerth s zu welchem die Doppelfolge der Partialsummen {s*} 
horizontal convergirt. Diese Zahl s bezeichnen wir deshalb als die Summe 
der horizontal convergenten Doppelreihe. 

Die horizontale Convergenz einer Doppelreihe bildet somit einen 
weiteren Convergenzbegriff, als die totale Convergenz einer Doppelreihe, 
da bei dieser die Doppelreihe bei sdéimmtlichen Rechteckanordnungen zu 
derselben Summe convergirt, ebenso wie die letztere einen weiteren Begriff 
bildet, als die absolute oder unbedingte Convergenz einer Doppelreihe, 
bei welcher die Doppelreihe bei jeder Anordnung ihrer simmtlichen Glieder 
in eine einfache Reihe zu derselben Summe convergiren muss. 

In véllig analoger Weise hat man die verticale Convergenz einer 
Doppelreihe zu definiren. Eine Doppelreihe nennen wir schliesslich ,,lateral 
convergent“, wenn die Doppelfolge ihrer Partialsummen ,,lateral convergirt“ 
(ef. § 7, 6). Eine lateral convergente Doppelreihe ist sowohl horizontal, 
als vertical convergent und besitzt beide Male dieselbe Summe; eine solche 
wird demnach zwar nicht bei jeder Rechteckanordnung convergiren, wohl 
aber bei einer bestimmten Classe von Rechteckanordnungen. Es existirt 
nimlich ein horizontaler Theil H und ein verticaler Theil V des Systems 


(u”} derart, dass alle in H und V verlaufenden Rechteckanordnungen 
convergiren und dieselbe Summe liefern, wohingegen die in dem zwischen 
H und V befindlichen centralen Theil des Systems {wu} verlaufenden 
Rechteckanordnungen nicht simmtlich convergent sind. 

Die in § 4, Art. 4, 6 fiir Doppelfolgen erhaltenen Resultate ergeben 
nun unmittelbar die folgenden Siitze iiber die Reihen der Zeilen- und 
Colonnen-Summen einer Doppelreihe. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die Convergenz der 
Reihe der Zeilen-(Colonnen-)Summen einer Doppelreihe mit convergenten 
Zeilen (Colonnen) besteht in der horizontalen (verticalen) Convergenz der 
Doppelreihe. Lassen sich also die Glieder ul”) einer Doppelreihe durch zwei 


successive Summationen: 
ios) ao 
( j “) 
“ 
0 


0 


summiren, so giebt es stets auch unendlich viele Anordnungen der Doppel- 


reihe in eine convergente einfache Reihe, welche alle zu demselben Sum- 
menwerth fiihren. 


Mathematische Annalen. LIII. 24 
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Diese Anordnungen sind ,,Rechteckanordnungen“, welche in einem 
gewissen horizontalen Theil des Systems {ul} verlaufen, und umgekehrt. 
Ebenso ergiebt sich: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass in einer 
Doppelreihe mit convergenten Zeilen und Colonnen die Reihen der Zeilen- 
Summen und Colonnen-Summen convergiren und dieselbe Summe liefern, 
besteht in der lateralen Convergenz der Doppelreihe. 

Demnach lasst sich in der iterirten Summe: 

> (2) 
0 0 


die Reihenfolge der Summationen dann und nur dann vertauschen, d. h. 


es ist: 
ao wo \ a oe \ 
( (») 
>(S°)- (3), 
0 0 0 0 


wenn die Doppelreihe ere lateral convergirt, wobei die Convergenz 
0 


aller ihrer Zeilen (> “) und Colonnen (>) implicite voraus- 
0 0 


gesetzt ist. 
Breslau, Mai 1899. 
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Ueber die von drei Moduln erzeugte Dualgruppe. 


Von 


R. Depexinp in Braunschweig. 


In der vierten Auflage von Dirichlet’s Vorlesungen iiber Zahlentheorie 
(die im Folgenden mit D. citirt werden soll) habe ich gelegentlich (in 
den Anmerkungen auf 8. 499, 510, 556) die Dualgruppe erwahnt, die aus 
drei beliebigen Moduln durch fortgesetzte Bildung der gemeinsamen gréssten 
Theiler und kleimsten Vielfachen erzeugt wird und im Allgemeinen aus 
28 verschiedenen Moduln besteht. Da die Gesetze dieser Gruppe sich auf 
ganz andere Gebiete iibertragen lassen und oft eine niitzliche Hiilfe ge- 
wihren, so sollen dieselben im Folgenden dargestellt werden; daran 
schliessen sich verschiedene Untersuchungen iiber allgemeinere Dualgruppen.*) 


§ 1. 
Allgemeine Eigenschaften der Dualgruppen. 


Bezeichnet man (wie in D. § 169) mit a-+ 6 den gréssten gemein- 
samen Theiler (oder die Summe), mit a—b das kleinste gemeinsame 
Vielfache (oder den Durchschnitt) der beiden Moduln a, 6, so gilt fiir 
jede einzelne dieser beiden Operationen +- zunichst das commutative und 
associative- Gesetz 


(1) a+b—b-+a, a—b=—b—a, 
2) @+6)+c=—a+(6+0), (@—b)—c=a—(b—0) 
mit den bekannten Folgerungen, die sich auf eine beliebige endliche Anzahl 
von Elementen a, 6, c--- beziehen (D. § 2). 
Die beiden Operationen -+- sind ferner durch die beiden Gesetze 


(3) a+(a—b)=a, a—(a+b)=—a 

*) Vergl. § 4 meines Aufsatzes Ueber Zerlegungen von Zahlen durch ihre gréssten 
gemeinsamen Theiler in der Festschrift unserer Technischen Hochschule fiir die Natur- 
forscher-Versammlung 1897. 





24* 
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mit einander verbunden, und hieraus folgt ohne Zuziehung von (1), (2) 
auch 

(4) a+a—a, a—a—aQ; 

bezeichnet man nimlich die erste und zweite Hilfte einer Doppelgleichung 
(n) resp. mit (n’) und (n”), so ergiebt sich (4’), wenn man 6 in (3) 
durch a+ 6 ersetzt, mit Riicksicht auf (3”), und ebenso ergiebt sich (4”), 
wenn man 6 in (3”) durch a — 6 ersetzt und (3’) beachtet. 

Wenn zwei Operationen +- aus je zwei Elementen a, 6 eines (end- 
lichen oder unendlichen) Systems © zwei Elemente a-+ 56 desselben 
Systems G erzeugen und zugleich den Gesetzen (1), (2), (3) geniigen, so 
soll © in Bezug auf dieses Operationspaar -+- eine Dualgruppe heissen, 
wie auch sonst diese Elemente beschaffen sein mégen. Die Gesammtheit 
aller Moduln ist daher eine Dualgruppe beziiglich der beiden Operationen, 
welche in der Bildung des gréssten gemeinsamen Theilers und des kleinsten 
gemeinsamen Vielfachen bestehen*). Zuniichst betrachten wir aber einige 
Eigenschaften, welche jeder Dualgruppe © zukommen. 

Zufolge (4) bildet jedes Element a einer Dualgruppe © fiir sich allein 
eine Dualgruppe. 

Fiir zwei beliebige Elemente a, 6 ergiebt sich aus (2) und (4), wem 
man b,c resp. durch a, b ersetzt, 

(5) a+(a+b)—a+b, a—(a—b) —=a—b; 

ersetzt man ferner ¢ in (2°) durch (a—b), in (2”) durch (a+ 5), so folgt 
mit Riicksicht auf (3) auch 

(6) (a+6b)+(a—b)=—a+b, (a—b)—(a+b)=—a—b; 
mithin bilden die vier Elemente a, 6, (a+b), (a—b) gewiss eine Dual- 
gruppe, und es fragt sich nur, wie viele von ihnen verschieden sind. 

Nimmt man an, es sei a-+-b—a— , also auch a+(a+b)—a +(a—)), 
so folgt aus (5’) und (3’) auch a+ 6—a, und da die Annahme sym- 
metrisch in Bezug auf a, 6 ist, so folgt ebenso a+ 6—b, also a=); 
und umgekehrt, wenn a = 6 ist, so sind alle vier Elemente identisch mit 
einander. 

Machen wir jetzt die (allgemeinere) Annahme, es sei a + b identisch 
mit einem der beiden Elemente a, 6, also z. B. a + 6 =a, so folgt aus (3”) 
durch Vertauschung von a mit 6 auch a — 6b = b, und umgekehrt, wem 
Letzteres der Fall ist, so ergiebt sich aus (3’) auch a+ 6 =a. Da dieser 
Fall sehr haufig auftritt, so iibertragen wir die in der Modultheorie iibliche 
Ausdrucks- und Bezeichnungsweise (D. § 169) auf alle Dualgruppen 6 

*) Andere Beispiele von Dualgruppen findet man in der oben erwahnten Schrift 
(1897). Vergl. den Schluss (§ 8) der gegenwiirtigen Abhandlung. 
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und sagen*): das Element 6 ist theilbar durch das Element a, zugleich 
heisst 6 ein Vielfaches von a, und a ein Theiler von 6; diese Theilbarkeit 
wird durch a <6 oder 6 >a bezeichnet, und es ist daher jede der vier 
Aussagen 


(7) a+b=—a, a—b=b, a<b, b>a 


gleichbedeutend mit jeder der drei iibrigen; zwei solche Elemente a, 6 
bilden fiir sich allein eine Dualgruppe. Es ist zweckmiissig, hierbei den 
Fall a = nicht auszuschliessen; wenn aber a und 6 verschieden sind, 
so soll 6 ein echtes, Vielfaches von a und zugleich a ein echter Theiler 
von 6 heissen. 

Ist endlich keines der beiden Elemente a, 6 durch das andere theilbar, 
so besteht die durch sie erzeugte Dualgruppe aus vier verschiedenen Ele- 
menten a, b, a + b, a— Bb. 

Fiir die durch (7) charakterisirte Theilbarkeit von 6 durch a ergeben 
sich durch alleinige Anwendung der Grundgesetze (1), (2), (3) die folgen- 
den Siitze, deren Beweise der Leser leicht finden wird. 

I. Immer ist a<a, a>a. 
I], Aus a<b und a>b folgt a=b. 

Til. Aus a<b und b<c, was kurz in a<b6<c¢ zusammengefasst 
wird, folgt a<c. 

IV. Immer ist a -+ b<a und a<a—ve, also auch a+ 6<a—c. 

V. Aus a<b, a’ <b’ folgt a+a°< b+ 0’ und a— a’ <b— BV’. 

VI. Aus a<b, a’ <b folgt a—a’<b, d. h. jedes gemeinsame 
Vielfache & von u, a’ ist theilbar durch a — a’, und aus a< b, a< b’ folgt 
a<6-+ 0b’, d. h. jeder gemeinsame Theiler a von 5, b’ ist Theiler von 
6+ 6’. Wegen der Analogie mit der Zahlen- und Modultheorie heisst 
daher a—oa’ das kleinste gemeinsame Vielfache von a, a’, und 6b + b’ 
heisst der grésste gemeinsame Theiler von 6b, b’. Diese Ausdrucksweise 
dehnen wir auch auf mehr als zwei Elemente aus, und durch wiederholte 
Anwendung des Vorhergehenden ergiebt sich der Satz: ist jedes der Ele- 
mente a’,a”,a’”--- ein Theiler von jedem der Elemente b’, 6”, b’’---, 
so ist 


a’ —a”— a” —---< b+ 6"4+ 0"4--., 


dh. das kleinste gemeinsame Vielfache der Elemente a ist ein Theiler 
des gréssten gemeinsamen Theilers der Elemente 5. 





*) Fiir besondere Dualgruppen ©, deren Elemente schon eine bestimmte Be- 
deutung haben, kann diese Ausdrucksweise héchst unpassend erscheinen; man wird 
dann ganz andere, dem Gegenstande entsprechende Namen und Zeichen wihlen, 
wodurch das Wesen der Gesetze offenbar nicht geiindert wird. 
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VII. Ist } ein Theiler von m, also }<m, und p ein beliebiges 
Element, so ist 


(p+ m) —d<(p—d) + m; 
denn jedes der beiden Elemente p + m, 0 ist ein Theiler von jedem der 
beiden Elemente p — d, m. 


§ 2. 
Die von drei Moduln erzeugte Dualgruppe 2D. 


Hier ist nun der Ort, um eine besondere Eigenschaft der Moduln 
und der aus ihnen durch die Operationen -++ erzeugten Dualgruppen 
hervorzuheben, durch welche die letzteren sich vor anderen Dualgruppen 
von allgemeinerem Charakter auszeichnen. In der Modultheorie gilt nim- 
lich an Stelle des letzten Satzes VII der bei weitem schiirfere Satz 
(D. § 169, S. 498): 

VII. Ist der Modul } ein Theiler des Moduls m, also } << m, und 
p ein beliebiger Modul, so ist 


(pm) — d= (p—d) + m. 

Aber dieses Modulgesetz ist, wie ich in § 4 meines in der Einleitung 
citirten Aufsatzes bewiesen habe*), schlechterdings nicht ableitbar aus den 
Grundgesetzen (1), (2), (3) und bildet daher eine fiir die Modultheorie 
wesentliche Ergdnzung derselben. Wir formen dieses Gesetz zuniichst in 
folgender Weise um. Sind a, b, ¢ drei beliebige Moduln, und ersetzt man 
p, D, m resp. durch a, b +c, 6 —c, so ist die Bedingung } < m erfiillt, 
und es ergiebt sich 
(8) (a + 6—o)) — (6+¢) = (@—+0) + (6—9), 
und umgekehrt folgt hieraus wieder das Modulgesetz VIII, wenn man 
a, b,c resp. durch p, D, m ersetzt und die Annahme Dd < m hinzufiigt. 

Hierauf wenden wir uns zu dem in der Ueberschrift bezeichneten 
Gegenstande, niimlich zur Beschreibung der aus drei beliebigen Moduln 
a, 6, c durch die Operationen + erzeugten Dualgruppe D. Dieselbe ist 
endlich und besteht aus 28 Moduln, die im Allgemeinen von einander 
verschieden sind. Vier von diesen Moduln sind symmetrisch aus a, }, ¢ 
gebildet und sollen gemeinsam mit } bezeichnet, aber durch Accente und 
Indices von einander unterschieden werden, deren Bedeutung spiiter ein- 
leuchten wird: 

(9) v’=—a+b+c, y= a—b—c, 
(10) 0’ = (6+¢) —(c+a)— (a+b), = (6—c) + (c—a) + (a—}). 
Die iibrigen 24 Moduln haben die Eigenschaft, durch alle Vertauschungen 





*) Vergl. den Beweis des Satzes IX in § 6 des gegenwirtigen Aufsatzes. 
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von a, b, ¢ nur drei verschiedene Formen anzunehmen, und diejenigen acht 
Moduln, welche (wie z. B. a selbst) durch Vertauschung von 6 mit ¢ nicht 
geindert werden, sollen gemeinsam mit a und zugehérigen Accenten und 
Indices bezeichnet werden, woraus die Bedeutung der mit 6 und ¢ be- 
zeichneten 16 Moduln von selbst erhellt. Da die drei Moduln a, 6, ¢ durch 
sich selbst erklirt sind, so bleiben nur die folgenden 21 Definitionen: 


thagipes. t a, = b—ce 
a | 


bh’=c+a, b=c—a 
c’=a+b, cc —=a—b 


ja" = (+a) —(0+8), = (68) + @—8) 
2) "= +)—O+0, = 0-H + oo), 
"= (64+0)—(C+0),  =(6—0) + (C—2) 


| ‘=a-+ (b—09), sotto] 


(13) —b+(c—a), b—b—(C+e) 
(=c+(@—b), q—=c—(@+5) 
a = (a+ 6—0) — (b+ 6) = (a—6+0) + (6—0) 
(14) } b= (6+ —a) — (¢ +0) = (6—¢ +0) + (C—a)} - 
co = (¢-+(@—B)) — (a+b) = (¢—@+6) + (a—B) 








Hier sind iiberall, wie schon in (9) und (10), die beiden Formen 
neben einander gestellt, welche durch Vertauschung der beiden Operationen 
+ aus einander hervorgehen, und hiermit ist immer eine Vertauschung 
eines oberen Accentes mit dem entsprechenden unteren Index verbunden; 
die Doppeldefinitionen (14) beruhen auf dem oben hervorgehobenen Modul- 
gesetz (8). 

Wir haben nun zu zeigen, dass der Complex D dieser 28 Moduln 
wirklich eine Dualgruppe ist, dass also, wenn m, n irgend zwei dieser 
Moduln bedeuten, auch die beiden Moduln m-+-n in ®D enthalten sind. 
Zufolge (4) brauchen wir nur solche Paare zu betrachten, die aus zwei 
verschiedenen*) Moduln m, n bestehen, und deren Anzahl = 14-27 = 378 
ist. Es ist zweckmiissig, zunichst diejenigen 261 Paare auszusondern, in 
welchen der eine Modul, z. B. m durch den anderen n theilbar ist, so 
dass m-+n=—n, m—n=—m wird, was wir wieder durch m>n oder 
n<m bezeichnen. Des Raumes wegen begniigen wir uns, von diesen 
261 Theilbarkeiten nur die 48 wrspriinglichen, d.h. diejenigen aufzuschreiben, 


*) Weiter unten wird durch ein Beispiel bewiesen, dass die 28 Moduln wirklich 
alle von einander verschieden sein kénnen, und der Kiirze halber nennen wir sie auch 
hier verschieden, obgleich sie z. B. in dem Falle a = 6 = c alle = aa sind, 
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aus welchen die iibrigen 213 nach dem obigen Satze III in § 1 sich ab- 
leiten lassen: 
(15)  =ese ae , > @, &, 

<cee.e 33 gs > B, 
(16) b"< ec", a” : b> | ; 
r<¢c,¥ : e>a§ 
a” <0’, a’ : a, > d,, a, 
b” <, b’ : er 
yr <e ¢ 5; @&>'h,G 
Dd <a, By, Cy 5 D, > A, bo, C 
¢ <@,& : a4 >a, a | 
<b, 860; > b, & | 





(17) 





(18) 


C <C, ; CG >, Co 

Die Theilbarkeiten (15) folgen unmittelbar aus der Vergleichung von 
(9) mit (11), ebenso ergiebt sich (16) aus (11) und (12). Von den Theil- 
barkeiten (17) folgen die auf 0’ und 0, beziiglichen aus dem Vergleich 
von (10) mit (12), die iibrigen aus (12) und (13) nach dem Satze VI 
in § 1. Von den Theilbarkeiten (18) fliessen die auf a, 6, c beziiglichen 
unmittelbar aus (13); da ferner a, = a’— (6-+c) =a, + (b—c) ist, 80 
folgt z. B. a’ <a,<a,; da endlich 0’ =a” — (b+ c) und bd, =a, + (b—0), 
zufolge (17) aber auch a” <a’ und a, >a, ist, so ergiebt sich d’< a,<d,, 
womit (18) vollstindig bewiesen ist. 

Fiigt man zu diesen urspriinglichen Theilbarkeiten noch diejenigen 
hinzu, welche aus ihnen nach Satz III in § 1 ableitbar sind, und bezeichnet 
man mit g(m) die Anzahl aller so erhaltenen Theiler n von m, welche 
von m und von einander verschieden sind, so ergiebt sich successive 

po'")= 9, pa”)= 1, ga")= 3, 90’) = 7, 

9a’) = 4, 9a) = 5, (a)— 9, 9) —14, 

P(%) = 11, P(M) = 17, pas) = 21, pl) = 27; 
rechnet man noch die entsprechenden Anzahlen fiir die mit 6, c bezeich- 
neten Moduln hinzu, so wird die Summe aller g(m) = 261, und dies ist 
also die Anzahl aller auf diesem Wege gewonnenen Theilbarkeiten m> 1. 
Dass hiermit auch alle Theilbarkeiten innerhalb der allgemeinen Gruppe D 
erschépft sind, ergiebt sich zugleich aus dem Folgenden. 

Wir wenden uns jetzt zu den iibrigen Paaren m,n, um die ent- 
sprechenden Moduln m-+ nn anzugeben; des Raumes und des leichteren 
Ueberblicks wegen begniigen wir uns, nur 29 solche Paare zu betrachten, 











aus 
un 
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ib- aus denen die iibrigen durch Vertauschungen von a, 6, c hervorgehen; 
unter diesen 29 dualistischen Formelpaaren sind 19 Reprasentanten von 
je 3, und 10 Reprisentanten von je 6 Formelpaaren, woraus sich ihre 
Gesammtanzahl = 3-19 + 6-10 = 117 ergiebt. 














a +a”=—)d"”, a —a,=—)d, 
(19) lo +a” =v”, a, — a, = 0, 
a +a” =”, a, — a, = 0d,|’ 
UD hl” = 0”, b, — a, = 0, 
b +c =a”, b—c =—a,) 
b+c’ =a”, b—¢, =a; 
(20) bo +c’ =a”, b, — ¢, = Qs, 
6 +c’ =a", b —c,—a,{’ 
B+ c’=0", b—G—a, 
ule b’ +c" =a", b, — Cy = As | 
il- a +b, =a’, a —b’ =a, 
[ a +b —a’, a —b,= 
en (21) ai + 6, es a, —b’ =| 
80 a +b =a", a, — by = a, 
C), a +0 =a’, a —d,—a, 
d,, a’ + =a", a, — d, =a, 
yen 4 +b =, a —b’ =», 
net (22) +b, =? , a, — b’ =, 
she % +b =d' , M — by = d, 
a +a, —a' , a —a’’ =a, 
(23) \a +awe, oval, 
. + =a, a—vd =a, 
a +a, =a’, a —M% =a, 
ch- 
ist a, + a; = a , a — a" = Ay 
> I. (24) + b, =a , a’ —b” =a), 
D a +, =a, a —v =a, 
2 fm © feterk: freon, 
ren a, +b, —Dd, , a” —b” =d 


en, (26) b; op Cs = My P = Cc” sum a”. 
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Der Beweis dieser 29 Doppelsiitze, welche hier in acht Gruppen (19) 
bis (26) getheilt sind, ist nun keineswegs so miihselig, wie man auf den 
ersten Blick befiirchten kénnte. Zuniichst ergiebt sich aus dem dualistischen 
Charakter der Grundgesetze (1), (2), (3) und des specifischen Modul- 
gesetzes VIII oder (8), sowie aus der entsprechenden Bezeichnung durch 
obere Accente und untere Indices in den Definitionen (9) bis (14), dass 
von jedem Doppelsatze nur der erste, auf die Operation + beziigliche 
Theil bewiesen zu werden braucht, weil hieraus durch ginzliche Ver- 
tauschung von -+ mit — der zweite Theil von selbst hervorgeht. Sodann 
tiberzeugt man sich leicht, dass von den in einer Gruppe vereinigten 
Satzen immer nur der erste m + n = p besonders zu beweisen ist, weil die 
iibrigen die gemeinsame Form m’ + nn’ = p haben, wo m’, n’ zufolge der 
schon bewiesenen Theilbarkeiten (15) bis (18) den Bedingungen m> m’> py, 
n>1n’>p geniigen, woraus nach den Sitzen V und III in § 1 wirklich 
m’ + n’=p folgt. Hiernach erledigt sich unser Beweis durch die folgen- 
den Betrachtungen. 

Der erste Satz in der Gruppe (19’) folgt unmittelbar aus den Defi- 
nitionen (9’) und (11’) von 0” und a”. 

Die ersten Siatze in den fiinf Gruppen (20’), (23’), (24’), (25’), (26’) 
erscheinen nur als Wiederholungen der Definitionen (11’), (13’), (14”), 
(10”), (12”), wenn man die Definitionen (11”), (13”), (12”) beachtet. 

Stiitzt man sich hierauf, so ergeben sich endlich auch die ersten 
Siitze in den beiden Gruppen (21’), (22’) auf folgende Weise aus dem 
unter der Voraussetzung }< m geltenden Modulgesetze VIII 

(p—bd) + m= (p+m) —d. 
Setzt man naimlich p= b, D—=c+a—b’”, m=—a, so ist die Voraus- 
setzung )<m erfiillt, und zufolge der schon bewiesenen Siitze (23”), (26”) 
wird p— d= b — b’” = b,, also (p—d) + m= b, + a, ferner p+m 
=b+a>c”, (p+m)—d—c”— b”— a", wodurch (21’) bewiesen 
ist. Setzt man aber p—=a, D=—=b+c—a”, m=b—(c+a)—h, 
so ist zufolge IV in § 1 die Voraussetzung } < m erfiillt, und zufolge der 
schon bewiesenen Siitze (23”), (21’), (25”) wird p—bd=a—a”—a, 
also (p—bd) + m—a, + b,, ferner p+ m—a-+ b, =a”, (p+m)—d 
= a” — a” = 0’, wodurch auch (22’) bewiesen ist. 

Hiermit ist der vollstiindige Beweis erbracht,’ dass je zwei Moduln 
m, 1 unseres Systems D immer zwei in demselben Systeme enthaltene 
Moduln m + nt erzeugen; mithin bilden diese 28 Moduln wirklich eine Dual- 
gruppe D. Die Gesammtheit aller Erzeugnisse m —+- n ist in der beigefiigten 
Tabelle (S. 380, 381) dargestellt, zu deren Erliuterung ich nur Folgendes 
bemerke. Je nachdem das Kreuzungsfeld der Zeile m mit der Spalte 
in die rechte obere oder in die linke untere Hiilfte fallt, enthalt dasselbe 
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den Modul m-+n oder den Modul m—n, und um die Trennung 
zwischen diesen beiden Hialften fiir das Auge recht deutlich zu machen, 
sind die den Fallen m =n — m-+ nt entsprechenden Diagonalfelder leer 
gelassen; die durch starkere Linien bewirkte Theilung der Tabelle in 
Rechtecke von verschiedener Grosse entspricht der spiter (in § 5) zu be- 
trachtenden Eintheilung aller 28 Moduln in neun verschiedene Stufen. 

Aber nun kénnte die Frage aufgeworfen werden, ob nicht in der 
Natur der Moduln gewisse, bis jetzt verborgen gebliebene Eigenschaften 
liegen, vermége deren einige, dusserlich zwar verschieden gebildete Moduln 
dieser Gruppe D doch immer mit einander identisch sein miissen. Dass 
diese Frage zu verneinen ist, dass also diese 28 Moduln im Allgemeinen 
wirklich von einander verschieden sind, ergiebt sich aus dem folgenden 
Beispiel von zweigliedrigen Moduln (D. § 168, 8S. 494). Es seien a, b, ¢, d 
vier natiirliche Zahlen, alle > 1 und so beschaffen, dass je zwei der drei 
Zahlen a, b, ¢ relative Primzahlen sind, und dass d relative Primzahl zu 
dem Product (b—c) (e—a) (a—b) ist (die .kleinsten Zahlen dieser Art 
sind a = 2, b= 3, cd =—5); bedeutet ferner w eine irrationale Zahl, 
und setzt man 


a=fad,1+bca], b= [bd, 1+ caw], c—[ed, 1+ abal, 


so wird: 


do” = ([1, al, , = abcd[l1, al, 
db 6 =([1, abco], dD, = d[1, abca], 
a” =[1, aol, a, = bed[1, aol, 
a” =[1, bea], a, = ad[1, bea], 


a =[d,1+beol, a, —ald, 1+dcoal, 
% = [d, a+abca}, 


woraus die -iibrigen 14 Moduln durch Vertauschungen von a, b, ¢ hervor- 
gehen. Der allgemeine Satz, aus welchem diese Bestimmungen folgen, 
und auf den ich bei einer anderen Gelegenheit zuriickkommen werde, 
lautet: Sind p, ~,, Po» > 91> Gq sSechs (ganze oder gebrochene) rationale 
Zahlen, von denen wir p, p,, Y, d_ als positiv voraussetzen wollen, und 
setzt man 


P=[p,y7%+p.0], G=ld,4+ oI, 


so wird 
p+q=(d, d, + do}, p—q=|([m, m, + m, 0), 


wo die sechs Zahlen d, d,, d,, m, m,, m,, von denen man d, d,, m, m, 
positiv waihlen kann, durch folgende Regeln bestimmt werden: 
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Tabelle der gréssten gemeinsamen Theiler (+-) und der Ki 
von 28 Moduln, welche durch drei he 
- 
TFREFFFEPEPEP EE] 4 
y”” y y yy” vara ad po De ee ie Y 
a” lla” yee a” Jal” Ja” |b" a” Ja” fd” a’ Ja” ¢ 
b” ip” C4 y”” b” y”” b” 6” 6" yp” 6” 6” I” 6” b 
"a a b” |a” e” le” lee de” fe” Le lode” Le I 
a” iia” jd ja” ja” wm ike wm ie ow ' 
a fo for | dor oe da eV a fe Lo la | 
eter he len fe de de | en der be fe fo ha de . 
v ly Io iv lo io lo lo a” 16” le” |a” |b” |e” ; 
oer foo le far Ve oy fos fou | le efor lem | 
bv ip [6 b 6 |b, 6 |b, |o, |, la le” Ie la” | 
cee i ie c e 1¢ * d, d, Ne la le | 
a jia ja, ja ja ja ja, ja, fa, ja jay jay Cc wf 
6 lb jo |b, > |, \6 |b, Jo, |b, [> |b, Jc, | la” 
e We le le Iq Iq lq le la |e It |e (0, la, | 
a, ' A, M, |a, |) |M% Ja ja, jd, |B, Ja, |b, |, 
by Hb, |b, {bo |b, |b, |b 0 [Bo Dd, {bo jd, ja, |b, |e 
Co Ho Flo [Mo Co [fo {fo Jo D, [Dy |ey fa, |b, |e, 
























































s 
6, Ho, fo, |6 |e, Jo, \6, fo, fo, |b |b fo. oo |b fa, 
% 7 “* 7 ‘* cg lq la Iq |e Ce |¢, |b, jas jc 
0 |% % |% |% |% |% | [% | |t Im | Pe 
b, 6, |b, |b, |b, |b, |b, |b, |b, |b, |b, |b, jc, |b, ja, 
ca Wits [ea |te [cs feo {to ler feo |ce [te |t [Ms [a |t 
a, lla, Ja, |a, ja, Ja, jay jas Ja, ja, |My |G, JD, ja, [As 
6, bo, |b, 16, |b, '5, |6, '6, }o, |6, |b, |b, lb [dy |b 
ca eo fea [cw [eo feo |e [co feo |e |t [to foo foo |% 
































d, id, Jd, [d, 1d, |, |d, [d, Jd, 





























r- yy” af” ip” |e” a” |p” ic” v’ ia’ b’ ic a lp ¢ 
| | } 
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pw kleinsten gemeinsamen Vielfachen (—) in der Dualgruppe 
drei beliebige Moduln a, 6, ¢ erzeugt wird. 

i | ts [8 leo Ox [a ib fou fos fos |e Jos 6 fev [oe [+ 
— yey eae ee de ed 8 ed 
Pst ola” a” ta” la” la” la” ba” lar” la” Lar” la” la” la” We” 
Ib” | b” 1b" |b" 1b” |b" 1b" |b" 1h” 1b" 16" 1b” |b” 1b" 1b” |b” 
= ele” le” de” le” le le de | ” ram ce” le” len 
"| a” ja” ja” Ja” ja” ja” ja” Ja” ja” ja” Ja” ja” a” ja” lla” 
la” | bY |b” |b” |b” |b” |b” |b” |b” 16” |b” [b” |b” |b” 1b” |b” 
ie” | cree eC ie eC Revd ek i i Re ie 
| ee SP Te 
5” a’ ja” ja” jo’ ja’ ja” ja” Ja’ la’ fa’ fa’ ja’ ja’ fo’ fla’ 
a” bY” |b’ |b’ |b’ |b” |b |b” Jb’ |b’ |b’ |b |b’ |b’ jb’ He’ 

¢ ewe ke kc Ke if Mi id & i OC OM ae 
P| a ja” ja” ja’ ja ja” ja” la ja’ la’ fa’ a 
a” 6” |b |b” [6° |b” |b |b” |b’ |b |b’ |b |b |b |b ib 
a rrecrRke it @ BW kt it Re tf Mt @ fe 
a v6 jd) Ja, ja, jd’ |d° Ja, ja, la, yy M [a Ja, ja, 
= “Ch? 3 Ee ‘% “a 
; a 
fe | d, |d, is J) ie, ie jt ie Me ite iG me 
% bs fd | | [ao foo feo fs | fo JO fo fo JO |, 
6, | a, ja, ja, ja, vy jd’ ja, jay ja, Ja, ja, fa, fa, | 
™ by |b |. JO jc | | [o. |, JO Jb |b |b, fb, 6, 
~~ C, [Cy |C, ft, |b, ja, ho 1% 1G, Be 1G [Ge iG lea 
6, Q, |@, ja, Ja, ja, cy |b, Dd, |d, 4D, ja, ja, fa, fla, 
a b, |b, |b, [b, Ic, |b, a d, |b, |d, |b, 1b, by 
G % Cy [Ce [te |B, jas |cy |b, ja, Cs | fe it | 
a M jM, jd, Ja, jd, |a, ja, Jd, ja, ja, Cy b a a5 a, 
5, | b |O 1b, [6, |6, |d, |b, |b, [d, |b, |d, My Jy |b, 
3 ts Cy [ls [Cs |Cy [Dg Icy [cs [dy 1D, [D4 Cs | 
" d |, |, fo, |d, |d, 1b, fo, |b, |d, Jd, Id, [d, d, 
| te fb foo fos fos [5 fou foo [be foo fos fom [os fs 
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[d4,]1=[pe, de], [dds] = [ppe, PG.» UP2» 1%2> P1%e — UPo); 
z d, =P, z ,=% (mod. d) 


und 
1 ; » 
& 7 [>> =|; dd, mm, = PPz 44; 
. m, = Ap,, = m, = Bq, (mod. m), 
wo 





A=(),9)= aa = tp B= (4,9) ig Ga 


Den Beweis dieses Satzes unterdriicke ich der Kiirze halber, und ebenso 
iiberlasse ich es dem Leser, die Verschiedenheit der obigen 28 Moduln 
zu bestitigen, wobei es offenbar nur darauf ankommt zu zeigen, dass in 
den Theilbarkeiten (15) bis (18) nirgends eine Identitit auftritt, dass sie 
also echte Theilbarkeiten sind (D. § 169, S. 496). 


§ 3. 
Das Symbol (m, n) in der Dualgruppe 9. 

Ist die Anzahl der nach dem Modul n incongruenten Zahlen des 
Moduls m endlich, so wird sie durch das Symbol (m, n)_bezeichnet, 
wihrend im entgegengesetzten Falle (m,n) 0 gesetzt wird (D. § 171, 
8. 509—510). Zufolge dieser Bedeutung des Symbols gelten fiir je zwei 
Moduln m, n zuniichst die beiden Sitze 
(27) (m,n) = (m +n, n), 

(28) (m,n) =(m, m—n), 

die wir jetzt auf unsere, durch drei beliebige Moduln a, 6, ¢ erzeugte 
Dualgruppe D anwenden wollen. Hierbei wahlen wir fiir m, n immer 
das letzte Modulpaar, welches in den Sitzen (19) bis (26) des § 2 auf- 


tritt. Auf diese Weise ergiebt sich aus (19) und (26), wenn man a, b,¢ 
zweckmissig vertauscht, 


(0, 0”) = 6", 0”) = 6", ¢), 
(a; , & ) = (@;, bs) = ( , B), 
hierauf aus (20) und (25) 
6", = @, = @’, v), 
(Cy, bs) = (, a) = (, a), 
hierauf aus (21) und (24) 
(a", 1) = @’, 1) = @, w), 
(D,, 0) = (0, ) = (Mp, 4), 
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endlich aus (23) 

(a’, M) = (a, M) = (a, a), 

(M%, a) _ (M%, a) _—_ (a’, a). 
Wendet man auf diese Kette von Gleichungen alle Vertauschungen von 
a, 6, c an, so ergiebt sich, dass man sechs Zahlen a’, b’, c’, a,, b,, ¢ 
in folgender Weise durch je sechs Gleichungen definiren kann: 


(a! = 00°) =O Y= (8 =O) = (0 0) = (050) 
(29) | b’ = (0"", 6”) = (c’”, a”) = (a, c”) = (6", D1) = (W, by) = (6, b,) |, 
le 00,0") = "8 =, 0) (07,9) =) = (68) 
| a, = (ds, D,) = (Cy, bs) = (by, Cy) = (By, Me) = (Mp, 0) = (0’, a) 
(30) | b, = (Bs, Dy) = (ay, Cy) = (a, M3) = (D1, b,) = (Op, b,) = (0, ) |- 
| aaa (Cs, d,) —_ (6,, is) a (a, b;) _— (0,, ty) a (C9, (;) — (c’, ¢) 
In ganz ahnlicher Weise folgt aus (21) und (24) 
(a”, a’) = (0, a’) J (0'" My), 
(M,, M) = (a,, 0;) = (a, 0,), 


(d’, Q) = (by, iy) be (by, d,); 
(A), D,) = (ay, by) = (0’, by), 
und wenn man in diesen Gleichungen alle Vertauschungen von a, b, ¢ 


vornimmt, so ergiebt sich, dass man eine siebente Zahl d definiren kann 
durch die zwélf Gleichungen 


(31) d= (a", a’) = (6%, BY) = (C, €°) = (0, 4g) = (0, by) = (0, ) | 

= (aj, 2) = (8, by) = (C, Ca) = (Mp, D,) = (by, D,) = (Co, 04) 
Offenbar enthalten die Gleichungen (29), (30), (31) alle diejenigen 48 
Symbole (m,n), in welchen die Moduln m, un eine der 48 in (15) bis 
(18) aufgestellten wrspriinglichen Theilbarkeiten m <n darbieten. 

Die simmtlichen in unserer Dualgruppe D auftretenden Symbole 
(m,n), deren Anzahl = 28 - 28 = 784 ist, zerfallen nun in drei Classen, 
je nachdem die Theilbarkeit m>n oder m<n oder keine solche Theilbar- 
keit besteht. Aus der Definition des Symbols folgt unmittelbar (D. 8. 510), 
dass alle 289 Symbole der ersten Classe, zu denen wir auch die 28 Symbole 
(m,m) rechnen, =1 sind*). Die 234 Symbole der dritten Classe lassen 


und aus (22) 


*) Stiitzt man sich nicht auf die Definition des Symbols, sondern nur auf die 
beiden Siitze (27), (28), so ergiebt sich zwar, dass alle Symbole der ersten Classe 
denselben Werth haben; dass aber dieser Werth = 1 ist, folgt erst aus dem dritten 
Satze (32), wenn man ausserdem noch die Voraussetzung hinzufiigt, dass das Symbol 
(0,6) nicht fiir alle Modulpaare a, 6 verschwindet. Aehnliches gilt fiir das in den 
Géttinger Nachrichten (1895. Heft 2) erkliirte Modulsymbol (a; 6). — Vergl. § 8 des 
gegenwiirtigen Aufsatzes. 
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sich vermége der Siitze (27), (28) auf zwei Arten durch Symbole der 
zweiten Classe ausdriicken. Unter den 261 Symbolen dieser zweiten Classe 
befinden sich zunichst die 48 Symbole (29), (30), (31), deren Werthe 
wir durch die sieben Zahlen d, a’, b’, c’, a,, b,, ¢, bezeichnet haben, und 
die iibrigen 213 Symbole, in welchen die Theilbarkeit m<n keine urspriing- 
liche, sondern eine abgeleitete ist, lassen sich als Producte dieser Zahlen 
darstellen; hierzu reichen aber die beiden Siitze (27), (28) nicht ans, 
sondern dies geht aus einem dritten Satze (D. 58. 510) hervor, welcher 
darin besteht, dass aus p< q <r stets 


(32) (p, t) = (p, q) (q, t) 
folgt. 

Wir begniigen uns, das hiernach einzuschlagende Verfahren an den- 
jenigen Symbolen (m,n) der dritten Classe durchzufiihren, in denen m,n 
mit zwei der drei Moduln a, b, ¢ iibereinstimmen. Aus (27) und (11) 
folgt zuniichst 

(6, ¢) = (a, ¢); 


nach (16’), (17), (18’) ist aber 


“"r 


e<¢ <¢ <¢, 
mithin ergiebt sich durch zweimalige Anwendung von (32) 
(b,c) = (a, 0") @", €) (©, 0); 

vertauscht man hierin a, 6, ¢ mit einander und driickt man die Factoren 
rechter Hand durch die kiirzeren Zeichen in (29), (30), (31) aus, so 
erhalt man 

(b,c) = Dde,, (c,b)—ec'db, 
(33) (c,a)=c'’da,, (a,c)—a'de, }- 

(a,b) a'db,, (6,a) —Dd'da, 


Zu demselben Resultate gelangt man aber auch, wenn man den Satz 
(28) statt (27) anwendet; man erhilt zuniichst (b,c) = (b,a,), und da 
b<b, <b, <a, ist, so folgt 


(6, ¢) aa (6, b,) (6,, b,) (6,, Qs), 


was mit (33’) identisch ist. Auch in allen anderen Beispielen wiirde sich 
zeigen, dass die verschiedenen Wege, welche man zur Darstellung eines 
Symbols (m,n) durch die sieben Zahlen d, a’, b’, c’, a,, b,, ¢, einschlagen 
kann, immer zu identischen Resultaten fiihren, dass also keine Relationen 
zwischen diesen Zahlen bestehen; doch wollen wir auf den Beweis dieser 
Behauptung hier nicht eingehen. 
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Aus den Darstellungen (33), welchen man auch die Form 


(b,c) = (6,6) (c",c), — (¢, b) = (c, e”) (6", b) 
(34) (c,a) = (c,") (a",a), (a, ¢) = (a, a”) (€", c) | 
(a, 6) = (a,a”’) (6",6), (6, a) = (6, 6”) (a, a) 


oder die Form 


| (b,c) = (6, b,) (C3, ¢), (c, b) = (¢, cy) (6s, b) 
(35) (¢, a) = (C, Cy) (a, @), (a, ¢) = (a, dy) (Cy, ¢) | 
| (a, b) oe (a, a.) (b;, b), (6, a) — (6, b,) (a;, a) 


geben kann, fliesst auch der Satz 


(36) (6, ¢) (c, a) (a, b) =(c, b) (a, ¢) (6, a), 

welchen ich zuerst in der zweiten Auflage von Dirichlet’s Vorlesungen 
iiber Zahlentheorie erwaihnt habe (Anmerkung auf §. 490). Daselbst 
findet sich auch (in etwas abweichender Ausdrucksweise) die folgende 
Bemerkung. Nennt man zwei Moduln a, b verwandt, wenn (a, 6) und 
(6, a) von Null verschieden sind (im Sinne von D. § 171, 8. 509), so 
sind je zwei mit a verwandte Moduln 6, ¢ auch mit einander verwandt. 
Dies ergiebt sich unmittelbar daraus, dass alle Factoren, welche in den 
vorstehenden Ausdriicken (33) oder (34) oder (35) von (6, c) und (c, b) 
auftreten, auch Factoren von mindestens einem der vier Symbole (a, b), 
(b,a), (a,c), (c,a) sind. Man kann daher alle Moduln in Familien ein- 
theilen, indem man je zwei Moduln in dieselbe oder in verschiedene 
Familien aufnimmt, je nachdem sie mit einander verwandt sind oder 
nicht; jede Familie ist durch jeden in ihr enthaltenen Modul als Repriisen- 
tanten vollstiindig bestimmt. — 


§ 4. 
Idealgruppen. 


In § 2 ist gezeigt, dass die 28 Moduln, aus denen unsere Dual- 
gruppe D besteht, im Allgemeinen von einander verschieden sind; wir 
wollen jetzt einen besonders bemerkenswerthen Fall anfiihren, in welchem 
die Anzalfl der verschiedenen Moduln erheblich geringer ist. Dies tritt 
immer dann ein, wenn die drei erzeugenden Moduln a, 6, ¢ und folglich 
auch die iibrigen Moduln der Gruppe D Jdeale (oder auch Idealbriiche) 
eines endlichen Kérpers Q sind, weil dann sehr einfache Beziehungen 
zwischen den beiden durch +- bezeichneten Operationen und der Multi- 
plication der Moduln bestehen (D. § 178); alle Moduln der Gruppe, von 
denen héchstens 18 verschieden sein kénnen, lassen sich, wie man leicht 


Mathematische Annalen. LIII. 25 
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findet, in folgender Weise durch 0” und sechs vollstiindig bestimmte 
Ideale p’, q’, t’, p,, q,, t, ausdriicken: 


a=qr'p,d”, = v'p'g,d””, c= pq” 
q” = po”, hb” = qd”, CY = rp” 
a” = = qd”, b” =b’ = rp Do”, Y= = pq'd”’ 
81) Y yh —G— b= pare” : 
a, = a, = p,d,, 6, = b, = q,d,, , = C= 1,0, 
a, = q,1,),, b, = 1, p,0,, Cs; = p,q,d, 
Dy = P, 0, 7,0, 








jedes der drei Paare von Producten 
qt, und r’q,, wp, und p’t,, pq, und q’p, 


besteht aus zwei relativen Primidealen, und wenn N die Norm im Kérper 


Q bedeutet, so gehen die Gleichungen (2°), (30), (31) in 
a=N(y’), V=NQ’), ¢ = N(r) 
(38) a,=N(p,), &=NG), 4 = NCQ) 
d = 1 
tiber. 


Wir wollen die drei in diesem Falle auftretenden Specialgesetze*) 
a” =a’, a,=a,, 0’ —0d,, dh. die Gesetze 


(39) (¢+a)—(@+b)—=a+(6—c), (¢—a)+(a—b)—a—(6+9, 
(40) (6+) —( +0) —(@ +5) = (6—0) + (C—a) + (@—8) 


noch etwas niaher betrachten und beweisen, dass, wenn in irgend einer 
Dualgruppe 3 ausser den Grundgesetzen (1), (2), (3) noch eins dieser 
Specialgesetze allgemein gilt, gewiss auch das Modulgesetz VIII und die 
beiden anderen Gesetze gelten. In der That folgt VIII (unter der Voraus- 
setzung 0 < m) aus (39°) oder (39”) oder (40), wenn man a, b, ¢ resp. 
durch m, d, p oder Dd, m, p oder p, d, m ersetzt; mithin gelten in 3 
auch alle Siitze (19) bis (26). Nimmt man nun an, es gelte das erste 
Specialgesetz a” =a’, also auch 6” —b’, so folgt daraus das zweite 
a, a, und das dritte d, =’, weil zufolge (21”), (23”), (22”), (25”) 
resp. a, =a — b’, a, =a — 6”, 0, =a’ — B, 0’ = a” — b” ist. Ebenso 
folgt umgekehrt das erste Gesetz aus dem zweiten, weil a” =a+h,, 

*) Sie entsprechen in gewisser Weise dem Operationsgebiet, das in Schréder’s 
Algebra der Logik (Bd. 1, 8. 291) als der identische Caleul bezeichnet wird, im 
Gegensatze zu dem logischen Calcul, dem unsere allgemeinen Dualgruppen ent- 
sprechen. 
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‘=a-+b,, und aus dem dritten, weil a” =a+0, a =a+Dd, ist. 

Hiermit ist unsere Behauptung offenbar erwiesen, und wir kénnen jedes 
der drei ‘iquivalenten Gesetze (39), (40) als das Idealgesetz bezeichnen; 
jede Dualgruppe 3 vom Idealtypus ist auch eine Gruppe vom Modultypus, 
wihrend umgekehrt, wie aus dem Beispiele der zweigliedrigen Moduln 
in § 2 erhellt, durchaus nicht jede Gruppe vom Modultypus auch den 
Idealtypus besitzt. — 


§ 5. 
Das Kettengesetz in der Dualgruppe 3. 


Die nun folgenden Betrachtungen sind dazu bestimmt, das Wesen 
des Modulgesetzes VIII noch tiefer zu ergriinden und dessen Folgen fiir 
alle Dualgruppen St vom Modultypus zu entwickeln, durch welche diese 
sich unter den allgemeinen Dualgruppen @ auszeichnen. Hierzu fiihren 
wir die folgenden, fiir jede Dualgruppe @ giiltigen Benennungen ein. 
Ein Element 0 soll in © ein niichster Theiler*) des Elementes m heissen, 
wenn erstens )< im, zweitens D verschieden von m, also ein echter Theiler 
von m ist, und wenn es drittens in dieser Gruppe @ ausser } und m 
kein Element giebt, das ein Theiler von m und zugleich ein Vielfaches 
von 9 ist; zugleich soll m ein néichstes Vielfaches von }) in © heissen. 
Nach dieser Erklirung ist es also, wie wir hervorheben miissen, sehr 
wohl méglich, dass ein Element }), welches in © ein niichster Theiler 
des Elementes m ist, in einer grésseren Dualgruppe , welche ausser 
den Elementen von © noch andere Elemente enthilt, zwar immer ein 
echter, aber doch kein niichster Theiler von m ist; so lange es sich aber 
nur um die Elemente einer einzigen bestimmten Gruppe © handelt, wollen 
wir unbedenklich den Zusatz ,,in @* fortlassen. 

Nehmen wir als Beispiel unsere aus drei beliebigen Moduln a, b, c 
erzeugte Gruppe D und setzen wir voraus, dass alle 28 Moduln dieser 
Gruppe verschieden sind, so leuchtet ein, dass in den 48 urspriinglichen 
Theilbarkeiten (15) bis (18) sich alle und nur solche Paare von Moduln 
d, m finden, von denen der eine 0 ein nichster Theiler des anderen m 
in D ist. Die vier Moduln 0”, 0’, d,, d, bilden aber fiir sich eine 
Dualgruppe €, und jeder von ihnen ist in €, aber nicht in D, ein 
nichster Theiler des folgenden. Ebenso bilden die vier Moduln B, ¢, 
a”, a, fiir sich eine Gruppe AM, und b,c sind in A, aber nicht in 9, 
nichste Vielfache von a” und nichste Theiler von a,. 


*) Vergl. D. § 171, S. 511, wo in der Anmerkung diese Benennung fiir die 
aus allen Moduln bestehende Dualgruppe eingefiihrt ist. 
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Unter einer Kette der Dualgruppe & wollen wir eine endliche Folge 
von mindestens zwei Elementen in © verstehen, deren jedes ein nichster 
Theiler des niichstfolgenden Elementes ist; diese Elemente sollen die 
Glieder der Kette, und das erste und letzte Glied sollen resp. der Anfang 
und das Ende der Kette heissen; die um eins verminderte Anzahl der 
Glieder nennen wir die Léinge der Kette. Wenn zwei Ketten denselben 
Anfang und dasselbe Ende haben, so mégen sie dquivalent heissen, und 
wenn alle Glieder einer Kette § auch Glieder einer Kette & sind, so 
nennen wir § eine Theilkette von &. 

Nehmen wir als Beispiel wieder unsere aus 28 verschiedenen Moduln 
bestehende Gruppe D, so leuchtet ein, dass alle in ihr vorhandenen 
Ketten sich ebenfalls aus den Theilbarkeiten (15) bis (18) ergeben miissen. 
Wir wollen nur einige von ihnen betrachten. Es giebt zwei verschiedene 
iquivalente Ketten 

Vv’ be’ aaa und 0" ca’ a'a, 


“ne 


welche vom Anfang 0 
fiquivalente Ketten 


zum Ende a fiihren, waihrend acht verschiedene 


as a” a’ Ay, a c” q”’ a’ Qo, 

_ bh” a” dD’ Ny, is ” a a’ d’ Ses 

yo” ” sl bh” d’ Qo» yy a” 6” dv Ay 

a” c” dD’ Qo, os bh” c” dv Ay 
den Anfang d”” und das Ende a, haben. Man iiberzeugt sich ferner 
leicht, dass jede von 0” nach 0, fiihrende Kette einen und nur einen 
der sechs Moduln a, 6, c, a, by, cy als Glied enthalten muss, und aus 
der Symmetrie der Gruppe D folgt, dass die Anzahl aller dieser ver- 
schiedenen fquivalenten Ketten = 3.-2?-+ 3.8? = 204 ist; in diesen 
Ketten sind alle anderen als Theilketten enthalten. 

Die wichtigste Erscheinung in dieser Modulgruppe D besteht aber 
darin, dass je zwei dquivalente Ketten auch dieselbe Gliederanzahl, also 
auch dieselbe Liinge besitzen. Um dieses Kettengesetz in D thatsiichlich 
nachzuweisen, vertheilen wir die 28 Moduln in neun verschiedenen Stufen 


S,, wo m die ganzen Zahlen von —4 bis + 4 durchliiuft, und zwar 
soll bestehen die Stufe 


S_,aus 0”, S, aus 0, 
S_s » Gy, b »¢ 5) S; » as, bs, Cs 
(41) Sis » @ , b » Cf, 8, y ey b,, Cy 


S_; ” d ’ Cc, b’, C, S, ” Dd, ay, b,, Cy 
Sp. aus a, b, ¢, ay, bg, Cy 
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Betrachtet man nun zwei beliebige aufeinander folgende Stufen S,_, und 
§,, 80 lehrt ein Blick auf die Theilbarkeiten (15) bis (18), dass die 
niichsten Vielfachen eines beliebigen Elementes der Stufe S, 1 séimmtlich 
in der Stufe S, enthalten sind, woraus von selbst folgt, dass auch die 
nichsten Theiler eines beliebigen Elementes der Stufe S, stimmtlich der 
Stufe S,—, angehdren. Hat man sich hiervon tiberzeugt, so leuchtet die 
Wahrheit des obigen Kettengesetzes unmittelbar ein; denn, wenn der 
Anfang einer Kette in der Stufe S,,, ihr Ende in der Stufe S,,+, liegt, 
so ist offenbar ihre Linge = n. 


§ 6. 
Beziehung zwischen dem Modul- und dem Kettengesetz. 


Durch die Wahl der Bezeichnung in der Gruppe D von 28 Moduln 
erscheint das eben besprochene Kettengesetz so selbstverstindlich, dass 
man versucht sein kénnte zu glauben, es miisse in jeder Dualgruppe 
herrschen. Um dieser Meinung sogleich entgegenzutreten, stellen wir 
folgenden Satz auf: 

IX. Wenn in einer Dualgruppe § das Modulgesetz VIII nicht all- 
gemein gilt, so ist in eine aus fiinf verschiedenen Elementen bestehende 
Dualgruppe & enthalten, in welcher weder das Modulgesetz noch das 
Kettengesetz gilt. 

Beweis. Wir wollen zuniichst den auch sonst niitzlichen Satz be- 
weisen, dass drei Elemente a, 6, ¢ einer beliebigen Dualgruppe , welche 
eine Theilbarkeil 

b<c, b+c=—b, b—c=—c 


darbieten, im Allgemeinen eine aus mewn Elementen bestehende Dual- 
gruppe ’ erzeugen; dieselbe enthiilt ausser a, 6, ¢ noch sechs Elemente, 
die wir wie in (11) und (13) durch 
b, =a—c, c’=a+tb, 
b’=a+e, c, =a—b, 
b, =b—(a+c), c =c+(a—b) 


definiren. Zuniichst ergeben sich die folgenden 11 wrspriinglichen Theil- 
barkeiten 


o<s, b> , %& 
b <b, : ¢>¢, 

nce, bh; i>e, ¢, 
b<ec : ¢ >4, 
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deren letzte mit dem Satze VII in § 1 iibereinstimmt, wenn dort die 
Elemente p, d, m resp. durch a, 6, ¢ ersetzt werden; die iibrigen folgen 
mit Riicksicht auf 6<c unmittelbar aus den Definitionen. Es giebt nur 
sechs Paare von Elementen, welche keine Theilbarkeit darbieten; die 
beiden Paare a, ¢ und a, 6 erzeugen durch die Operationen -++ die oben 
definirten Elemente b,, 6’, c’’, c,; fiir die tibrigen vier Paare ergiebt 
sich aus’ den Definitionen: 


b+ bb” —c’”, c—c, = b,, 
b—b” —6,, c+¢q=—c, 
(42) a+c =b”, a—b,—¢,, 
(43) a+b, =—b”, a—c —¢, 
und zwar folgen die Siitze (43) aus den Sitzen (42) mit Riicksicht auf 
&R<¢, <b, @>€. 
Hiermit ist bewiesen, dass die neun Elemente 
c", b, b”, b,, a, c, Cs, t, b; 


wirklich eine in § enthaltene Dualgruppe §’ bilden, und wir wollen ihr 
Constitution, weil sie fiir manche Untersuchungen wichtig ist, in der 
folgenden Tabelle darstellen. 
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welche den Fallen m= n= m-- n entsprechen, sind zur Erleichterung 
des Ueberblicks leer gelassen. 


Wenn in der Dualgruppe § das Modulgesetz VIII herrscht, so ist 
6, =’, und die durch a, b, ¢ erzeugte Dualgruppe §’ besteht also aus 
héchstens acht Elementen. Dasselbe ergiebt sich aus der Constitution 
der oben betrachteten Gruppe D von 28 Moduln; denn aus der jetzigen 
Anmnahme 6 <c folgen leicht die 20 Identitaten 


== —a—bh——d, —b, = h, 


a” = bb” =f’ =; C=( = =, 
bh” “me a” as a’; a, — ly — > 
po” a cc” : b; _— dD, 5 


Wenn aber, wie wir im Folgenden annehmen wollen, in der Dual- 
gruppe § das Modulgesetzt VIII nicht allgemein gilt, so diirfen wir voraus- 
setzen, die obigen drei Elemente a, 6, ¢ seien mit Beriicksichtigung der 
Bedingung 6<c aus § so ausgewihlt, dass b, verschieden von ¢’, also 
b, ein echter Theiler von c’ ist. Wir wollen nun zeigen, dass in diesem 
Falle die fiinf Elemente 

6”, b,, a, c, C3, 


welche zufolge der mittleren 25 Felder der obigen Tabelle offenbar fiir 
sich eine Dualgruppe & bilden*), gewiss von einander verschieden sind; 


*) Denn je zwei Elemente m, n in & erzeugen zwei in & enthaltene Elemente 
m-+n, und ausserdem gelten die Grundgesetze (1), (2), (3) fiir alle Elemente der 
Dualgruppe §, also auch fiir alle Elemente von &. Dieser Schluss beruht also auf 
der Hypothese, dass wirklich eine Dualgruppe © existirt, in welcher das Modulgesetz 
nicht allgemein gilt, und es bleibt daher immer noch zweifelhaft, ob diese Hypothese 
unseres durchaus richtigen Satzes IX an sich zulissig ist, weil sie vielleicht den 
Grundgesetzen (1), (2), (3) einer jeden Dualgruppe widersprechen kiénnte. Dieser 
Zweifel, welcher fiir den allgemeinen Begriff der Dualgruppe von Bedeutung ist, 
wird nur dadurch beseitigt, dass fiir das System @, in welchem die Zeichen + 
durch die obige Tabelle und die Annahme der Gesetze (1) und (4) vollstiindig er- 
klart sind, auch die Gesetze (2) und (3) als identisch erfiillt nachgewiesen werden. 
Dies ist in § 4 meiner in der Einleitung citirten Schrift (1897) wirklich geschehen; 
in der That geht die erste der beiden dort auf S. 14 angefiihrten Dualgruppen in 
unsere Gruppe @ iiber, wenn man «, f, y, 0, € resp. durch c’, a, b,, b’”, c, ersetzt. 
Der auf 8. 17 daselbst gegebene Beweis besteht aber nicht in der unmittelbaren 
Verification aller Identititen (2) und (3), sondern er beruht auf einer ellgemeinen 
Transformation der Grundgesetze (1), (2), (3) in eine ganz andere Gestalt, in welcher 
die Operationen -+- selbst gar nicht mehr auftreten. Ich bemerke hierbei, dass fiir 
endliche Dualgruppen & die dortige Eigenschaft VI auf 8. 15 durch die folgende ein- 
fachere ersetzt werden kann: Fiir je zwei Dinge a, 6 in & giebt es mindestens ein 
Ding u, in M von der Art, dass a, B beide in dem System yp,’ enthalten sind. 
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hierbei stiitzen wir uns auf die Identitiiten (42), (43) und auf die schon 
vorher aufgestellten Theilbarkeiten 


(44) b"” <a<Gy, 
(45) bt" <b<<G 


und behaupten zuniichst, dass 
(46) weder 6,<a noch acc’ 


sein kann. Wire nimlich 6, <<a, so wiirde aus (43’), (42”), (43”), (42') 
der Reihe nach b, = 6”, a=c,, e <a, c=b6”, also auch b, =¢ 
folgen, und zu demselben Widerspruch mit unserer Voraussetzung wiirde 
die Annahme a<c’ fiihren, weil hieraus nach (43”), (42’), (43’), (42”) 
sich ¢’ =¢,,a=b”, a<b,, b, —c, ergeben wiirde. Da ferner b, <¢’ 
ist, so folgt aus (46) offenbar, dass keins der beiden Elemente 6,, ¢’ ein 
Theiler oder ein Vielfaches von a sein kann, und hieraus ergiebt sich 
weiter, dass in (44) und (45) nur echte Theilbarkeiten auftreten; wire 
namlich 6” —a oder a=c,, so wiirde aus (45) entsprechend a<¢’ 
oder 6, <a folgen, und wire 6” —b, oder c’ —¢,, so wiirde aus (44) 
entsprechend b, <a oder a<c’ folgen, was Alles im Widerspruch mit 
(46) steht. Wir schliessen hieraus, dass alle fiinf Elemente der Dual- 
gruppe © wirklich von einander verschieden sind, weil auch jede der 
beiden Annahmen a = 6b, oder a = c’ durch (46) verboten ist. 

In dieser Dualgruppe © gilt das Modulgesetz VII nicht, denn sonst 
miisste, weil 6,<c’ ist, auch (a—b,)+¢’ —(a+c’) — 6, sein, wihrend 
doch aus (42) folgt, dass 

(a—b)+e=—eg+c¢—c und (a+c’)—b, = b” —b, =}, 
ist. Wir behaupten endlich, dass die drei Elemente 6”, a, c, in (44) 
und ebenso die vier Elemente 6”, 6,, ¢’, c; in (45) eine Kette in © bilden; 
wire nimlich 6” kein néichster Theiler von a, oder c, kein nédichstes Viel- 
faches von a, so miisste mindestens eins der beiden anderen Elemente 
b,, ¢’ ein Theiler oder ein Vielfaches von a sein, was, wie schon erwihnt, 
zufolge (46) unméglich ist, und aus demselben Grunde folgt offenbar, 
dass auch die vier Elemente in (45) eine Kette bilden. Da nun beide 
Ketten denselben Anfang 6’ und dasselbe Ende ¢,, aber verschiedene 
Lange besitzen, so gilt in der Gruppe & auch das Kettengesetz nicht. 

Den hiermit bewiesenen Satz IX kénnen wir offenbar auch so aus- 
sprechen:* 

X. Wenn in einer Dualgruppe § und in allen ihren Theilgruppen 
das Kettengesetz gilt, so gilt in ihr auch das Modulgesetz. 

Hierzu ist Folgendes wohl zu bemerken. Man kénnte es vielleicht 
fiir erlaubt halten, die strenge Primisse dieses Satzes dahin abzuschwiichen 
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dass die Giiltigkeit des Kettengesetzes nur fiir die Gruppe § selbst voraus- 
gesetzt wird; von dieser irrigen Meinung wird man aber sogleich zuriick- 
kommen, wenn man sich erinnert, dass die Definitionen eines niichsten 
Theilers und einer Kette in § sich wesentlich auf die Betrachtung aller 
Elemente von und nur dieser Elemente stiitzen (§ 5). Man kann sich 
in der That leicht tiberzeugen, dass das Kettengesetz in einer Dualgruppe 
§ giiltig und doch in einer Theilgruppe G von § ungiiltig sein kann. 
Das einfachste Beispiel dieser Erscheinung erhilt man, wenn man zu den 
fiinf verschiedenen Elementen m = 6’’, b,, a, c’, ¢,, aus denen die eben 
betrachtete Dualgruppe © besteht, noch ein von ihnen verschiedenes 
sechstes Element n hinzufiigt und fiir dasselbe die Operationen +- gemiiss 
(4) und (1) durch n+-n=—n, m+n—n-+m, und zwar im Einzelnen 
durch 
n+b6"°=6", n+b,—b", n+a=—a, n+c=—b6", n+c,—n, 
n—b”=n , n—b—ct,, n—a=n, n—U=—(,, N—t;—C6;, 

definirt. Die genaue Priifung (vergl. die letzte Anmerkung) ergiebt dann, 
dass diese sechs Elemente wirklich eine Dualgruppe § bilden, und dass 
in derselben das Kettengesetz gilt, weil das einzige Paar iiquivalenter ver- 
schiedener Ketten aus den beiden Ketten b’”’ anc, und 6’ b, cc, besteht, 
welche dieselbe Liinge 3 besitzen. — 

Nennen wir jede Dualgruppe 2%, in welcher das Modulgesetz VIII 
allgemein gilt, eine Modulgruppe, auch wenn ihre Elemente keine Moduln 
sind, so wollen wir nun umgekehrt zeigen, dass in jeder solchen Gruppe 
auch das Kettengesetz gilt. Dies geschieht durch die folgende Reihe von 
Satzen. 

XI. Sind a, b zwei beliebige Elemente einer Modulgruppe Yt, so 
besteht zwischen der Gruppe aller derjenigen Elemente 6’ in Mt, welche 
den Bedingungen 
(47) a+b<b' <b 
geniigen, und der Gruppe aller derjenigen Elemente a, in Mt, welche den 
Bedingungen 
(48) a<a<a—b 
geniigen, eine gegenseitige eindeutige Correspondenz, welche durch jede 
der beiden, wechselseitig aus einander folgenden Beziehungen 


(49) ate, 
(50) b =b6+a, 
ausgedriickt wird (D. § 169, 5. 499, Anmerkung). 


Beweis. Unsere Behauptung besteht darin, dass aus (47) und (49) 
sich (48) und (50) ergiebt, und umgekehrt. Aus (47) folgt zunichst 
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a— (a+ b)<a— b’ <a — 5, was zufolge (3) und (49) mit (48) tier 
einstimmt, und da b’ < 6 ist, so folgt nach dem Modulgesetz VIII auch 
(a + 6) — b’ = (a — 6’) + b, was nach (47) und (49) mit (50) tiber- 
einstimmt. Umgekehrt folgt aus (48) und (50) zunachst a + 6<a,+56 
<(a—b6)+ 56, also (47), und da a <a, ist, so folgt nach dem Modul- 
gesetz auch (a — b) + a, (a, + 6)—a, was zufolge (48) und (50) 
mit (49) iibereinstimmt, w. z. b. w. 

XII. Sind a, 6 Elemente einer Modulgruppe Mt, und ist a+ 6 ein 
naichster Theiler von 6, so ist a ein nichster Theiler von a—b, und 
umgekehrt. 

Beweis. Ist a+} ein niichster, also auch ein echter Theiler von 
6, so folgt zuniichst, dass a auch ein echter Theiler von a — 6 ist, weil 
aus a=a—b auch a+6—b folgen wiirde; geniigt nun ein in M 
enthaltenes Element a, den Bedingungen (48), so gehért auch das ent- 
sprechende Element 6’ in (50) der Gruppe Xt an, und da zugleich (47) 
und (49) gilt, so ist entweder 6b’ =a-+b, also a, = (a + 6) —a =a, 
oder b’ = 6, also a, = a — 6; mithin ist wirklich a ein niichster Theiler 
von a—b. Umgekehrt, wenn Letzteres der Fall, also a auch ein echter 
Theiler von a— 6 ist, so folgt zuniichst, dass a+ 6 auch ein echter 
Theiler von 6 ist, weil aus a-+-6—b6 auch a—a—b folgen wiirde; 
geniigt nun ein in Yt enthaltenes Element 6’ den Bedingungen (47), so 
gehért auch das durch (49) definirte Element a, der Gruppe Xt an, und 
da zugleich (48) und (50) gilt, so ist entweder a, =a, also b’ =a+}, 
oder a, =a—}, also b’ = (a — 6) + 6 =—b; mithin ist wirklich a+6 
ein nachster Theiler von 6, w. z. b. w. 

XII. Ist } ein niichster Theiler von m in der Modulgruppe Mt, und 
p ein beliebiges Element in Yt, so ist entweder p+d—p-+m und 
p — D ein niachster Theiler von p — m, oder es ist p— D = p — m und 
p+ Dd ein nichster Theiler von p + m. 

Beweis. Aus der Annahme } < m folgt nach dem Modulgesetz VII, 
dass man ein Element q in der doppelten Form 


qg=(p+m)—d=—(p—d)+m 


definiren kann; dasselbe ist offenbar in Yt enthalten und geniigt den Be- 
dingungen 0<q<m, mithin muss, weil D ein niichster Theiler von m 
ist, einer und nur einer der beiden Fille q =} oder q =m eintreten. 
Im ersten Falle ist ) =(p—bd) + m, und da p+ (p—bd) =p ist, so folgt 
hieraus p+ d—p-+m; setzt man nun a=—yp—bd, b=—m, so wird 
atb=—bd, a—b—=p—d—m=yp—nm; es ist daher a+b6 ein 
nichster Theiler von 6, also nach dem vorigen Satze auch p—Dd ein 
nichster Theiler von p—m. Im gweiten Falle ist m= (p+ m)—), 
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und da p— (p + m) =p ist, so folgt p— m = p — d; setzt man jetat 
a=bd, b—=p+m, so wirda+b=—=p+m+d—p+d, a—b—m; 
es ist daher a ein uiachster Theiler von a—b, also nach dem vorigen 
Satze auch p + D ein nichster Theiler von p + m, w. z. b. w. 

XIV. Wenn ein Element } einer Modulgruppe Yt zwei verschiedene 
nichste Vielfache a, b besitzt, so ist a+b—bd, und a—b ist ein 
nichstes Vielfaches von a und von b. Besitzt ein Element m zwei ver- 
schiedene niichste Theiler a, 6, so ist a—b—m, und a+) ist ein 
nichster Theiler von a und von Bb. 

Beweis. Zufolge der ersten Annahme ist } ein gemeinsamer Theiler 
von a, 6, also auch ein Theiler vou a + 6, mithin 

dD<a+b<a, d<a+b<b; 
wire nun a+b verschieden von d, so miisste, weil ) ein nichster Theiler 
von a und von 6 ist, a+ 6a und zugleich a+ 6=b, also auch 
a= 56 sein, was unserer Annahme widerspricht; mithin ist a-+b—bd 
ein nachster Theiler von a und 6, woraus nach XII folgt, dass 6 und a 
nichste Theiler von a — 6 sind. Zufolge der zweiten Annahme ist m ein 
gemeinsames Vielfaches von a, 6, also auch ein Vielfaches von a — b, 
mithin 

a<a—b<m, b<a—b<m; 
wire nun a— 6 verschieden von m, so miisste, weil a und 6 niichste 
Theiler von m sind, a — 6—a=b sein, was unserer Annahme wider- 
spricht; mithin ist a — 6 —m ein niichstes Vielfaches von a und 6, woraus 
nach XII folgt, dass a-+ 6 ein nichster Theiler von 6 und a ist, w. z. b. w. 

Um alle wesentlich verschiedenen Beispiele zu diesem Satze zu finden, 
welche unsere obige Gruppe D von 28 verschiedenen Moduln darbietet, 
braucht man nur die letzten Siitze in (19) bis (26) mit den Theilbarkeiten 
in (15) bis (18) zu vergleichen; so erhilt man 

a” b= 0", q’”— b= c", 
a” + b°=—c"”, a” — hb’ =D’, 
a +) =a", a —d =a, 
% +b =d , % — by = 0,, 
a+a=—a , a —M = 4, 
+d, =o , a, — 0, = a, 
a+b, =d, , a, —b, =, 
a+b =e , as — by = dy. 
Wir wollen ferner bemerken, dass die im ersten Theile des Satzes 


aufgestellte Behauptung a-+ 6 =D offenbar fiir jede Dualgruppe gilt, 
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wihrend die auf a — 6 beziigliche Behauptung wesentlich auf der Voraus- 
setzung des Modulgesetzes beruht; betrachten wir z. B. die Dualgruppe 6, 
welche wir bei dem Beweise des Satzes IX gebildet haben, so sind die 
beiden Elemente a, 6, niichste Vielfache von 6’”’—a- b,, aber nur a, 
nicht 6,, ist ein niichster Theiler von ¢,;—=a—b,. Ehbenso gilt im 
zweiten Theile nur die Behauptung a — 6 = m allgemein fiir jede Dual- 
gruppe, wihrend die auf a+ 6 beziigliche wieder auf dem Modulgesets 
beruht. 


XV. Wenn in der Modulgruppe Wt eine Kette R aus den n+1 
Gliedern 


(51) ff, f---f4f 
besteht, und wenn ein Element p der Gruppe Yt den Bedingungen 
(52) : i<p<t, 


geniigt, so giebt es in Mt mindestens eine mit R iquivalente Kette §, 
in welcher das Glied p auftritt. 

Beweis. Durchliuft f alle Elemente der Kette &, und bildet man 
alle Elemente p + f, so erhilt man zufolge (52) die beiden Reihen 
(53) pPrh=—h pth: pth pt h—p, 

(54) p—h=p, p—E---p— ba, p—h— bh. 

Sieht man die zweite als eine Fortsetzung der ersten an, so entsteht eine 
Gesammtreihe $8’, in welcher offenbar jedes Element ein Theiler des 
folgenden ist. Sind zwei solche auf einander folgende Elemente verschieden, 
so folgt aus dem Satze XIII, dass das erste ein néichster Theiler des 
folgenden ist; behalt man daher von mehreren gleichen auf einander 
folgenden Elementen immer nur eins bei, so entsteht aus 8’ eine Kette §; 
deren Anfang = f,, deren Ende = f, ist, und in welcher das Gilied p 
auftritt, w. z. b. w. 

Zusatz. Diese Kette % hat dieselbe Linge n wie R. Um dies m 
beweisen, vertheilen wir die » Indices 0, 1,2 ---(nm—1) in zwei getrennte 
Classen, deren erste alle diejenigen p Indices r enthilt, fiir welche p+f, 
verschieden von p-+f,,, wird, wihrend die zweite Classe aus allen 
iibrigen qg Indices s besteht, fiir welche also p + f, = p + f,4, ist; dann 
ist p+ q—n, und offenbar ist p+ 1 die Anzahl aller verschiedenen, 
in der Reihe (53) enthaltenen Elemente. Aus dem Satze XIII (welcher 
bei dem vorhergehenden Beweise von XV nur theilweise benutzt ist) folgt 
aber, dass gleichzeitig p — f. =p —f41, und dass p — f, verschieden 
von p — f,4, ist; mithin ist g + 1 die Anzahl aller verschiedenen, in der 
Reihe (54) enthaltenen Elemente. Da ferner p das einzige Element ist, 
welches in beiden Reihen zugleich auftritt, so ist die Anzahl aller in der 
Kette $ enthaltenen Elemente = (p-+1)-+ (¢+1)—1=—n-+1, w.z.b.w. 
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Bezeichnet man die auf einander folgenden Elemente dieser Kette $3 mit 


Po Pr +++ Pa—1 Pry 
so ist pp =f, Px =f., und zugleich leuchtet aus der Bedeutung von p 
ein, dass p, = Pp ist. 

Um diese durch ein Element » bewirkte Transformation einer Kette 8 
in eine iquivalente Kette %§ durch Beispiele zu erliutern, kehren wir zu 
der oben behandelten, aus 28 verschiedenen Moduln bestehenden Gruppe D 
zurtick und betrachten die aus neun Elementen 

dv” ba” a’ aa, a, b, d, 
bestehende Kette von der Linge acht. Wahlen wir p =’, so bestehen 
die beiden Reihen (53), (54) aus den Elementen 
ewe ee eo Cer? 
ce’ ty Dy Gy Ay ay b, d, 
und die Kette $$ wird 


i 5” c” ra te d, ly b, D4; 


zugleich ist p= 3, g=5. Wihlen wir aber pb und dieselbe Kette &, 
so bestehen die beiden Reihen (53), (54) aus den Elementen 


Qo” ad "iad ” ” b” p’ b’ b 
6 b b Og  d,o, 


vc” bY Bb b, by cy 94; 
mgleich ist p= q = 4. 

Aus den beiden vorhergehenden Siitzen XIV und XV ergiebt sich 
nun leicht das Kettengesetz, d. h. der Satz 

XVI. In jeder Modulgruppe Xt haben je zwei aiquivalente Ketten die- 
selbe Liinge. 

Beweis. Um die Methode der vollstindigen Induction anzuwenden, 
sprechen wir den zu beweisenden Satz so aus: Wenn eine Kette & der 
Modulgruppe Mt die Liinge m hat, so hat jede mit R aiquivalente Kette 
dieselbe Linge m. Die Wahrheit dieses Satzes fiir den Fall m—1 ergiebt 
sich daraus, dass eine Kette ® von der Linge 1 nur mit sich selbst 
iquivalent ist; besteht niimlich & aus den beiden Elementen a, 6, so ist a 
ein nichster Theiler 6, und da jedes Element § einer Kette & ein Viel- 
faches von ihrem Anfang und zugleich ein Theiler von ihrem Ende ist, 
so muss, wenn § mit R fquivalent ist, a<h<b, mithin § —a oder 
= 6 sein, woraus die Identitit von § und & folgt. Nach dem Wesen 
der Inductionsmethode machen wir nun die Hypothese, dass, wenn » eine 
bestimmte natiirliche Zahl bedeutet, unser Satz schon fiir jede Kette & 
bewiesen sei, deren Liinge m = ist, und haben zu zeigen, dass er dann 


und die Kette 8 wird 
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gewiss auch fiir jede Kette 8 gelten muss, deren Liinge m =n + 1 ist. 
Es sei also & eine aus den Gliedern 


af, f---f166 
bestehende Kette von der Linge m+ 1, und irgend eine mit & ‘aquivalente 
Kette § mége aus den e + 2 Gliedern 


ab, by --- Gea be b 
bestehen; wir sollen beweisen, dass e = ist. Unterdriicken wir in beiden 
Ketten &, 5 den gemeinsamen Anfang a, so entsteht aus eine Theil- 
kette R, von der Linge m, deren Anfang und Ende resp. die Elemente 
f,, 6 sind, und ebenso entspringt aus § eine Theilkette 5, von der Linge e, 
deren Anfang und Ende resp. die Elemente §,, 6 sind. Falls nun £, =), 
ist, so sind diese beiden Ketten ,, 5, aiquivalent, und da die Linge der 
ersteren = ist, so muss nach unserer Hypothese auch §, dieselbe Linge 
haben, woraus wirklich e = folgt. Im entgegengesetzten Falle, wenn 
die beiden Elemente £,, §, verschieden sind, schliessen wir aus dem Satze 
XIV, dass sie als niichste Vielfache desselben Elementes a auch néichste 
Theiler desselben Elementes £, — 6, sind, das wir mit p bezeichnen 
wollen. Da f, und §, auch Theiler desselben Elementes 6 sind, so geniiyt 
p offenbar den Bedingungen f, <p <b, und folglich giebt es nach dem 
Satze XV eine mit R, fquivalente Kette 8, in welcher p als Glied auf- 
tritt, und welche nach unserer Hypothese dieselbe Linge  besitzen muss 
wie &, (das Letztere wiirde auch aus dem Zusatze zu XV folgen, den wir 
aber bei diesem Beweise nicht zu benutzen brauchen). Da ferner, wie 
schon bemerkt, f, ein nichster Theiler von p ist, so muss in dieser Kette 
$$ das Glied p unmittelbar auf £, folgen; die Kette $$ hat daher die Form 
Ep---b. * 
Nun ist, wie oben bemerkt, auch 6, ein nichster Theiler von p; ersetzen 


wir daher den Anfang f, der Kette $$ durch §,, so entsteht abermals 
eine Kette 
b, B+ b, 


welche dieselbe Linge » besitzt wie % und mit der Kette , aquivalent 
ist; nach unserer Hypothese muss daher die Liinge e dieser Kette §, 
ebenfalls = sein, w. z. b. w. 


§ 7. 
Stufen in endlichen Modulgruppen. 
Nachdem durch die Sitze X und XVI die Beziehung zwischen dem 


Modulgesetze und dem Kettengesetze nachgewiesen ist, fiigen wir noch 
einige Bemerkungen iiber endliche Modulgruppen hinzu, deren Beweise der 
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Leser leicht finden wird. Unter den Elementen m einer solchen Gruppe it 
giebt es offenbar ein und nur ein Element p, welches ein Theiler von 
allen m, und ebenso giebt es ein und nur ein Element q, welches ein 
Vielfaches von allen m ist. Wenn m verschieden von q ist, so giebt es 
in Mt mindestens ein niichstes Vielfaches von m, und wenn m verschieden 
von p ist, so giebt es in St mindestens einen nichsten Theiler von m. 
Wenn ferner a ein echter Theiler von 6 ist, so giebt es immer mindestens 
eine Kette, deren Anfang a, und deren Ende 6 ist. Hierauf kénnen wir 
alle Elemente der Gruppe Yt in eine Reihe getrennter, auf einander 
folgender Stufen S eintheilen; die unterste oder niedrigste Stufe soll aus 
dem einzigen Element p bestehen, und diese Stufe wollen wir mit S, be- 
zeichnen, wo p eine beliebig gewiihlte ganze rationale Zahl ist; wenn 
fener m ein von ) verschiedenes Element, also ein echtes Vielfaches 
von p ist, und wenn h die gemeinsame Liinge aller Ketten bedeutet, deren 
Anfang p und deren Ende m ist, so nennen wir die Summe m = p + h 
die Stufenzahl von m und nehmen m in die Stufe S,, auf; ebenso nennen 
wir p die Stufenzahl des Elementes p; ist & die Linge aller von p nach 
q fiihrenden Ketten, und g =p -+ ik, so besteht die oberste oder héchste 
Stufe S, offenbar aus dem einzigen Elemente q, und k +- 1 ist die Anzahl 
aller verschiedenen Stufen. Ist m ein Element der Stufe S,,, und m <q, 
so finden sich alle nichsten Vielfachen von m in der Stufe S,,4:, und 
wenn m > p ist, so finden sich alle nichsten Theiler von m in der Stufe 


Sn—:. Bezeichnet man die Stufenzahl m des Elementes m allgemein mit 
s(m), so gilt fiir je zwei Elemente a, 6 der Satz 
(65) s(a) + 5(6) = s(a+b) + s(a—b), 


dessen Beweis wir ausfiihren wollen. Falls eins der beiden Elemente, 
z. B. a ein Theiler des andern 6 ist, so leuchtet der Satz von selbst ein, 
weil dann a+b6—=a, a—b6=b ist. Wenn aber keins der beiden 
Elemente durch das andere theilbar, also a + 6 ein echter Theiler von 6 
ist, so giebt es mindestens eine von a-+ 6 nach 6 fiihrende Kette Yi, 
und wenn » ihre Linge bedeutet, so ist offenbar s(b) = s(a+b) + »; 
da nun jedes Element 6’ dieser Kette den Bedingungen a+6<b’<b 
geniigt, so ist immer a + b’—a-+ b; sind daher 0, m irgend zwei auf 
einander folgende Glieder dieser Kette, so ist auch a+d—a-+m, 
woraus nach Satz XIII folgt, dass a — ein nichster Theiler von a—m 
ist; mithin bilden die »-+ 1 Elemente a, = a— b’ eine Kette, deren 
Anfang a— (a+ 6) =a, und deren Ende a — 6 ist; hieraus folgt offenbar, 
dass s(a—b) = s(a) + m ist, und wenn man hiermit das obige Resultat 
s(6) = s(a+b) + m verbindet, so ergiebt sich der zu beweisende Satz (55), 
dessen Zusammenhang mit dem Satze XI einleuchtet. 
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Alles dies bestatigt sich an dem friiher behandelten Beispiele der aus 
28 verschiedenen Moduln bestehenden Gruppe D; hier ist p=0d’”, q=0d, 
k=8, und da wir in (41) die Zahl p= —4 gewiahlt haben, so ist 
q=-+4. Doch muss man nicht glauben, dass die Symmetrie, welche 
hier in dem Bau von je zwei, gleichweit vom Anfang und Ende ent- 
fernten Stufen S} ,, auftritt, eine allgemeine Eigenschaft aller Modulgruppen 
Mt ist. Es bilden z. B. die in dieser Gruppe enthaltenen fiinf Elemente 
D,, by, Ce, as, 0, fiir sich eine Modulgruppe mit vier Stufen S’, von denen 


S,’ aus 0,, 
8,’ ” b,, C3, 
Ss Os, 
8S , 0, 


besteht; die vier ersten Elemente bilden fiir sich eine symmetrische 
Modulgruppe mit den drei Stufen S,’, S,’, S,’ aber diese Symmetrie wird 
durch das Hinzutreten des fiinften Elementes 0, gestért. 


g 8. 


Beziehung zwischen dem Modulgesetz und dem Symbol (1m, 1). 


Wir wollen nun noch den Zusammenhang besprechen, welcher zwischen 
dem Modulgesetz VIII und den Symbolgesetzen (27), (28), (32) besteht. 
Wir haben die letzteren schon in § 3 durch die Bemerkung vervollstindigt, 
dass nach der Bedeutung, welche das Symbol (m, 1) in der Modultheorie 
besitzt, aus der Theilbarkeit m > immer (m,d) = 1 folgt; wir fiigen 
jetzt noch hinzu, dass zufolge derselben Bedeutung auch umgekehrt aus 
(m,d) 1 immer die Theilbarkeit m > folgt, dass also die beiden 
Aussagen 
(56) (m,d)—=1 und m>d 
vollig gleichbedeutend sind (D. § 171, 8. 519). 

Nehmen wir nun an, in irgend einer Dualgruppe § entspreche je 
zwei Elementen m, 1 ein mit (m, 1) bezeichneter und zwar von Null ver- 
schiedener Zahlwerth, und dieses Symbol gehorche den Gesetzen (27), (28) 
(32) und (56), so wollen wir beweisen, dass in dieser Dualgruppe $ auch 
das Modulgesete VII herrscht. In der That, waihlen wir aus § drei Ele- 
mente a, 6, c aus, welche der Bedingung 6<c geniigen, so erzeugen 
dieselben, wie aus dem Beweise des Satzes IX in § 6 hervorgeht, eine 
aus héchstens neun Elementen bestehende Dualgruppe §’, und wenn wir die 


dortigen Identitiiten (42), (43) mit den Symbolgesetzen (27), (28) combiniren, 
so ergiebt sich 
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(6, b,) = (a + b,, b,) - (a, b,) — (a, a— b,) — (a, Cs), 
(6", ¢) =(at+e, c) =@, c) =(@,a—c’) =(, &) 


(0%, b,) = 6", ©); 
da ferner nach (45) auch 6” <b, <c’ ist, so folgt aus dem Symbol- 


gesetz (32) - 
(6%, c) = (0%, by) (, ©), 


(6, 6.) (, ¢) = (0%, 6), 
und da nach unserer Annahme die Zahl (6, 6,) von Null verschieden ist, 
so ergiebt sich (6,, c’) == 1, was nach (56) gleichbedeutend mit 6, > c’ 
ist; da endlich auch 6b, <c’ ist, so folgt 6, c’, also ist in der Dual- 
gruppe § die Identitat 

b — (a+ c) =c + (a—b) 
eine nothwendige Folge der Annahme 6 <c. Dies ist aber nichts Anderes 
als das Modulgesetz VIII, welches mithin in jeder Dualgruppe § herrschen 
muss, fiir welche die obigen Voraussetzungen gelten. — 

Nachdem dieser Zusammenhang erkannt ist, liegt es nahe, eine be- 
sonders wichtige Classe von Dualgruppen § zu betrachten, in welchen die 
genannten Symbolgesetze wenigstens theilweise erfiillt sind, ich meine die 
Dualgruppen §, deren Elemente die simmtlichen Theilgruppen einer ge- 
wohnlichen endlichen Galois’schen Gruppe g sind. Die Elemente «, £, y,--- 
einer solchen Gruppe g reproduciren sich bekanntlich durch eine Operation, 
welche in der Regel wie eine Multiplication bezeichnet wird und dem 
associativen Gesetz («3)y == a(By) gehorcht; ausserdem wird vorausgesetzt, 
dass sowohl aus ay = By, wie aus ya = yf immer « = B folgt. Sind 
a, 6 irgend welche Complexe von Elementen in g, und bezeichnet man 
allgemein mit ab den Complex aller in der Form af enthaltenen Elemente, 
wo «, B resp. alle Elemente in a, 6 durchlaufen, so ist a dann und nur 
dann eine Gruppe, ein Theiler von g, wenn aa—aa ist. Sind a, b zwei 
soleche Theilgruppen von g, so ist ihr grésster gemeinsamer Theiler oder 
ihr Durchschnitt (d. h. der Inbegriff aller ihnen gemeinsamen Elemente) 
wieder eine Gruppe, die wir hier, um mit unserer bisherigen Ausdrucks- 
weise im Kinklang zu bleiben, durch a + 6 bezeichnen wollen; aus dem- 
selben Grunde soll das Zeichen a — 6b diejenige Gruppe bedeuten, welche 
durch fortgesetzte Multiplication aus allen Elementen von a, 6b erzeugt 
wird*) und das kleinste gemeinsame Vielfache von a, 6 heisst; sie ist der 
Durchschnitt aller derjenigen Theilgruppen von g, welche (wie z. B. g 





also 


also auch 


*) Es ist also a —b—=—ababa--- = baba---, wenn diese Producte hin- 
reichend weit fortgesetzt werden. 
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selbst) gemeinsame Vielfache von a, 6 sind, d. h. welche sowohl a als 6 
zum Theiler haben. Offenbar geniigen diese beiden Operationen +- den 
Grundgesetzen (1), (2), (3), mithin ist der Inbegriff § aller in g als 
Theiler enthaltenen Gruppen a, 6, ¢--- eine Dualgruppe im Sinne von 
§ 1, auf welche wir auch die Bedeutung der Theilbarkeitszeichen < und 
> tibertragen wollen. 

Hierzu tritt nun Folgendes. Ist die Gruppe a ein Theiler von g, 
und sind #, y irgend zwei Elemente in g, so sind die beiden Complexe 
aB, ay entweder vollstindig identisch, oder sie haben kein einziges ge- 
meinsames Element, und wenn b ebenfalls eine Theilgruppe von g bedeutet, 
so wollen wir durch das Gruppen-Symbol (a, 6) die Anzahl aller von 
einander verschiedenen Complexe af bezeichnen, die allen Elementen £ 
der Gruppe 6 entsprechen, und aus welchen offenbar der Complex ab 
besteht*). Man iiberzeugt sich nun leicht, dass fiir dieses Gruppensymbol, 
welches immer eine natiirliche, also von Null verschiedene Zahl ist, die 
drei Gesetze (27), (32) und (56) gelten, wihrend man dasselbe von dem 
vierten Symbolgesetze (28) nicht allgemein behaupten kann. Offenbar sind 
namlich alle Elemente des Complexes ab in der Gruppe a — 6 enthalten, 
aber im Allgemeinen wird die letztere noch andere Elemente enthalten, 
und da der Complex ab schon aus (a, 6) verschiedenen Complexen af 
besteht, so wird im Allgemeinen (a, a—b) grésser als (a, 6) sein; der 
Fall (a, 6) = (a, a—b) tritt daher immer und nur dann ein, wenn der 
Complex ab eine Gruppe, also —a— b ist, und das charakteristische 
Merkmal hierfiir besteht in der Identitit abba. Wenn also je zwei 
Theiler a, 6 der Gruppe g in diesem Sinne permutabel sind, so gelten in 
der Dualgruppe § alle vier Symbolgesetze (27), (28), (32), (56), und 
hieraus folgt nach der vorhergehenden Betrachtung, dass in § das Modul- 
gesetz VIIi, also auch das Kettengesetz herrscht.**) 

Dies bestitigt sich leicht auf folgende Weise. Da nach der jetzigen 
Voraussetzung immer a — 6 = ab = ba ist, so nimmt das aus der An- 
nahme ) < m zu beweisende Gesetz VIII die Gestalt (p+m)d = pd-+m 
an. Nun steht jedes Element des Durchschnittes pd—+ m unter der 
doppelten Form 2d =u, wo a, 0, w resp. Elemente der Gruppen yp, 0, m 
bedeuten, und da D nach Voraussetzung ein Theiler von m, also é auch 
Element von m ist, so gilt dasselbe bekanntlich auch von 2; mithin ist 
a in dem Durchschnitte p + m, also uw in der Gruppe (p+ m)d enthalten; 
folglich ist die Gruppe pdD-+ m ein Theiler der Gruppe (p-+m)d, und 


*) Vergl. § 9 meiner Abhandlung: Ueber die Anzahl der Idealclassen in reinen 
cubischen Zahlkérpern (Crelle’s Journal Bd. 121, 8S. 77). 

**) Doch lehrt schon dss Beispiel der Gruppe g, welche aus den sechs Ver- 
tauschungen von drei Dingen besteht, dass dieser Satz nicht umgekehrt werden darf. 
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da nach dem Satze VII umgekehrt (p-+-m)d gewiss ein Theiler von 
pd+ m ist, so sind beide Gruppen mit einander identisch, w. z. b. w. 
Offenbar stimmt dieser Beweis mutatis mutandis vollstaindig mit dem Be- 
weise des entsprechenden Satzes in der Modultheorie iiberein (D. § 169, 
8. 498—499). 

Zu den Gruppen g, deren simmtliche Theiler a, 6 diese Higenschaft 
ab = ba besitzen, gehéren augenscheinlich alle Abel’schen Gruppen, ferner 
diejenigen, welche ich Hamilton’sche Gruppen genannt habe*), ausserdem 
aber noch uneridlich viele andere, von denen ich hier nur die beiden ein- 
fachsten Beispiele anfiihren will. Benutzt man die bekannte Bezeichnung 
der cyklischen Vertauschungen von beliebigen verschiedenen Dingen 0, 1, 
2,3---, so wird die erste Gruppe g vom Grade 16 erzeugt durch die 
Elemente achten und zweiten Grades 

« == (01234567), 6 = (04) (26), 
welche der Bedingung Ba = «°£ geniigen. Ebenso wird die zweite Gruppe 
g vom Grade 27 erzeugt durch die Elemente neunten und dritten Grades 
a = (012345678), = (174) (258), 
welche der Bedingung Ba = af geniigen. Die allgemeine Theorie aller 
dieser Gruppen mit permutabelen Theilern werde ich in einem besonderen 
Aufsatze behandeln. 


Braunschweig, den 8. Januar 1900. 





*) Mathematische Annalen Bd. 48, S. 548. 
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Einleitung. 


Die Grundlage der folgenden Untersuchungen bildet die Abhandlung 
von Herrn Professor Hilbert iiber die Grundlagen der Geometrie.*) In 
dieser wird ein System von Axiomen aufgestellt, das in finf Gruppen 
zerfallt. Die erste Gruppe enthilt die Axiome der Verkniipfung — z. B.: 
Zwei von einander verschiedene Punkte A, B bestimmen stets eine 
Gerade a. Die zweite Gruppe fasst die Axiome der Anordnung zusam- 
men — z. B.: Wenn A, B, C Punkte einer Geraden sind, und B zwischen 
A und C liegt, so liegt B auch zwischen C und A. Die dritte Gruppe 
besteht aus dem bekannten Axiom der Parallelen (dem Euklidischen Axiom); 
die vierte Gruppe enthalt die Axiome der Congruenz und die fiinfte end- 
lich das ,,Archimedische* Axiom. Das letztere lautet: 

Es sei A, ein beliebiger Punkt auf einer Geraden zwischen den be- 
liebig gegebenen Punkten A und B; man construire dann die Punkte 
A,, A,, Ay, ..., 80 dass A, zwischen A und A,, ferner A, zwischen A, und 
A,, ferner A, zwischen A, und <A, u. s. w. liegt und iiberdies die Strecken 

AAy, AyAy, AyAs, Ay Ay, 
einander gleich sind; dann giebt es in der Reihe der Punkte A,, A;, A,,... 
stets einen solchen Punkt A,, so dass B zwischen A und A, liegt. 

In der Festschrift wird iiberall der Grundsatz befolgt, ,,eine jede sich 
darbietende Frage in der Weise zu erértern, dass zugleich gepriift wird, 
ob ihre Beantwortung auf einem vorgeschriebenen Wege mit gewissen 
eingeschriinkten Hilfsmitteln méglich oder nicht méglich ist.“**) In einer 
Priifung dieser Natur besteht die vorliegende Arbeit. 

Bekanntlich hat Legendre bei seinen Forschungen iiber den Beweis 
des Parallelenaxioms zwei wichtige Sitze aufgestellt: 

1) In einem Dreieck kann die Summe der drei Winkel niemals grésser 
als zwei Rechte sein. 

2) Wenn in irgend einem Dreieck die Summe der drei Winkel gleich 
awei Rechten ist, so ist sie es in jedem Dreieck. 

Beim Beweise dieser Siitze hat Legendre wesentlich das oben an- 
gefiihrte Archimedische Axiom benutzt. Nun gelingt es — Euklid hat 
dies allerdings nicht gethan —, ohne das Archimedische Axiom eine Geo- 
metrie aufzubauen, und es erhebt sich so die wichtige Frage: (relten in 
einer solchen Geometrie nothwendig die Legendre’schen Sdtze? oder in anderen 
Worten: Kann man die Legendre’schen Stitze ohne irgend ein Stetigkeits- 
postulat beweisen, d. h. ohne vom <Archimedischen Axiom Gebrauch zu 
machen? Es besteht, wie wir im Folgenden zeigen wollen, in dieser Be- 





*) Festschrift zur Enthiillung des Gauss-Weber-Denkmals. Leipzig 1899. 
**) §. Festschrift, S. 89. 
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ziehung ein merkwiirdiger Unterschied zwischen den beiden Theoremen: 
Wihrend das zweite sich auf Grund der ersten, zweiten und vierten 
Axiomgruppe (die dritte Gruppe, das Euklidische Axiom, diirfen wir 
selbstverstiindlich nicht benutzen) beweisen lidsst, ist dasselbe fiir das erste 
unmoglich. Um nun den Beweis fiir diese Behauptung zu erbringen, 
miissen wir eine neue Nicht-Euklidische Geometrie aufstellen, welche wir 
als eine ,,Nicht-Legendre’sche* Geometrie bezeichnen wollen. 


Capitel I. 
Coordinatensystem und Streckenrechnung. 


§ 1. 
Ideale Elemente (Punkte, Geraden, Ebenen). 


Durch die Axiome der Verkniipfung ist zwar gesagt, dass sich zwei 
verschiedene Geraden nur in einem Punkte schneiden kiénnen, aber dass 
sie sich, wenn sie in einer Ebene liegen, immer schneiden, vermégen wir 
nicht zu versichern. Im Gegentheil, wir kénnen aus dem Satz vom 
Aussenwinkel sofort folgern, dass durch jeden Punkt B ausserhalb eine: 
Geraden a mindestens eine Gerade b geht, welche a nicht schneidet. 
Andrerseits kénnen wir aber die Ebene der beiden Geraden auf eine 
andere so von einem Punkte aus projiciren, dass die Projectionen jener 
beiden sich in der zweiten Ebene ,,wirklich* schneiden. Demazufolge sagt 
man: Die beiden Geraden a und b bestimmen einen ,,idealen“ Punkt in 
ihrer Ebene und eine dritte Gerade geht durch diesen Punkt hindurch, 
wenn sie in der Projection durch den entsprechenden ,,wirklichen* Punkt 
hindurehgeht. Ebenso kann man ideale Gerade als Schnitt zweier sich 
ywirklich® nicht schneidenden Ebenen einfiihren, oder auch als Verkniipfung 
zweier idealer Punkte, die nicht auf ein und derselben wirklichen Ge- 
raden liegen. Endlich kann man auf entsprechende Weise ideale Ebenen 
definiren. Wie bei Pasch, Vorlesungen iiber Geometrie §§ 5, 6, 7, 8 gezeigt 
ist, erfiillen die Elemente der so erweiterten Geometrie alle Axiome der 
Verkniipfung. ‘ 

Nicht ganz so unmittelbar kénnen wir dasselbe von den Axiomen 
der Anordnung aussagen. Denn es leuchtet ein, dass der Begriff ,,zwischen“, 
kurz ausgedriickt, nicht invariant gegeniiber dem Projiciren ist. Man kam 
sich deshalb von einer gewissen Willkiir in den Festsetzungen unméglich 
frei machen, die dazu da sind, auch den ,Zwischen“-Axiomen Geltung 
zu verschaffen. Am Kinfachsten verfihrt man folgendermassen*): Wir 
nehmen auf jeder Geraden einen idealen Punkt als ,,Normalpunkt“ an und 


*) S. Pasch, 1. c. § 9. 





uni 


Ww 
R 


aadats => 


a tia aa ti 








Legendre’sche Siitze tiber die Winkelsumme im Dreieck. 407 


sagen: A liegt ,zwischen“ B und C, wenn das Punktepaar A und der 
Normalpunkt das Punktepaar B, C trennt. Eine eindeutige Definition 
des Begriffes ,,7rennen“ ist aber auf Grund der vorhergehenden Einfithrung 
idealer Elemente leicht zu bewerkstelligen. Denn dieser Begriff ist, wie 
man sich leicht itiberzeugt, invariant gegeniiber dem Projiciren. Die 
Normalpunkte in ihrer Gesammtheit nimmt man als die Punkte einer 
idealen Ebene, der Normalebene, an. In jeder anderen Ebene liegen demgemiiss 
simmtliche Normalpunkte auf einer idealen Geraden, der Normalgeraden. 
In Folge dieser Festsetzungen gelten die Axiome der Anordnung fiir stimmtl iche 
ideale und wirkliche Elemente mit Ausnahme der Elemente der Normalebene. 

Dann kénnen wir aber fiir unsere erweiterte Geometrie den Satz von 
Desargues tiber perspective Dreiecke beweisen, den wir, weil alle Geraden 
in unserer Geometrie sich schneiden, folgendermassen formuliren kénnen: 

Wenn zwei Dreiecke ABC und A’ BC’ in einer Ebene so liegen, 
dass je zwei entsprechende Seiten AB und A’B’, AC und A’C’, BC und 
und B’C’ sich in drei Punkten FL, D, F einer Geraden schneiden, so 
schneiden sich die Verbindungslinien entsprechender Ecken 4A’, BB’, CC’ 
in einem Punkte und umgekehrt. 

Und zwar gilt dieser Satz fiir alle Elemente jeder Ebene ohne Aus- 
nahme, einschliesslich der ,,Normalelemente“. Denn angenommen, es fielen 
Punkte wegen der Lage der Ausgangsfigur oder der Lage der beim Be- 
weise benutzten Hiilfselemente, oder eine Gerade fiele mit einer Normal- 
geraden, eine Ebene mit der Normalebene zusammen, so wiirden wir eine 
andere passende ideale Ebene als Normalebene annehmen und dann fiir 
die specielle Lage der Elemente der Figur den Satz beweisen. Dann ist 
der Satz aber auch richtig, wenn wir eine ganz beliebige andere Normal- 
ebene wihlen. 

Denn ein reiner Schnittpunktsatz gilt natiirlich unabhingig davon, 
welche specielle Festsetzungen wir fiir die Anordnung der Punkte im 
Raume treffen. 

Kine andere Einfiihrung idealer Elemente giebt Schur, Ann. 39, auf 
Grund des Satzes von der Eindeutigkeit der Construction des vierten 
harmonischen Punktes. Zum Schluss sei bemerkt, dass man das Problem 
vielleicht am einfachsten mittels einer dritten Methode lésen kann, die 
sich durchaus an die Untersuchung in der Festschrift § 24 anschliesst. 
Dort wird mit Hiilfe der ebenen Axiome der ersten und zweiten Gruppe 
und des Desargues’schen Satzes eine Streckenrechnung aufgestellt. Freilich 
wird dabei aus Griinden der Vereinfachung das Parallelenaxiom benutzt, 
was wir bei unseren Ueberlegungen natiirlich stets vermeiden miissen. 
Aber dieser Uebelstand ist sicherlich keine Nothwendigkeit. Mit Hiilfe 
der Streckenrechnung wird dann bewiesen, dass die Gleichung der Geraden 
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eine lineare Gleichung in den Coordinaten ist. Dadurch ergiebt sich 
dann leicht, dass die oben entwickelte Erweiterung der Geometrie méglich 


ist und dass im Speciellen der Desargues’sche Satz auch fiir die erweiterte 
Geometrie giiltig ist. 


§ 2. 
Pol und Polare. 


Im Folgenden nehmen wir an, dass die ebenen Congruenzaxiome fir 
die ,,wirklichen* Punkte und Geraden erfiillt sind, und beweisen in dem 
erweiterten Gebiet von Punkten und Geraden der Ebene drei Hiilfssiitze. 

1) Hiilfssatz: Alle Senkrechten auf einer Geraden m schneiden sich 
in einem (idealen) Punkte (s. Fig. 1). 

Beweis: Wir errichten auf m in A und B die Lote 1, und J, und 
ziehen durch einen beliebigen Punkt C auf AB eine Gerade 1, so dass 
l,, 1, und 7, durch denseiben Punkt gehen. Dann ziehen wir durch einen 
Punkt D zwei Gerade g und g,, so dass sie die Geraden 1,, /,, 1; in den 
Punkten E, F, G respective E,, F,, G, schneiden und dass der Winkel 
EDE, von m halbirt wird. Die Construction soll so ausgefiihrt sein, 
dass die Punkte A, B, C, D, E, F, G, E,, F,; wid G, wirkliche Punkte 
sind. Angenommen F und F, ligen respective zwischen E und G, E, 

und G,, so verbinden wir F' mit G, und 

Gg  ,, F, mit E und G. Dann miissen sich 

- FE, wid F,E, FG, wd F,G in wirk 

lichen Punkten, etwa O, und O,, schneiden. 

Da nun nach Construction 1,, /,, 1, durch 

2 A\ \ Oo: _\Cm ° emen Punkt gehen, so sind die Dreiecke 

EF,G und E, F G, perspectiv und D, 0, 

a ak und Q, liegen auf einer Geraden. Nun 

, ergiebt sich aus der Congruenz der Drei- 

| ecke DEF, und DE,F, dass die Dreiecke 

Fig. 1. an O, und DE,O, congruent und dem- 

nach auch die Winkel EDO, und 0,DE, 

congruent sind, dass also die Geraden DO,O, und m zusammenfallen. 

Daraus ergiebt sich nun durch einfache Congruenzbetrachtungen, dass 

auch 1, auf m senkrecht steht. — Wie der Beweis sich modificirt, wenn 
F nicht zwischen E und G liegt, ist klar. 

Wir wollen in Zukunft den Punkt, durch den alle Senkrechten auf 
m gehen, den Pol der Geraden m nennen. 

2) Hiilfssatz: Die Pole zu siimmtlichen Geraden durch einen eigent- 
lichen Punkt O liegen auf einer (idealen) Geraden, und jeder Punkt dieser 
Geraden ist ein Pol zu einer Geraden durch O (s. Fig. 2). 
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Beweis: Wir ziehen durch O drei Geraden m,, m, und m,, fallen 
yon einem wirklichen Punkt C’ auf m, und m, Lote, deren Fusspunkte 
A und B’ sein mégen. Dann ziehen wir eine solche Gerade senkrecht 
m m, in D, dass sie A’O und B’O in zwei Punkten A und B schneidet, 
welche zwischen A’ und QO resp. zwischen B’ und O liegen. Die in A 
und B auf m, und m, errichteten Lote miissen sich, wie man sofort ein- 
sieht, in einem wirklichen Punkte C schneiden. Wir verlingern dann 
OB iiber O hinaus um sich selbst bis B,, ebenso AO bis A,, CO bis 
C,, endlich DO bis zum Schnitt mit B,A, in D,. Damn ist, wie man 
durch wiederholte Anwendung der Congruenzsiitze leicht beweist, Winkel 
C,B,0 congruent Winkel 
C,A,0, Winkel A,D,O 
congruent einem rechten 
Winkel. Nun sind aber 
die Dreiecke C,B,A, und 
CBA perspectiv. Folglich 
liegen die Schnittpunkte 
von C,A, mit CA, von 
C,B, mit CB, von A,B, 
mit AB, das heisst die 
Pole der drei Geraden 
m,, m, und m, auf einer Geraden. Da nun die Pole dreier beliebiger 
Geraden durch O auf einer Geraden liegen, liegen offenbar die Pole aller 
Geraden durch O auf einer Geraden, die wir die Polare zu O nennen. — 
Sei umgekehrt P cin Punkt der Polaren, so ziehen wir durch einen be- 
liebigen wirklichen Punkt P’ eine Gerade, die durch P geht und fallen 
von 0 aus ein Lot auf die Gerade PP’. Dann ist der Pol dieser letzteren 
Geraden der Punkt P. Somit ist unser zweiter Hiilfssatz vollkommen 
erwiesen. 

3) Hiilfssatz iiber die Mittelsenkrechte. 

Derselbe schliesst sich an die vorhergehenden Siitze seinem Inhalte 
nach vollkommen an, und wir werden ihn spiiter an einer Stelle gebrauchen. 
Er lautet: 

Errichtet man auf der Mitte M einer Strecke AB das Lot | und zieht 
durch die Endpunkte A und B zwei Geraden a und b, die sich in einem 
wirklichen oder idealen Punkte auf 1 schneiden, so bilden die Geraden a 
und b mit der Geraden AB gleiche Winkel, und die Lote auf 1 schneiden 
congruente Strecken auf a und b ab (s. Fig. 3). 

Der Beweis wird am besten indirect gefiihrt: 

Nehmen wir an, die von A und B ausgehenden Halbstrahlen a, und 
b, der Geraden a und b lagen auf einer Seite der Geraden AB und der 





Fig. 2. 
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Winkel (kleiner als zwei R) zwischen a, und dem Halbstrahl AB sei 
nicht congruent dem Winkel (kleiner als zwei R) zwischen 6, und dem 
Halbstrahl BA; dann ziehen wir 
durch B eine Gerade b’ so, dass ihr 
von B ausgehender, auf derselben 
Seite der Geraden AB liegender 
Halbstrahl 6,’ denselben Winkel 
(kleiner als zwei R) mit dem Halb- 
strahl BA einschliesst, wie a, mit 
dem Halbstrahl AB. Wir ver- 
langern AB iiber A und B hinaus 
um congruente Strecken bis C und 
D wud verbinden die Punkte C und 
D mit zwei wirklichen Punkten 
E wid F auf l. Die Gerade a 
mige CE in G, CF in H schneiden, die Gerade b’) DE in J, DF in K. 
Die Punkte A, B, C, D, E, F, G, H, J, K, M sind nach Voraussetzung oder 
Construction wirkliche Punkte, so dass wir die Congruenzsiitze anwenden 
kénnen. Aus diesen folgt, dass die Geraden JG und HK auf der Ge- 
raden / senkrecht stehen. 

Also schneiden sich JG und HK auf der Geraden CD (siehe Hiilfs- 
satz 1). Auf der letzteren schneiden sich aber nach Construction 
auch die beiden anderen entsprechenden Seitenpaare der Dreiecke GEJ 
und HFK, namlich GE und HF, JE und KF. Folglich sind diese 
Dreiecke perspectiv und die Verbindungslinien entsprechender Ecken gehen 
durch einen Punkt. Es schneiden sich demgemiiss die beiden Geraden 
HG (oder a) und KJ (oder b’) auf FE (oder 1). Folglich fallt 0’ mit b 
zusammen und der erste Theil unserer Behauptung ist erwiesen: << GAB 
ist congruent << ABJ. Dass aber dann die Lote auf / congruente Strecken 
auf a und 6 abschneiden, folgt sofort aus den Congruenzsiitzen. Somit 
ist unser Hiilfssatz vollkommen bewiesen. 














Fig. 3. 
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Einfihrung einer Pseudogeometrie. 


1. Einfitihrung von Pseudoparallelen. 


Auf Grund der vorhergehenden Siitze wollen wir die Elemente unserer 
Geometrie in der Ebene in ein System von Punkten und Geraden so 
einordnen und den Elementen dieses Systems solche Eigenschaften beilegen, 
dass fiir sie saimmtliche ebene Axiome der Verkniipfung, Anordnung 
und Congruenz erfiillt sind, ausserdem aber auch das Euklidische Axiom 
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der Parallelen erfiillt ist. Dieses System von geometrischen Elementen 
wollen wir Pseudogeometrie nennen. 

Sei O ein willkiirlicher wirklicher Punkt unserer Ebene und ¢ die 
Polare des Punktes O (siehe § 2). 

Definitionen: Wirkliche Punkte im Sinne unserer Pseudogeometrie 
sind alle wirklichen und idealen Punkte der zu Grunde gelegten Geometrie 
mit Ausnahme der Punkte auf ¢. 

Wirkliche Geraden im Sinne unserer Pseudogeometrie sind alle wirk- 
lichen und idealen Geraden der zu Grunde gelegten Geometrie mit Aus- 
nahme der Geraden ¢. 

Sind A, B, C drei Punkte auf einer Geraden a, so liegt B zwischen A 
und C im Sinne unserer Pseudogeometrie, wenn B zwischen A und C im 
Sinne der zu Grunde gelegten Geometrie liegt, wofern wir die Gerade ¢ 
als Normalgerade gewihlt haben (siehe § 1). 

Satz: Die wirklichen Punkte wnd Geraden unserer Pseudogeometrie 
erfiillen stimmtliche Axiome der Anordnung und Verkniipfung und das 
Euklidische Axiom. 

Denn durch einen Punkt A ausserhalb einer Geraden a lisst sich 
eine und nur eine Gerade a’ ziehen, die a@ in keinem wirklichen Punkte 
unserer Pseudogeometrie schneidet, niimlich diejenige Gerade a’, die sich 
mit a auf der Geraden ¢ schneidet. 

Demgemiiss geben wir folgende Definition: 

Zwei Geraden a und a’, welche sich auf der Geraden ¢ schneiden, 
nennen wir pseudoparallel. In Zeichen: a jj a’. 

Ferner beweisen wir folgenden allgemeinen Schnittpunktssatz: 

Hat man eine Gerade g und zwei Punkte A, und B, ausserhalb der- 
selben, so mige die Gerade A,B, die Gerade g in dem Punkte Y schneiden. 
Wir verbinden A, und B, mit einem Punkte X, auf g, schneiden die Geraden 
A,X, und B,X, mit einer beliebigen Geraden durch Y in A, und B,, ver- 
binden A, und B, mit einem beliebigen Punkte X, auf g, und schneiden 
A,X, und B,X, mit einer beliebigen Geraden durch Y in A, und B, u. s. w., 
so erhalten wir eine beliebige Anzahl von Punktepaaren: 


es 
B, B,... Ba. 


Dann wird behauptet, dass sich die Geraden A;A, und B;B, auf g 
schneiden, wo A; und B;, A, und B, zwei verschiedene ganz beliebige von 
jenen Punktepaaren sind (s. Fig. 4). 

Beweis: Wir zeigen zuniichst, dass die Geraden A,A, und B,B, 
sich in einem Punkte X,’ auf g schneiden. Die Dreiecke A,B, X, und 
A,B, X, sind perspectiv, denn entsprechende Seitenpaare der Dreiecke 
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schneiden sich in den Punkten A,, B, wud Y auf der Geraden A,B,. 
Folglich gehen die Verbindungslinien entsprechender Ecken A, As, B,B, 
und X,X, durch einen Punkt X,’ auf g, was wir zeigen wollten. 

Dann ergiebt sich der ganze Satz sehr leicht. Indem wir nimlich 
jetzt unsere Betrachtungen anwenden auf die Reihe von Punktepaaren: 


Pe ae 
B, By... Ba; 


die wegen des eben Bewiesenen genau dieselben Eigenschaften hat wie 
die alte Reihe, kénnen wir zeigen, dass A,A, und B,B, sich auf g 
schneiden, und durch Foitsetzung des Schlussverfahrens zeigen wir, dass 


A, 


Az 4 Be 


A 


chloe 
, ‘er 
Fig. 5. 








Fig. 4. 


die Geraden A, A, und B,B, sich auf g schneiden. Genau in derselben 
Weise folgern wir fiir jedes beliebige Paar von Verbindungsgeraden 
A; A, wnd B; B,, dass sie sich auf g schneiden. 

Nennen wir Pseudoparallelogramm ein solches Viereck, dessen Seiten 
paarweise pseudoparallel sind, und nehmen wir als Gerade g im vorher- 
gehenden Satze die Polare zu O, ¢, so kénnen wir folgenden Satz aus- 
sprechen (s. Fig. 5): 

Construirt man iiber der. Strecke A,B, ‘ein Pseudoparallelogramm 
A, B, A, B,, iiber der Strecke A, B, ein neues Pseudoparallelogramm A, B, A,B; 
und gelangt durch Fortsetewng dieses Verfahrens zu einer Reihe von Punkte- 
paaren 
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so sind die Geraden A; A, und B;B, pseudoparallel, wo A; und B;, A, und 
B, zwei beliebige dieser Punktepaare sind. — Wenn zwei Punktepaare so 
durch Pseudoparallelogrammconstruction aus einander hervorgehen, wie 
A; und B; aus A, und B,, dann wollen wir sagen, die Strecke A;B; geht 
aus der Strecke A,B, durch Pseudoparallelverschiebung hervor. Folgendes 
ist unmittelbar klar: Wenn A; B; aus A, B, durch Pseudoparallelverschiebung 
hervorgeht, dann geht auch A,B, aus A;B; durch Pseudoparallelver- 
schiebung hervor. Wir kénnen deshalb auch sagen: Zwei solche Strecken 
entstehen aus eimander durch Pseudoparallelverschiebung. 


2. Pseudocongruenz von Strecken. 


Definition: Zwei Strecken AB und A’B’ wollen wir als pseudo- 
congruent betrachten (in Zeichen AB = A’B), wenn entweder diese 
Strecken durch Pseudoparallelverschiebung aus einander entstehen oder 
aus ihnen durch Pseudoparallelverschiebung zwei Strecken OF und OF so 
hervorgehen, dass die Gerade EF’ durch den Pol der Halbirungslinie des 
Winkels EOF geht. 

Der Punkt O hat die im Anfang dieses Paragraphen definirte Be- 
deutung. 

Satz:*) Seien A und B zwei Punkte auf einer Geraden a und ferner 
A’ ein Punkt auf derselben oder einer anderen Geraden a’, so kann man 
auf einer gegebenen Seite der Geraden a’ von A’ stets einen und nur einen 
Punkt B’ finden, sodass AB (oder B.A) der Strecke A’ B’ pseudocongruent 
ist. Jede Strecke ist sich selbst pseudocongruent. 

Beweis: Da wir leicht die Strecke AB aus sich selbst durch 
Pseudoparallelverschiebung hervorgehen lassen kénnen, ist jede Strecke AB 
sich selbst pseudocongruent. Im Uebrigen wollen wir den Satz in zwei 
Schritten beweisen. 


a) Zuniichst wollen wir annehmen, dass a und a’ entweder identisch 


oder pseudodparallel sind. °‘ir wenden auf die Strecke AB irgend eine 
Pseudoparallelverschiebung an und ge- ‘ 
langen so zu einem Punktepaare A, B,, . 4 





das nicht auf der Geraden a’ liegt, ver- 
binden A, mit A’ und ziehen durch B, 
eine Pseudoparallele zu A, A’, die a’ in B,’ 
schneidet. B,’ muss ein wirklicher Punkt 
im Sinne unserer Pseudogeometrie sein, 7” * *t 
denn sonst miisste die Gerade B,’ B, der fea 

Geraden a’ pseudoparallel sein, was nicht méglich ist, da B,’ B, || A’ A, ist 


*) Vgl. Festschrift § 6, erstes Congruenzaxiom. 

















414 Denn. 


und deshalb auch A’ A, jj a@ sein miisste, was nicht der Fall ist. Denn 
A’ A, und a@ haben einen im Sinne unserer Pseudogeometrie wirklichen 
Punkt A’ gemeinsam. Verbinden wir weiter A’ mit B, und ziehen durch 
A, za A’B, eine Pseudoparallele, so schneidet diese a’ in einem Punkte 
B,, der auch ein wirklicher Punkt unserer Pseudogeometrie ist. Da 
fiir solche Punkte aber die Axiome der Reihenfolge siimmtlich erfillt 
sind (s. § 3, 1), so ergiebt sich leicht, dass B,’ auf einer anderen Seite 
der Geraden a’ von A’ liegt als B,. Weil nun auch nach Definition die 
Strecken B,’A’ und B,'A’ der Strecke AB pseudocongruent sind, so 
haben wir den ersten Theil unseres Satzes bewiesen. Aber es friigt sich 
noch, ob wir nicht durch einen anderen Constructionsmodus zu anderen 
Punkten B,’ und B,’ hiitten kommen kénnen, ob also dem zweiten Theil 
der Behauptung Geniige geleistet wird. Wir wollen deshalb auf die 
Strecke AB eine beliebige andere Pseudoparallelverschiebung anwenden 
und annehmen, wir gelangten so zu einer anderen Strecke A’ B,’ auf d. 
Heisst die Reihe einander entsprechender Punktepaare 


AA, Az... A,A’, 
BB, B,... B, By, 
so betrachten wir die Reihe der entsprechenden Punktepaare 
(ee ea ) a 
RPaw....- BeR...m. 
Es ergiebt sich*), dass A, A’ und B, B,’ pseudoparallel sind und also B, 


mit B, zusammenfiallt, da durch einen Punkt B, nur eine Pseudo- 


parallele zu einer Geraden A,A’ geht. — Heisst die Reihe der ent- 
sprechenden Punktepaare bei der zweiten Constructionsweise aber 


Ady... elf, 
BB,... B.A, 
so betrachten wir die Reihe der entsprechenden Punktepaare 


Ba... od. -:A., 


A’ B,...B, BB... B, 


und folgern ebenso wie vorher, dass B,’ mit °B,’ zusammenfallen muss. 
Somit ist unter der anfinglich gemachten Voraussetzung unser Satz voll- 
kommen erwiesen. 

b) Jetzt nehmen wir an, dass a und a’ nicht identisch oder pseudo- 
parallel sind. Wir zichen durch 0 die Pseudoparallelen b und b’ zu a und @’. 





*) 8S. § 3, 1 den speciellen Fall des allgemeinen Schnittpunktsatzes. 
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Die Strecke AB iibertragen wir durch Pseudoparallelverschiebung 
auf die Strecke OF, auf b. Sei X ein Punkt auf b’, so zichen wir durch 
E, und den Pol der Halbirungslinie des Winkels E,OX eine Gerade, die 
0X in einem wirklichen Punkt F' unserer Pseudogeometrie schneidet. 
Denn wire E,F'|| OF, dann miisste OF durch den Pol der Halbirungs- 
linie des Winkels E,OF' gehen, also in O auf besagter Halbirungslinie 
senkrecht stehen und der Winkel E,OF gleich zwei Rechten sein, was 
nach Voraussetzung ausgeschlossen ist. Die Strecke OF iibertragen wir 
durch Pseudoparallelverschiebung, wie vorhin gezeigt ist, auf zwei Strecken 
AB, und A’ B,’ auf a’, wobei A’ zwischen B,’ und B,’ liegt. Dann sind 
nach Definition die Strecken A’ B,’ und A’B,’ der Strecke AB pseudo- 
congruent, und der erste Theil unserer Behauptung ist auch fiir diesen 
Fall erwiesen. Da die Pseudoparallelverschiebung der Strecke OF' nach 
AB, und A’ B, gemiiss Theil a) unseres Beweises vollkommen eindeutig 
ist, so kann es nur die Modification eines anderen Theiles unserer Ab- 
tragungsconstruction bewirken, dass wir zu anderen Punkten B’ kommen. 
Durch die Pseudoparallelverschiebung der Strecke AB auf die Gerade b 
gelangen wir ausser zu dem Punkt EF, noch zu dem Punkte E,, so zwar, 
dass O zwischen E, und E, liegt; und jeder der beiden Halbstrahlen 
OE, und OF, bildet mit der Geraden b’ zwei Winkel, liefert also auch 
zwei Constructionen eines Punktes F. Wir kommen also im Ganzen zu 
vier Punkten F. Wir wollen beweisen, dass je zwei zusammenfallen: 
wir behalten noch zwei Punkte F, und F, iibrig. Schliesslich zeigen wir, 
dass die Strecken OF, und OF, durch Pseudoparallelverschiebung aus- 
einander hervorgchen. Daraus folgt endlich gemiss des speciellen Falles 
unseres allgemeinen Schnittpunktsatzes § 3, 1, dass wir durch Pseudoparallel- 
verschiebung der Strecken OF, und OF, und deshalb auch bei einer 
beliebigen Abtragung der Strecke AB auf 
@ vom Punkte A’ aus stets zu denselben ; N 
Punkten B,’ und B,’ kommen miissen. 

Nach Voraussetzung geht ‘(s. Fig. 7) 
die Strecke Z,O aus der Strecke EL, O durch 
Pseudoparallelverschiebung hervor. Wenn 
wir also durch O eine Pseudoparallele zu 
E,F,, durch F, eine Pseudoparallele zu OE, ziehen und dann den 
Schnittpunkt G der beiden Pseudoparallelen mit EF, verbinden, so muss 
nach dem oftmals erwihnten Schnittpunktsatze GE, pseudoparallel F, O sein. 

Wir errichten in O auf OF, und OF, die Lote J, und /,. Dann 
fillen wir von einem passend gewihlten wirklichen Punkt H von OG 
Lote auf 1, und 1,, die OF, und OF, in den wirklichen Punkten J 
respective K schneiden. Dann ist leicht zu zeigen, dass OG die Halbirungs- 








Fig. 7. 
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linie des Winkels E, OF, ist und dass KJ auf OG senkrecht steht, also 
durch den Pol dieser Geraden geht. Nun sind aber die Dreiecke GF, E, 
und HJK perspectiv, denn die Verbindungslinien der entsprechenden 
KEcken gehen durch O. Da je zwei Seiten paarweise pseudoparallel sind, 
sich also auf der Geraden ¢ schneiden, so miissen auch die dritten Seiten 
E,F, wid KJ pseudoparallel sein, und E,F, geht durch den Pol der 
Halbirungslinie des Winkels E,OF,, weil dasselbe fiir die Gerade KJ 
der Fall ist. Wir kommen also gemiiss unserer Abmachungen iiber 
pseudocongruente Streckenabtragung von FE, zu demselben Punkte F, auf 
dem einen Halbstrahl der Geraden b’ wie von E,. Durch eine beliebige 
Abtragungsconstruction der Strecke AB auf b’ kommen wir also im 
Ganzen zu zwei Punkten F, und F,, so dass OF, und OF, = AB sind 
und O zwischen F, und F, liegt. 

Ferner ziehen wir (s. Fig. 8) durch FE, und O Pseudoparallelen zu 
F,O bezw. F,E,. Den Schnittpunkt LZ dieser beiden Hiilfsgeraden ver- 
binden wir mit F,. Wir errichten in O die Lote auf OF, und OF, 
1, und 7,, und fallen von einem passend gewihlten Punkte M der Geraden 
OL die Lote auf 1, und /,, die OF, in N, OF, 
in P schneiden, wo M, N, P wirkliche Punkte 
sind. Dann ergiebt sich ebenso wie friiher, dass 
OL die Halbirungslinie des Winkels EF, OF, ist 
und PN auf OL senkrecht steht, also durch 
den Pol von OL geht. Die Dreiecke E,LF, und 
PMN sind perspectiv; da aber zwei Seitenpaare: 
E,L wd PM, E,F, und PN nach Construction 
oder Voraussetzung sich auf der Geraden ¢ schneiden, 
ist dasselbe fiir das dritte Seitenpaar der Fall. 
Deshalb sind LF, und MN pseudoparallel und endlich auch LF, und 
OE, pseudoparallel. Die Strecken F,O und F,O gehen also durch 
Pseudoparallelverschiebung aus einander hervor, was wir zeigen wollten. 

Satz*). Wenn eine Strecke AB sowohl der Strecke A’ B’ als auch 
der Strecke A” B” pseudocongruent ist, dann ist auch A’ B’ der Strecke A’ B” 





In Zeichen: Wenn 
AB = AB’, 

und 
AB 


W 


i” 
ist, dann ist auch 
A’ B’ = A” B". 


*) Vgl. Festschrift § 6, zweites Congruenzaxiom. 
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Da es klar ist, dass, wenn zwei Strecken A’ B’ und A” B”’ aus einer dritten 
durch Pseudoparallelverschiebung hervorgehen, dann auch A’ B’ und A” B’ 
aus einander durch Pseudoparallelverschiebung entstehen, so brauchen 
wir nur noch Folgendes nachzuweisen: 

Haben wir drei Gerade durch den Punkt 0 (s. Fig. 9) und auf den- 
selben respective die Punkte A, B,C und geht die Gerade AB durch 
den Pol der Halbirungslinie des Winkels AOB, die Gerade AC durch 
den Pol der Halbirungslinie des Winkels AOC, dann geht auch BC 
durch den Pol der Halbirungslinie des Winkels BOC. 

Tragen wir auf OA, OB und OC wirklich congruente Strecken 
0A’, OB’ wnd OC’ ab, dann gehen, wie leicht zu zeigen, die Geraden 
A'B, B’C’ und C’A’ respective durch die Pole der Halbirungslinien der 
Winkel AOB, BOC und AOC. Die Dreiecke ABC und A’B’C’ sind 
perspectiv, denn ihre Ecken liegen auf drei Geraden durch O. Folglich 
schneiden sich die entsprechenden Seitenpaare auf einer Geraden. Da sich 
nun AB und A’B’, AC und A’C’ nach Voraussetzung und Construction 
auf der Polaren zu O schneiden, so miissen sich auch BC und B’C’ auf 
der Polaren schneiden. Nun ist der Schnittpunkt von B’C’ mit der 
Polaren zu O der Pol der Halbirungslinie des Winkels B’ OC’, folglich 
geht auch BC, wie behauptet, durch den Pol der besagten Halbirungslinie. 

















Fig. 10. 


Satz*): Es seien AB und BC zwei Strecken ohne gemeinsame Punkte 
auf der Geraden a und ferner A’ B’ und B'C’ zwei Strecken ohne gemein- 





*) Vgl. Festschrift § 6, drittes Congruenzaxiom. 
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same Punkte auf derselben oder einer anderen Geraden a’; wenn dann 
AB = A'B’ und BC = B'C’ ist, so ist auch stets AC = A'C’. 

Wieder kénnen wir uns, wie leicht ersichtlich, auf den Beweis des 
Satzes beschriinken, wenn es sich um pseudocongruente Abtragung auf 
verschiedenen Geraden durch O handelt (s. Fig. 10). 


Voraussetzung: 
OD = OC, 
DF = CE. 
Behauptung: 
OF = OE. 


Wir iibertragen durch pseudoparallele Verschiebung DF und CE auf 
Strecken mit dem einen gemeinsamen Endpunkt O und mit A und B 
als anderen Endpunkten, wo A und B auf den Halbstrahlen OC und OD 
liegen. Wir ziehen durch B zu OA und durch A zu OB Pseudo- 
parallelen, die sich in G schneiden, verbinden G mit E und F, A mit D, 
B mit C. Dann sind nach Voraussetzung und Construction AD und GF, 
BC und GE, DC wid BA pseudoparallel. Die letzteren beiden Geraden 
gehen durch den Pol der Halbirungslinie des Winkels A40B. Durch eine 
ahnliche Hiilfsconstruction (sie ist in der Figur angedeutet) wie in den 
vorigen Beweisen, in der als Hiilfspunkte nur wirkliche Punkte vor- 
kommen, beweisen*) wir, dass G und H auf der Halbirungslinie des 
Winkels AOB liegen. Dann sind aber die Dreiecke HAB und GEF 
perspectiv, und da sich die Seitenpaare /G und AH, EG und BH auf 
der Geraden ¢ schneiden, so miissen sich auch AB und EF auf ¢ schneiden, 
sind also pseudoparallel. BA geht durch den Pol der Halbirungslinie 
des Winkels AOB. Dasselbe gilt also auch fiir EF. Folglich ist 
FO = EO, was zu beweisen war. 


3. Pseudocongruenz von Winkeln. 


Definition: Den Begriff ,Winkel“ unserer Pseudogeometrie definiren 
wir genau so wie in der zu Grunde gelegten Geometrie, nur dass natiir- 
lich der Scheitel und die Schenkel irgend welche wirkliche Punkte respective 
Geraden im Sinne unserer Pseudogeometrie sein kénnen. 

Durch den Scheitel A eines Winkels BAC (s. Fig. 11) ziehen wir 
eine beliebige Gerade AD, durch D zwei Halbstrahlen DF und DE 
pseudoparallel zu AB und AC, so zwar, dass, wenn die Gerade AD die 
Halbstrahien AB und AC trennt, dieselbe auch die Halbstrahlen DE 


*) Man beachte die Perspectivitiit 1) der Dreiecke ABG und JKG’, 2) der 
Dreiecke mit den Seiten CB, BM, MJ resp. DA, AL, LK und daraus folgend 
die Perspectivitiit der Dreiecke CHD und JH’K. (Vorausgesetzt ist: JG’ || AG, 
KG’ || Ba, MJ || BC, LK || AD, LM |i AB.) 
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und DF trennt und umgekehrt. Ferner ziehen wir durch D eine Gerade 
DG und fahren in derselben Weise fort und gelangen schliesslich zu einem 
Winkel YXZ. Dann wollen wir sagen 

x YXZ geht aus x< BAC durch 
Pseudoparallelverschiebung hervor. 

Dann ist Folgendes unmittelbar 
klar: Wenn < YXZ aus x BAC 
durch Pseudoparallelverschiebung hervor- 
geht, dann geht auch <BACaus x YXZ 
durch Pseudoparallelverschiebung hervor. 

Wir kénnen deshalb sagen: zwei solche ¢ 
Winkel entstehen aus einander durch Fig. 11. 
Pseudoparallelverschiebung. 

Definition: Zwei Winkel ABC und A’ B’C’ wollen wir als pseudo- 
congruent betrachten (in Zeichen: << ABC = <x A’ B’C’), wenn entweder 
diese Winkel durch Pseudoparallelverschiebung aus einander entstehen 
oder aus ihnen zwei Winkel EOF und GOH mit dem gemeinsamen 
Scheitelpunkt O durch Pseudoparallelverschiebung hervorgehen, die con- 
gruent sind im Sinne der zu Grunde gelegten Geometrie. 

Dann gelten, wie leicht ersichtlich, folgende Siitze*): 

Es sei ein Winkel << BAC und eine Gerade a’, sowie eine bestimmte 
Seite von a’ gegeben. Es bedeute B’ einen Punkt der Geraden a’, dann 
giebt es einen und nur einen Halbstrahl C’ A’, wo A’ ein Punkt von a’ ist, 
so dass der Winkel BAC (oder CAB) pseudocongruent dem Winkel 
B'A'C’ ist wnd zugleich alle inneren Punkte des Winkels B’ A’ C’ auf’ der 
gegebenen Seite von a’ liegen. — Jeder Winkel ist sich selbst pseudocongruent. 

Wenn ein Winkel BAC sowohl dem Winkel B’A’C’ als auch dem 
Winkel B”’ A” C” pseudocongruent ist, so ist auch der Winkel B’ A’C’ dem 
Winkel B” A” C” pseudocongruent. 











4. Der erste Pseudocongruenzsatz. 


Definition: Zwei Dreiecke heissen pseudocongruent, wenn ihre 
respectiven Seiten und Winkel pseudocongruent sind. 

Satz**): Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten und der eingeschlossene 
Winkel beziehungsweise pseudocongruent, dann sind auch die iibrigen Sticke 
in den beiden Dreiecken beziehungsweise pseudocongruent. 

Den Beweis zerlegen wir in zwei Theile. 


a = — 


*) §. Festschrift § 6, viertes und fiinftes Congruenzaxiom. 
**) §. Festschrift § 6, sechstes Congruenzaxiom und § 7, Satz 10. 


a7* 
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Dexun. 


a) Es sei uns ein Dreieck ABC (s. Fig. 12) und ein beliebiger Punkt 


A’ gegeben. 





Fig. 12. 


Wir verbinden A mit A’ und ziehen durch A’ zu AB und 


AC Pseudoparallelen, die die Pseudoparallelen 
za AA’ durch B und C in B’ resp. in C’ 
schneiden. Dann sind die Dreiecke ABC 
und A’ B’C’ perspectiv, denn AA’, BB’, CC’ 
gehen durch einen Punkt. Da aber AB und 
A’ B’, AC und A’C’ pseudoparallel sind, so 
sind auch BC und B’C’ pseudoparallel. Daraus 
folgt aber, dass die Seiten und Winkel im 
Dreieck A’ B’C’ den Seiten und Winkeln im 
Dreieck ABC entsprechend pseudocongruent 
sind. Also: Man kann zu jedem Dreieck ein 


pseudocongruentes finden, dessen eine Ecke mit einem beliebig vor- 
gegebenen Punkte zusammenfiallt. 

b) Angenommen in zwei Dreiecken wiren zwei Seiten und der ein- 
geschlossene Winkel beziehungsweise pseudocongruent, dann ersetzen wir sie 


zB, 





nach a) so durch pseudocongruente 
Dreiecke, dass die Scheitel der pseudo- 
congruenten Winkel in den Punkt 0 
zusammenfallen. Diese beiden Dreiecke 
(s. Fig. 13) mégen die Ecken 0, A,, B, 
und QO, A,, B, haben, dann ist nach 
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Voraussetzung 
OA,=OA,, OB, = OB,, 
x B,OA, = x B,OA,. 

Wir nehmen an, dass B, O und B,0 
von A,O und A,O nicht getrennt 
werden. Haben wir unseren Satz fiir 
diesen Fall bewiesen, so ist der 
andere Fall, wo B,O und B,O von 
A,O und A, O getrennt werden, auch 
erledigt. Wir kénnen das Dreieck 
A, OB, in ein anderes A,’0B,’ pseudo- 
congruent iiberfiihren, das so liegt, 
dass die entsprechenden Seitenpaare 
sich nicht trennen; dann werden auch 
A,O und B,O nicht von A,’O und 
B,’O getrennt, und wir kénnen be 


weisen, dass A,’OB,’ und A,OB,, folglich auch A,OB, und A,OB, pseudo- 
congruente Dreiecke sind. Denn nach friiheren Sitzen gilt der Satz: Sind 
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zwei Dreiecke einem und demselben dritten Dreieck pseudocongruent, dann 
sind sie auch einander pseudocongruent. 

Bei jener Annahme ziehen wir durch A, zu B,O, durch A, zu B,O, 
durch O zu A,B, und A,B, Pseudoparallelen, die sich respective in C, 
und @, schneiden. A, verbinden wir mit A,, B, mit B, und bringen 
A,B, und A,B, zum Schnitt in O,, C,A, und C,A, in O,. A,A, ist 
nun pseudoparallel B, B,, denn diese beiden Geraden gehen nach Voraus- 
setzung durch den Pol der gemeinsamen Halbirungslinie der Winkel B, OB, 
und A,OA,. Folglich sind die Dreiecke A,O,A, und B,OB, perspectiv, 
denn ihre Seiten schneiden sich auf der Geraden ¢, und O, O, und O, 
liegen auf einer Geraden. Dann sind aber auch die Dreiecke O,A,A, 
ud OC,C, perspectiv und C,C,, A,A, und B,B, sind pseudoparallel. 
Wir wollen nun zeigen, dass die Gerade 00,0, durch die Pole der drei 
mletzt genannten Geraden geht, d. h. mit der gemeinsamen Halbirungs- 
linie der Winkel A,OA, und B,OB, zusammenfiallt; ausserdem aber auch, 
dass 00,0, den Winkel C,OC, halbirt. 

Wir tragen die Strecke OB, bis B, auf der Geraden OA,, die Strecke 
OB, bis B, auf OA,, die Strecke OA, auf OB, bis A,, die Strecke OA, 
auf OB, bis A, pseudocongruent ab. Dann sind A,A,, B,B,, B,B, und 
A,A,, — B,B, und A,A,, — B,B, und A, A, pseudoparallel. Bringen 
wir A,A, und A,A, zum Schnitt in D, B,B, und B,B, zum Schnitt 
in E, so sind die Dreiecke A,DA, und B,EB, perspectiv. Folglich 
liegen E, D und O auf einer Geraden. Andrerseits sind die Dreiecke 
A,B,A, und A,B, A, perspectiv, denn ihre entsprechenden Ecken liegen 
auf pseudoparallelen Geraden. Folglich liegen O, O, und D auf einer 
Geraden, also auch die fiinf Punkte 0, 0,, O,,.D,E. Haben wir nun ein 
Dreieck F'G H, dessen Ecken G und H auf A,O und A,O (oder auf B,O 
und B,O) liegen und dessen Seiten den Geraden A,A,, A,A, und A, A, re- 
spective pseudoparallel sind, dann liegt die Dreiecksecke F' auf der Geraden 
DEO nach dem Desargues’schen Satz, und unser Zweck ist erreicht, 
wenn wir zeigen kénnen, dass F'O die bewusste Halbirungslinie ist. Es 
ist nun klar, dass, wenn nicht gerade Ausnahmefille eintreten, man immer 
tin Dreieck mit den wirklichen Punkten F, G, H als Eckpunkten finden 
kann, das diesen Bedingungen geniigt. Ausnahmelagen der beiden der 
Untersuchung zu Grunde liegenden Dreiecke kénnen wir so behandeln, dass 
wir das eine der Dreiecke erst in ein beliebiges anderes pseudocongruent 
tiberfiihren und dieses dann unserer Betrachtung zu Grunde legen. Haben 
wir aber ein solches Dreieck F'GH, so ist es leicht zu zeigen, dafs F'O die 
Halbirungslinie des Winkels G OH ist. (Man beachte (s. Fig.13), dass OG = 
0H=0G’—- OH’ ist, denn nach Construction stehen GH und G’ H’ senk- 
recht auf der gemeinsamen Halbirungslinie der Winkel A,0A, und B,OB,). 








422 Dexn 


Folglich geht C,C, durch den Pol von O0,00,. Ferner wahlen wir einen 
passenden, wirklichen Punkt J auf 0,0 und ziehen durch J Pseudo- 
parallelen zu A,B, und A,B,, die OA, und OA, im den wirklichen 
Punkten K resp. Z schneiden mégen. Dann folgt aus dem Desargues’schen 
Satze, dass KL pseudoparallel zu A,A, ist und also senkrecht auf 00, 
steht. Weil nun OO, die Halbirungslinie des Winkels A,OA, ist, so 
folgt sofort, dass Winkel KJO congruent Winkel LJO ist. Fiillen wir 
von 0 aus Lote auf JK und JL mit den respectiven Fusspunkten M 
und N, so stehen OM und ON nach Voraussetzung auf OC, resp. OC, 
senkrecht. Nun sind die Dreiecke MJO und NJO congruent; folglich 
ist nach dem Vorhergehenden der Winkel C,O0O, congruent dem Winkel 
C,00,. Also ist nach unserer Definition der Pseudocongruenz C,0 
pseudocongruent C,O und auch A,B, pseudocongruent A, B,. Da 
x A,OC, = x A,OC, ist, so folgt aus unseren Definitionen itiber 
Pseudocongruenz von Winkeln, dass << OA,B, = x OA,B, ist. Ebenso 
zeigen wir endlich, dass die Winkel A,B,O und A,B,O pseudocon- 
gruent sind. Damit haben wir den ersten Pseudocongruenzsatz voll- 
kommen erwiesen. 

Man wird sich nun leicht iiberzeugen, dass jedem der Congruenz- 
axiome (s. Festschrift § 6) einer der im Vorhergehenden bewiesenen Sitze 
iiber Pseudocongruenz entspricht; deshalb kénnen wir zusammenfassend 
folgenden Satz aussprechen: 

Die Elemente unserer Pseudogeometrie mit Ausnahme der Elemente der 
Geraden t erfiillen alle Axiome der gewéhnlichen Euklidischen Geometrie 
einschliesslich des Parallelenaxioms, und die Gerade t spielt die Rolle der 
yidealen“ oder ,unendlich fernen“ Geraden. 


§ 4. 
Einfiihrung der Streckenrechnung. 


Da nun unsere Siatze niemals abhiingig sind von den Gebilden, auf 
die sie mittels unserer geometrischen Sprache bezogen werden, sondern 
nur von den Axiomen, das heisst von den Eigenschaften, die wir von den 
Gebilden postuliren, so ist alles, was man in der gewdhnlichen Geometrie 
bewiesen hat und beweisen kann, auch erfiillt fiir unsere Pseudogeometrie. 
Hiervon wollen wir im Folgenden den weitgehendsten Gebrauch machen. 

Zam Beispiel kénnen wir sofort den Satz aussprechen: 

Die Winkelswumme in irgend einem Dreieck ist pseudocongruent zwei 
Rechten. 

Dann aber wollen wir sogleich die Streckenrechnung einfiihren, wie 
sie von D. Hilbert in seiner Festschrift Kap. III angegeben ist. Diese 
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erméglicht die Lehre von den Proportionen zu begriinden und eine Art 
analytischer Geometrie zu construieren, ohne von dem Archimedischen 
Axiom Gebrauch zu machen, das wir ja bei unseren ganzen Untersuchungen 
ausschliessen wollten. 

Wie leicht sich jetzt vieles gestaltet, werden wir sofort an dem 
Beweise folgender Siitze erkennen: 

1) Die drei Hohen in einem Dreieck schneiden sich auch in der Nicht- 
Euklidischen Geometrie in einem Punkte. 

Beweis: Legen wir den Punkt O in eine Dreiecksecke, so sind 
simmtliche Lote entweder senkrecht auf Geraden durch O oder sie sind 
selbst Geraden durch O. Folglich sind sie auch Lote in unserer Pseudo- 
geometrie. Dann miissen sie sich aber in einem Punkte schneiden, was 
zu beweisen war. 

2) Der Pascal’sche Satz vom Sechseck im Winkelrawm. 

Derselbe kann, wie in der Festschrift gezeigt ist, auf Grund der 
Streckenrechnung nachgewiesen werden. Da er aber ein reiner Schnitt- 
punktsatz ist, so gilt er unmittelbar auch in unserer Geometrie. Damit 
haben wir einen Beweis des Pascal’schen Satzes auf Grund der Axiome 
der Gruppen I, II und der ebenen Axiome der Gruppe IV*) gewonnen. 

Mittels des Pascal’schen Satzes kénnen wir aber die projective Geometrie 
begriinden, deren Siitze wir fernerhin hiufig gebrauchen werden. 

Ferner schreiben wir in Zukunft oftmals statt congruent: gleich (=), 
statt pseudocongruent: pseudogleich (~) und definiren in bekannter**) 
Weise, was wir darunter zu verstehen haben, wenn wir von einer Strecke 
a sagen, sie sei Kleiner als b (a<b), pseudokleiner als b (a<b) oder 
grisser als b (a>), pseudogrisser als b (a > b). 

Das Hauptresultat unserer bisherigen Untersuchungen kénnen wir 
folgendermassen aussprechen: 

Alle reinen Schnittpunktsdtze, die man auf’ Grund der Asxiomgruppen 
I, I, TIT, IV beweisen kann, folgen auch bereits auf Grund der Axiom- 
gruppen I, II, IV, d. h. ohne Parallelenaxiom. 


*) Der specielle Pascal’sche Satz, bei dem die Pascalgerade die ,,unendlich 
ferne* Gerade ist, wird tibrigens gerade zum Aufbau der Streckenrechnung in der 
Festschrift benutzt. Der allgemeine Fall desselben wird jedoch am einfachsten 
mittels der Streckenrechnung abgeleitet. — Einen Beweis des Pascal’schen Satzes 
nmittels simmtlicher Axiome der Gruppen I, II, IV giebt Schur, Math. Ann. Bd. 51. 
**) s. Festschrift: Cap. III; § 15. 
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Capitel II. 
Congruenz und Projectivitat. 
§ 5. 
Fundamentalsatz. 


Definition: Ordnen wir jedem wirklichen Punkte A, B,C,... 
einer Geraden g einen wirklichen Punkt A,, B,, C,,... derselben Geraden g 
so zu, dass die Strecke zwischen zwei beliebigen wirklichen Punkten con- 
gruent der Strecke zwischen den entsprechenden Punkten ist, so nennen 
wir die Punktrethen congruent. 

Es ergiebt sich leicht, dass zwei congruente Punktreihen entweder 
durch congruente Verschiebung aus einander hervorgehen, oder durch 
eine Spiegelung an einem beliebigen wirklichen Punkt der Geraden g 
zusammen mit einer congruenten Verschiebung. (Die Ausdriicke Spiegelung 
und congruente Verschiebung sind in dem iiblichen Sinne zu verstehen.) 

Dann sprechen wir folgenden fiir die Beziehungen zwischen Congruenz 
und Projectivitit fundamentalen Satz aus: 

Sind A, B,C,... und A,, B,, C,,... congruente Punktreihen auf 9, 
so gehen sie durch wiederholte Projection aus einander hervor (so sind sie 
» pr ajectiv“). 

Die Spiegelung an einem Punkte S (s. Fig. 14) von g kann durch 
zwei Projectionen vermittelt werden. Wir errichten in S ein Lot XSY 


x (s. Figur) und projiciren die Punktreihe 


A, B, ... vom Pol der Halbirungslinie 

des Winkels XSW auf die Gerade 

XSY; die entstehende Punktreihe 

A, B,... projiciren wir vom Pol 

2 A/ 2 le a 4 _,, der Halbirungslinie des Winkels XSZ 
: 
. 14. 





wieder auf g. Die so entstehende 
Punktreihe A’, B’,... ist dann das 
Spiegelbild der Punktreihe A, B,... 
am Punkt S, was wir zeigen wollten. 
Deshalb kénnen ,wir unseren Beweis 
auf solche Punktreihen beschrinken, 
die durch congruente Verschiebung, etwa um die Strecke v, aus einander 
hervorgehen. 

Seien (s. Fig. 15, $8.24) A und O wirkliche Punkte auf der Geraden g 
und AO grésser als die Verschiebungsstrecke v. Dann ziehen wir durch 0 
eine zweite Gerade g, und tragen auf dem Halbstrahl von g,, der mit 
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0A einen spitzen Winkel bildet, eine 0A congruente Strecke bis A, ab. 
Ferner tragen wir die Verschiebungsstrecke v von O bis P ab, wo P 
zwischen O und A, auf OA, liegt. Wir verbinden dann den Punkt A 
mit P, errichten in der Mitte M von PA eine Senkrechte, die OA, in 
dem wirklichen oder idealen Punkt 
0, schneidet und verbinden A mit 
0, durch die Gerade g,. Wir be- 
haupten jetzt: Projiciren wir die 
Punktreihe A,-B, C,... von 
g vom Pol der Halbirungslinie 
des Winkels A,O.A auf g, und er- 
halten so die Punkte A,, B,, C,,..., 
projiciren diese vom Pol von 
MO, auf g, und erhalten die 
Punktreihe A,, B,, Cy,..., pro- 
jiciren endlich diese vom Pol der 
Halbirungslinie eines der Winkel 
(9:, 9), so erhalten wir eine von 
den beiden Punktreihen A,, B,, C,,... 
mit der verlangten Verschiebungs- 
strecke v, je nach der Seite, nach 
der verschoben werden soll. Es 
ist nimlich nach dem friiher (§ 2) 
bewiesenen Hiilfssatz iiber die 
Mittelsenkrechte AA, congruent AA, congruent PA, congruent (nach 
Construction) der Strecke v, um die jeder Punkt von g verschoben 
werden sollte. Andrerseits ist AB congruent A,B, congruent A,B, 
congruent A,B,, und weil dasselbe fiir die Punkte C, D etc. gilt, sind 
die Punktreihen A, B,... und A,, B,,... congruent. Andrerseits ent- 
stehen sie aber aus einander durch mehrfache Projection, womit unser 
Satz erwiesen ist. 

Daraus folgt sofort, dass congruente Punktreihen auf zwei beliebigen, 
verschiedenen Geraden projectiv sind. Denn man kann nach friiher Ge- 
sagtem jede Gerade auf jede sie schneidende congruent projiciren. Dabei 
haben wir folgende Definition von congruenten Punktreihen auf verschie- 
denen Geraden vorausgesetzt: 

Die Punktreihen A,, B,,... auf der Geraden a, und A,, B,,... auf 
der Geraden a, sind congruent, wenn: 


A, B, = A, B,, A,C,=A,C,, B,C, = BC,,--- 








Fig. 15. 


ist. 
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§ 6. 
Beziehung zwischen Congruenz und Pseudocongruenz. 


Da auf Grund der Lehre von den Proportionen leicht der Satz von 
der Erhaltung des Doppelverhiiltnisses bei Projection bewiesen werden 
kann, so folgt aus dem Satz des vorigen Paragraphen, dass zwei con- 
gruente Punktquadrupel, je auf einer Geraden gelegen, entsprechend pseudo- 
gleiche Doppelverhiltnisse bilden. Diese Thatsache wollen wir zum Be- 
weise des folgenden Satzes verwenden: 

Seien A und A, (s. Fig. 16) wirkliche Punkte auf der Geraden n 
durch O und OA (oder a) der Strecke AA, (oder a,) congruent, ferner B 


Bi 








Fig. 16. 


und B, zwei beliebige andere Punkte auf derselben oder einer anderen 


Geraden m durch O und OB (oder b) congruent BB, (oder b,), dann be- 
haupten wir: 


Ist 
aa 
< 1) 
dann ist beziiglich auch 
b = b,. 
< 


Da wir wissen, dass von O aus abgetragene, congruente Strecken, 
zugleich pseudocongruent sind, so kénnen wir ersichtlich unsere Be- 
trachtungen auf eine Gerade m durch 0 beschriinken. Wir beweisen 
zunichst folgenden Hiilfssatz: 

Sind B, B,, B’, B, wirkliche Punkte auf_einer Geraden m durch 0 
und ist BB, (oder b,) == B’B,’ (oder b’) = OB (oder b), und liegen B 
und B,, B’ und B,’ je auf derselben Seite von O auf m, dann wird 
behauptet: 

Ist 
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dann ist beziighich auch: 


b=v. 
< 


Aus dem oben erwihnten Grunde kénnen wir annehmen, dass B’ auf 
der Seite BO von m liegt. 
Sei ferner OB congruent und pseudocongruent OB, dann sind 


(B, O, B, B’) wnd (0, B, B,, By) 
congruente Punktquadrupel, deshalb ist: 


BO-B'B _ OB-B,B, 
BB. B’O OB, - BB 








oder: 
——— OB-BB 
By B= 2B0 B’O- 20B— OB,) + OB,OB™ 
Aus 
OB BB, 
< 
folgt dann: 
= nein OR: OO 
BB BO. 
> 
Daraus folgt aber sofort: 
b = v, 
~< 
was bewiesen werden sollte. Indirect folgt dann, dass, wenn 
b = bv 
: < 
ist, auch 
b = b, 
ist. 


Wahlen wir nun, um den Hauptsatz zu beweisen, als Punkt B’ den 
Endpunkt der von O auf OB nach derselben Seite wie b abgetragenen 
Strecke a. Dann ist BB,’ congruent der Strecke a. Wenn nun: 


> 
as ay 
A 
= 


ist (s. Figur 16), dann muss nach dem eben Bewiesenen auch 


, 


asa 
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sein, wenn wir mit a die Strecke BB,’ bezeichnen. Daraus folgt aber 
wiederum, dass 


Y 


, 


b= 


A 


und deshalb auch 


MY 


ist, womit unser Satz bewiesen ist. 


Wir wollen noch einen zweiten sehr einfachen Beweis fiir diesen 
Satz angeben, einen Beweis, der uns zu einigen interessanten und wich- 
tigen Resultaten fiihrt. 

Wir fragen uns naimlich nach den Doppelpunkten gleichlaufender, con- 
gruenter Punktrethen auf derselben Geraden. 

Den Coordinatenanfangspunkt O legen wir auf diejenige Gerade m, 
die wir behandeln wollen. Dann tragen wir von O aus nach beiden 
Seiten auf m eine Strecke a bis A resp. A ab, von A aus eine weitere a 
congruente Strecke a, bis A,. Ordnen wir den Punkten AOA entsprechend 
die Punkte OAA, zu, so haben wir dadurch zwei congruente gleich- 
laufende Punktreihen bestimmt. Wir wissen nun, dass das Doppelverhiiltniss 
eines Punktquadrupels der einen Reihe pseudogleich dem entsprechenden 
Doppelverhiltniss des entsprechenden Punktquadrupels der anderen Reihe 
sein muss. Folglich muss die Coordinate x eines eventuellen Doppel- 
punktes folgende Bedingung erfiillen, welche aber auch die einzige ist: 


x—a a, x 


ofa a@fa+a) 
oder: 
2. Hata). 


wa es 


x 


Wir wollen auf die Existenzfrage der Doppelpunkte nicht weiter 
eingehen, beweisen aber folgenden wichtigen Satz: 

Die Coordinaten der Doppelpunkte aller Paare von congruenten, gleich- 
laufenden Punktreihen auf derselben Geraden erfiillen ein und dieselbe 
Pseudogleichung. 

Ist also b irgend eine von O aus bis B abgetragene Strecke, BB 
oder 6, congruent OB, dann muss: 





a(a+a,) _ 67(6+5,) 
a—a  b—6, 


sein, damit unsere Behauptung richtig ist. Wir nehmen der Einfachheit 





wes 


une 


fer 


cor 
tio! 


Du 


ein 


er] 
ab 


ZW 


au 














Legendre’sche Sitze iiber die Winkelsumme im Dreieck. 429 


wegen an, B und B, lagen auf derselben Seite von O auf m wie A und 
A,. Seien Bund A’ Punkte auf der Geraden m derart, dass OB con- 
B ri 3 rN A B 1 7 i 
Fig. 17. 





gruent und pseudocongruent OB und BA’ oder a’ congruent OA ist 
und B zwischen O und JA’ liegt (s. Fig. 17). Dann sind 
(B, 0, A, B) und (0, B, A, B), 
ferner 7 
(A, O, A, B) und (0, A, A,, 4’) 
congruente Punktquadrupel. Daraus ergeben sich folgende beiden Rela- 
tionen: 
b—a _ b0,—¢@) 
“2a a (bh, + By? 
b—a __ a(b-+-a@ —a,—a) 
b+a a, (a +b) 
Durch Elimination von a’ aus diesen Pseudogleichungen ergiebt sich 


eine Beziehung zwischen a, a,, b und b,, welche man nach einer leichten 
Umrechnung als identisch mit der oben verlangten Relation: 


a(a+a) _ 0°(0+4,) 


— 
—> 


a—a, b—b, 

















erkennt, womit unser Satz bewiesen ist. Aus dieser einfachen Beziehung 
aber folgt sofort der Hauptsatz dieses Paragraphen, von dem wir einen 
zweiten Beweis geben wollten. Denn es ergiebt sich aus der angefiihrten 
Pseudogleichung Folgendes: 

Ist a> a,, so ist die linke Seite der Gleichung positiv, also muss 
auch die rechte Seite positiv und b>}, sein. Ebenso folgt aus 


a<a,: 
und endlich aus 
a 1 
b=b,, 
womit unser Ziel erreicht ist. 
§ 7. 


Der zweite Legendre’sche Satz. 


Der im vorigen Paragraphen bewiesene Satz fiihrt unmittelbar auf 
folgende fundamentale Thatsachen: 
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Ist in irgend einem Dreieck die Winkelsumme kleiner als zwei rechte 
Winkel, so ist in jedem Dreieck die Winkelsumme kleiner als zwei rechte 
Winkel. 


Ist in irgend einem Dreieck die Winkelsumme gleich zwei rechten 
Winkeln, so ist sie in jedem Dreieck gleich zwei rechten Winkeln. 

Ist in irgend einem Dreieck die Winkelsumme grisser als zwei rechte 
Winkel, so ist sie in jedem Dreieck grisser als zwei rechte Winkel. 

Der mittlere dieser drei Siitze ist nichts anders als der bekannte zweite 
Legendre’sche Satz, der jedoch von Legendre nur mit Hiilfe der Stetigkeit 
(also Benutzung des Archimedischen Axioms) bewiesen worden ist. 

Beweis: Wir betrachten ein beliebiges Dreieck und fiillen von einer 
Kcke desselben auf die gegeniiberliegende Seite das Lot. Wir sehen sofort, 
dass die Winkelsumme im Dreieck kleiner, gleich oder grésser als zwei 
rechte Winkel ist, jenachdem einer dieser Fille fiir die beiden recht- 
winkligen Teildreiecke gleichzeitig eintritt. Wir kénnen unsere Betrach- 
tungen also auf rechtwinklige Dreiecke beschrinken. 

Durch congruente Uebertragung kénnen wir es als erreicht annehmen, 
dass der Scheitel des rechten Winkels im betrachteten Dreieck in den 

Coordinatenanfangspunkt fallt. Die 
> anderen Ecken mégen A und B 
sein. Wir wollen zeigen, dass je 
nachdem die erste, zweite oder dritte 
PAG , »Hypothese“ des Satzes im vorigen 
Paragraphen eintritt, die Winkel- 
summe in dem Dreieck OAB 
kleiner, gleich oder grésser als 
zwei rechte Winkel ist; damit ist 
dann gleichzeitig gezeigt, dass jedes beliebige andere Dreieck gleich- 
zeitig eine Winkelsumme kleiner, gleich oder grésser als zwei FR hat. 

















A cD 0 
Fig. 18. 























2 iB 
G Ee 

A ¢=D 0 vi Dec r) 
Fig. 19. Fig. 20. 


Dazu brauchen wir (s. Fig. 18, 19, 20) nur zu beweisen, dass 
jeder der beiden Winkel OAB und OBA dadurch, dass man ihn in 0 


congruent antriigt, pseudokleiner (bez. pseudogleich, bez. pseudogrisser) 
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geworden (bez. geblieben) ist, je nach der als zutreffend angenommenen 
Hypothese. Denn die Winkelsumme im Dreieck OAB ist, wie wir 
wissen, pseudocongruent zwei rechten Winkeln und fiir Winkel mit dem 
Scheitel in O ist Congruenz und Pseudocongruenz dasselbe. 

Zu diesem Zwecke halbiren wir OA in C und tragen CA von O bis D 
pseudocongruent ab, dann liegt nach unserer Annahme D zwischen O 
und C (bez. fallt nach unserer Annahme D mit C zusammen, bez. liegt 
nach unserer Annahme C zwischen O und D). Ferner errichten wir in 
C ein Lot und verbinden den Schnittpunkt F des Lotes mit AB mit 0, 
ebenso errichten wir in D ein Lot und schneiden es mit dem Lote von 
F auf OB in G. Dann ist DG = CF. Das Dreieck ACF ist con- 
gruent dem Dreieck OCF’, folglich der Winkel OAB congruent dem 
Winkel DOF; und das Dreieck ACF’ pseudocongruent dem Dreieck 
GOD, folglich der Winkel OAF' pseudocongruent dem Winkel DOG 


ud ~< DOF {=| x DOG. Folglich ist der Winkel OAB, indem wir 


pseudokleiner geworden 
ihn congruent in den Winkel AOF iiberfiihrten { pseudogleich geblieben } , 

pseudogrisser geworden 
was zu beweisen war. Dasselbe folgt fiir den Winkel OBA. Folglich 
ist, je nachdem wir unsere Hypothese wihlen, die Winkelsumme in allen 


Dreiecken S2R, was wir im Anfang behauptet hatten. 


Capitel III. 


Beziehungen zwischen den Hypothesen tiber die Winkel- 
summe im Dreieck und den Hypothesen tiber Parallelen. 


§ 8. 
Die Nicht-Legendre’sche Geometrie. 


Der sogenannte ,,erste Legendre’sche Satz“ sagt, wie im Eingang er- 
wihnt, aus, dass die Winkelsumme in einem Dreieck niemals grisser als 
zwei Rechte sein kann. Man iiberzeugt sich leicht, dass mit den bisher 
angewandten Methoden der Beweis dieses Satzes nicht gelingen kann. 
Es liegt deshalb nahe zu untersuchen, ob es iiberhaupt méglich ist, den- 
selben ohne Zuhiilfenahme des Archimedischen Axioms zu beweisen. Wire 
es unméglich, so wiirde das bedeuten, dass die drei verschiedenen Hypo- 
thesen iiber Existenz und Anzahl der Geraden durch einen Punkt, welche 
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eine Gerade nicht schneiden, sich nicht decken mit den drei verschiedenen 
Hypothesen iiber die Grisse der Winkelsumme im Dreieck. Bekanntlich 
folgt unter Zuhiilfenahme der Stetigkeit, dass die Winkelsumme in einem 
Dreieck grésser, gleich oder kleiner als zwei R ist, je nachdem es 
za einer Geraden durch einen Punkt keine, eine oder unendlich viele 
Parallelen giebt, d. h. die einen drei verschiedenen Hypothesen decken 
sich mit den anderen drei verschiedenen Hypothesen in jeder Archimedi- 
schen Geometrie. Zunichst wollen wir nachweisen, dass es eine Geometrie 
giebt, in der durch jeden Punkt zu jeder Geraden unendliche viele Parallelen 
méglich sind und dennoch die Winkelsumme grésser als 2R ist. Damit 
ist dann die Unbeweisbarkeit des ersten Legendre’schen Satzes bewiesen 
und gezeigt, dass die Hypothese des stwmpfen Winkels, wie sie Saccheri 
nennt, sich nicht deckt mit der Hypothese der Endlichkeit der Geraden. 
Weiterhin wollen wir dann noch einige Siitze beweisen, die den Zu- 
sammenhang zwischen den beiden Gruppen von Hypothesen klar machen 
sollen. 

Dem Folgenden wollen wir durchgiingig den Bereich complexer Zahlen 
Q(t) zu Grunde legen, der in der Festschrift § 12 eingefiihrt ist, um eine 
»Vicht-Archimedische* Geometrie aufzubauen. Wir wollen dies in Kiirze 
hier wiederholen: Q(t) ist zunichst der Bereich aller derjenigen algebra- 
ischen Functionen von ¢, die aus ¢ durch die vier Rechnungsoperationen 
der Addition, Subtraction, Multiplication, Division und durch die finfte 
Operation Y1-+ @* hervorgehen, wo  irgend eine Function ist, die ver- 
mége jener fiinf Operationen bereits entstanden ist. Wir sehen dann die 
Functionen des Bereiches Q(f) als eine Art complexer Zahlen an; fiir 
diese sind offenbar die gewéhnlichen Rechnungsregeln simmtlich giiltig. 
Ferner mége, wenn a, b.irgend zwei verschiedene Zahlen dieses complexen 
Zahlensystems sind, die Zahl a grésser oder kleiner (a>b, a<b) heissen, 
je nachdem die Differenz c= a—b als Function von ¢ fiir geniigend 
grosse positive Werte von ¢ stets positiv oder stets negativ ausfiallt. 
Durch diese Festsetzung wird erreicht, dass die gewdhnlichen Gesetze, 
welche die Bezeichnungen ,,grésser“ und , kleiner“ betreffen, auch bei diesen 
complexen Zahlen erfiillt sind. 

Aus diesen Zahlen bauen wir eine ebene Geometrie auf: Wir denken 
uns ein System von zwei Zahlen des Bereiches Q(¢) als einen Punkt und 
die Verhiltnisse von irgend drei Zahlen (w:v:w) aus Q, falls « und 0 
nicht beide null sind, als eine Gerade. Ferner mége das Bestehen der 
Gleichung: 

uz+vy+w=0 
ausdriicken, dass der Punkt (7, y) auf der Geraden w:v:w liegt. Treffen 
wir sodann die entsprechenden Festsetzungen iiber die Anordnung der 
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Elemente und iiber Abtragen von Strecken und Winkeln, wie in der ge- 
wohnlichen analytischen Geometrie, so entsteht eine Geometrie, in der 
simmtliche Axiome mit alleiniger Ausnahme des Archimedischen Axioms 
erfilllt sind. 

In dieser ,,Nicht-Archimedischen“ Ebene construiren wir uns zunichst 
eine gewohnliche ,,elliptische* oder ,,.Riemannsche“ Geometrie. Dies kann, 
wie bekannt, folgendermassen geschehen: 

Wir legen die Gleichung eines nulltheiligen Kegelschnittes, etwa: 

etyti=0 

m Grunde. Punkte und Gerade sind Punkte und Gerade der zu Grunde 
gelegten Geometrie einschliesslich der ,,unendlich fernen“ Geraden und 
ihrer Punkte. Zwei Figuren in unserer Geometrie sind congruent, wenn 
sie durch eine reelle lineare Transformation aus einander hervorgehen, 
die die zu Grunde gelegte quadratische Gleichung in sich iiberfiihrt. In 
dieser Geometrie gelten alle Axiome ausser dem Euklidischen und Archi- 
medischen Axiom; wir miissen dann allerdings an den Axiomen der An- 
ordnung entsprechende Modificationen anbringen. Doch mit diesen wollen 
wir uns nicht aufhalten, da sie fiir unsere Zwecke gar nicht in Betracht 
kommen. 

In dieser elliptischen Geometrie grenzen wir ein Gebiet ab, in dem 
wir als Punkte unserer neuen Geometrie nur diejenigen Punkte bezeichnen, 
deren Coordinaten x, y folgenden Bedingungen geniigen: 

n x —n 
> re 
wo » eine beliebige ganze rationale Zahl ist. Die Geraden unserer Geo- 
metrie seien die Geraden der elliptischen Geometrie, soweit die Coordi- 
naten der Punkte auf denselben die oben aufgesiellten Bedingungen er- 
fillen. Die Strecken- und Winkelabtragung definiren wir ebenso wie in 
der elliptischen Geometrie, so dass, wenn in dieser zwei Strecken oder 
Winkel congruent sind, sie auch in unserer congruent sind. Nun miissen 
wir aber noch zeigen, dass wir durch Strecken- und Winkelabtragung 
nicht aus unserem Gebiete herauskommen kénnen. Das soll folgender- 
massen geschehen: 

Wir tragen eine beliebige Strecke c auf der x-Axe vom Anfangs- 
punkt O bis P ab und von P aus eine ¢ congruente Strecke ¢, bis Q. 
Wir untersuchen, ob Q noch zu unserem Gebiete gehért. Nach Definition 


ist, wenn i formell fiir Y— 1 gesetzt ist: 


6-674)¢4@., 4—¢ 


@—)@+E+4) tte? 


Mathematische Annalen. LILI. 
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denn congruente Strecken auf derselben Geraden bilden mit den ,,Schnitt- 
punkten“ der Geraden mit dem Fundamentalkegelschnitt gleiche Doppel- 
verhiltnisse. 


Daraus folgt: 


2c 
¢ + ¢, = —) 


und da nun ¢ nach Definition griésser als =" und kleiner als i ist, 
so folgt: 
— 2n + 2n 


. pe 








Nun ist aber: 








nt 2n 
#—nt ~ t? 
denn hieraus folgt: 
2n? < #?, 
was ja sicher richtig ist. 
Folglich ist: 
— 4n +4n 


areas 


Q liegt also noch innerhalb unseres Gebietes. Dann aber kommen wir 
auch aus unserem Gebiete nicht heraus, wenn wir irgend eine innerhalb 
unseres Gebietes auf einer Geraden durch O gelegene Strecke von irgend 
einem Punkt auf derselben oder einer anderen Geraden durch O abtragen, 
wie man sich sofort iiberzeugen wird. Denn die Geraden durch O gehen 
im Sinne unserer Geometrie congruent in einander tiber durch Drehung 
um OQ, und diese Drehung fiihrt Punkte unseres Gebietes in eben solche 
iiber. Eine Drehung wird namlich vermittelt durch die Transformations- 


gleichungen: 











yee a _ b 
ee by Be 
, b a 
Yarn + ape 
Vorausgesetzt ist, dass: 
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ae [Pl ct 
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womit unsere Behauptung erwiesen ist. 

Zweitens tragen wir die beliebige Strecke OP—c von einem Punkte 
der a-Axe mit den Coordinaten (d,0) auf einer zur x-Axe senkrechten 
Geraden ab. ‘Wir wollen sehen, ob der andere Endpunkt der Strecke 
noch innerhalb unseres Gebietes liegt. Dieser Endpunkt habe die Coordi- 
naten d, e. Dann folgt vermége unserer Definition der Congruenz, dass: 


—¢_iyit Pe 


i+e iV~itdte 


oder 





he 


~ 


und 
e=cV14+@ 
ist. Nun ist: 
n d\ n 
ee de ej <t+} 
und 


Vir eye 


2n 2n 


ee Oe 


Folglich ist: 


Also liegt auch der andere Endpunkt von e in unserem Gebiete. Da 
e>c ist, wie aus obigen Formeln hervorgeht, so folgt unmittelbar, dass 
man auch durch die umgekehrte Abtragung nicht aus unserem Gebiete 
herauskommen kann. — Haben wir jetzt eine beliebige Strecke AB auf 
der Graden a und wollen diese vom Punkte A’ auf der beliebigen Geraden 
a unseres Gebietes abtragen, so fallen wir von O auf a und a’ Lote, die 
diese Geraden in C resp. D schneiden. C und D miissen augenscheinlich 
Punkte unseres Gebietes sein, wenn a und a’ Geraden unseres Gebietes 
sind. Dann ergiebt sich auf Grund der vorher bewiesenen Méglichkeit 
von zwei bestimmten Arten des congruenten Abtragens, dass wir auch 
die Strecke AB auf der Geraden a’ vom Punkte A’ aus nach beiden 
Seiten hin abtragen kénnen, ohne aus dem eingeschriinkten Gebiet der 
Nicht-Archimedischen Ebene herauszukommen. 

Dass wir durch Winkelabtragen nicht aus unserem Gebiete heraus 
kommen, ist klar. Wir sind also berechtigt folgenden Satz auszusprechen: 

Die im Vorhergehenden eingefiihrte Geometrie erfiillt stimmtliche Asxiome 
mit Ausnahme des Euklidischen und Archimedischen Axioms. 


28* 
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Das bei dem Aufbau dieser Geometrie benutzte Nicht-Archimedische 
Coordinatensystem entspricht durchaus dem in unseren friiheren Betrach- 
tungen benutzten Systeme der Pseudogeometrie. Nun haben wir gesehen, 
dass, wenn wir die Strecke OP—c von P aus congruent abtragen bis Q, 
PQ =, sich durch ¢ folgendermassen ausdriickt: 


¢ = (+4) > Cc. 
Dieselbe Beziehung hiitten wir friiher folgendermassen ausgedriickt: 
¢ = e(¢+S) >e. 


Aber wir haben bewiesen, dass, wenn in einer Geometrie c, pseudogrésser 
ist als c, die Winkelsumme in jedem Dreieck grésser als zwei Rechte ist. 

Folglich haben wir eine Geometrie construirt, die allen Axiomen I, iI, IV 
Geniige leistet, in der ferner durch jeden Punkt zu jeder Geraden unendlich 
viele Parallelen méiglich sind, in der aber nichtsdestoweniger die Winkel- 
summe in jedem Dreieck grésser als zwei rechte Winkel ist. 

Das Archimedische Axiom gilt dann natiirlich nicht. 

Damit ist die Unbeweisbarkeit des I. Legendre’schen Satzes ohne Zu- 
hiilfenahme des Archimedischen Axioms nachgewiesen. Die zu diesem Beweise 
benutzte Hiilfsgeometrie kénnen wir deshalb ,,Nicht-Legendre’sche“ Geometrie 
nennen, was wir schon in der Einleitung erwahnt hatten. 





§ 9. 
Die Semi-Euklidische Geometrie. 


Wir wollen nun noch, wie schon oben gesagt, den Zusammenhang 
zwischen den Hypothesen iiber die Winkelsumme im Dreieck und iiber 
Anzahl und Existenz von Parallelen etwas eingehender priifen. Dazu 
construiren wir uns zunichst in der im vorigen Paragraphen gebrauchten 
»Nicht-Archimedischen“ Ebene eine zweite Geometrie. Die Punkte der- 
selben seien diejenigen Punkte, deren Coordinaten die Bedingungen erfiillen: 


~n<{j]<te 


wo eine beliebige ganze rationale positive Zahl bedeutet. Die Geraden 
unserer Geometrie seien die Geraden der zu Grunde gelegten Geometrie, 
soweit die Coordinaten der Punkte auf denselben die oben avfgestellte 
Bedingung erfiillen. Die Strecken- und Winkelabtragung definiren wir 
ebenso wie in der zu Grunde gelegten Euklidischen Geometric, sodass, 
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wenn in dieser zwei Strecken oder Winkel congruent sind, sie auch in 
unserer congruent sind. Ebenso wie in der vorhin construirten Geometrie 
ist es wieder unsere Aufgabe nachzuweisen, dass wir durch Strecken- 
und Winkelabtragung niemals aus unserem Punktgebiet herauskénnen. 
Zunichst ist klar, dass die Transformation 


welche die Parallelverschiebung von Strecken und Winkeln vermittelt, 
nicht Punkte unseres Gebietes in Punkte, die demselben nicht angehéren, 
iiberfiihrt. Denn nach Definition ist 


x 

—n< a <+n. 
b 

Folglich ist 


—2n< {% | <+2n, 


was unserer Behauptung entspricht. 

Um simmtliche Abtragungsoperationen vollfiihren zu kénnen, haben 
wir noch eine Drehung um den Coordinatenanfangspunkt O hinzuzunehmen. 
Diese wird vermittelt durch die Transformationsgleichungen: 


. a ca __b —_ 
Veto Veto” 
, b : a 
Uap t arp 
Ist nun: 
~<{f]<tm 


dann ist: 


—n—n<{tl<ntn, 


—n< {| <+2n, 
womit unsere Behauptung erwiesen ist. 

In dieser so construirten Geometrie gelten demgemiiss simmtliche 
Axiome der Gruppen I, I, IV. Ferner haben aber auch simmtliche Sitze 
der gewdhnlichen Euklidischen Geometrie, soweit sie mit einem _,,be- 
schrinkten“® Raumstiick zu thun haben, in derselben Giiltigkeit. Die 
Winkelsumme ist in jedem Dreieck gleich zwei rechten Winkeln, es giebt 
Rechtecke und ahnliche nicht congruente Dreiecke. 
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Aber durch einen Punkt ausserhalb einer Geraden giebt es mehr als 
eine jene nicht schneidende Gerade: Das Parallelenaxiom gilt nicht. Ver- 
binde ich zum Beispiel den Punkt (4,0) mit dem Punkte (0, 1), so gehért 
diese Gerade zu unserem Gebiet, denn sie verbindet zwei Punkte desselben: 


die Punkte (0,1) und (1, <=+) - Diese Gerade schneidet aber die 
Coordinatenaxe y= 0 nicht in einem Punkte unseres Gebietes; ebenso- 
wenig aber die Gerade durch (— ¢, 0) und (0, 1), die von der ersten ver- 
schieden ist. 


Das Resultat ist also: 


Es giebt Nicht-Archimedische Geometrien, in denen das Parallelen- 
axiom nicht giiltig ist und dennoch die Winkelsumme in jedem Dreieck 
gleich zwei rechten Winkeln ist. 

Eine solche Geometrie wollen wir ,,Semi-Euklidisch* nennen. 

Es ergiebt sich also, dass keiner der Sitze: die Winkelsumme im 
Dreieck betrigt zwei Rechte; die Abstandscurve ist eine Gerade etc., mit 
dem Parallelenaxiom als fquivalent angesehen werden kann, und dass 
Euklid mit der Aufstellung des Parallelenaxioms gerade das Richtige traf. 


§ 10. 
Der Legendre’sche Satz in der elliptischen Geometrie. 


Zum Schlusse wollen wir noch kurz in diesem Zusammenhange die 
»elliptische* Geomecrie behandeln. In derselben wird vorausgesetzt, dass 
sich alle Geraden wirklich schneiden. Damit diese Annahme den Axiomen 
nicht widerspricht, miissen wir einige leicht einzufiihrende Aenderungen 
an den Axiomen der Gruppe I] — den Axiomen der Anordnung — machen. 
Nichts hindert aber auch in einer solchen Geometrie die oftmals gebrauchte 
Pseudogeometrie einzufiihren und auch den allgemeinen Satz des § 6 ab- 
zuleiten. Betrachten wir eine Gerade durch den Punkt O und sei J ihr 
unendlich ferner Punkt. Dann kann ich auf OJ einen Punkt J, so finden, 
dass OJ, J,J ist, denn J ist ein wirklicher Punkt in der elliptischen 
Geometrie. Ferner sei OJ, — J,J,. Wenn nun OJ, nicht pseudokleiner 
als J,J, wiire, so miisste auch OJ, pseudogrdésser sein als J, J gemiiss des 
Satzes im § 6, was natiirlich nicht der Fall ist. Dann ist aber nach 
demselben Satz eine jede Strecke 0A pseudokleiner als die von A nach 
derselben Seite OA congruent abgetragene Strecke AA,. Daraus folgt 
aber nach dem Satze des § 7, dass die Winkelsumme in jedem Dreieck 
grésser als zwei rechte Winkel ist. Wir haben also das Resultat: 

Giebit es in einer Geometrie keine Parallelen und gelten in derselben 
alle Axiome der Gruppen I, 1V und die entsprechend modificirten der Gruppe I, 
dann ist die Winkelsumme stets grisser als zwei rechte Winkel. 








exist 


Beste 


ehrt 
Arb 
dem 





o> eo = 


~~ ci oe | | | 


nae rFr FF aS *S 








Legendre’sche Siitze iiber die Winkelsumme im Dreieck. 439 


Dieser Satz spricht die héchst iiberraschende Thatsache aus, dass 
das Analogon des ersten Legendre’schen Satzes fiir den Fall der Nicht- 
existenz von Parallelen (ohne Voraussetzung der Stetigkeit) gilt. 

Die verschiedenen, so gewonnenen Einzelresultate ordnen wir am 
Besten in folgendes Schema ein: 





Die Winkel- 


summe im 


Dreieck ist: - 


Durch einen Punkt giebt es zu einer Geraden: 





keine Parallele 


eine Parallele 


unendlich viele Parallelen. 




















Elliptische — Nicht- Legendre’sche 
>8s Geometrie (Camigieh) Geometrie 
er _ 4:4, | Buklidische |  Semi-Euklidische 
—2E | (Uentgue) Geometrie Geometrie 
<2R Hyperbolische Geometrie, 


(Unméglich) | (Unméglich) 


Zum Schlusse erfiille ich die angenehme Pflicht, meinem hochver- 
ehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. Hilbert, dem ich die Anregung zu dieser 
Arbeit verdanke, und der wihrend der Ausfiihrung mich stets mit fordern- 
dem Rath unterstiitzt hat, meinen herzlichsten Dank auszusprechen. 




















Kinige Satze tiber regelmassige Punktgruppen.*) 
Von 
K. Ronn in Dresden. 


Bei der Untersuchung der Krystallstructur, d. h. des Aufbaues eines 
Krystalls aus einzelnen gleichartigen Molekeln, geht man von der Annahme 
aus, dass sich die Anordnung der Molekel im Krystall nur unter der 
gegenseitigen Kinwirkung derselben auf einander vollzieht. Diese Wechsel- 
wirkung zwischen den Molekeln wird ihre riiumliche Vertheilung bestimmen, 
und da alle Molekel gleichartig sind, wird jede einzelne im Bereich ihrer 
Wirkungssphiire die gleiche Anordnung der Nachbarmolekel veranlassen. 
Hierbei ist es offenbar gestattet von der fiusseren Begrenzung des Krystalls 
als etwas Zufilligem ganz abzusehen; in der That wiirde durch ein Weiter- 
wachsen desselben jeder Punkt der Oberfliiche zu einem inneren Punkte 
werden. Ferner wird man jede Molekel durch einen Punkt ersetzen 
kénnen, sobald es nur auf ihre Gruppirung ankommt, und zwar um s0 
mehr, als ihre Eigenart sich schon in der Lagerung der sie umgebenden 
Molekel ausspricht: Auf diese Weise gelangt man dazu die Krystall- 
structur durch eine regelmissige Punktgruppe zu reprisentiren und diese wie 
folgt zu definiren. ine regelmiissige Punktgruppe von unbegrenzter Aus- 
dehnung besitzt eine derartige Anordnung ihrer Punkte im Raume, dass jeder 
einzelne von der Gesammtheit der iibrigen in gleicher Weise wmlagert ist. 
Wir wollen uns nun klar zu machen suchen, in welcher Weise solche 
regelmissige Punktgruppen gewonnen werden kénnen. 

Sind P und P, irgend zwei Punkte der Gruppe, so muss nach der 
Definition die Configuration der Nachbarpunkte von P die gleiche sein, 
wie diejenige der zu P, benachbarten Punkte}; die beiden Configurationen 
miissen demnach entweder congruent oder symmetrisch sein. Wir haben 
also zwei Falle zu unterscheiden. Im ersten Falle sind die Configurationen 


*) Schoenflies, Krystallsysteme und Krystallstructur (Teubner. Leipzig 1891) 


8. 627 u. ff. — Rohn, Krystallstructur und regelmiissige Punktgruppen; Berichte der 
Leipziger Ges. der Wiss., 4. Dec. 1899. 
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fiir alle Punkte der Gruppe unter einander congruent, im zweiten sind sie 
dagegen theilweise congruent und theilweise symmetrisch. In diesem 
letzteren Falle wird die ganze Punktgruppe sich in zwei Theilgruppen 
spalten lassen, so dass jeder Theil fiir sich nur solche Punkte enthilt, 
bei denen die Configurationen der Nachbarpunkte congruente Formen 
aufweisen. 

Haben wir es mit einer Punktgruppe der ersten Art zu thun und 
nur solche brauchen wir fiiglich fiir unsere Zwecke zu betrachten, so 
kénnen wir ztnichst durch eine Parallelverschiebung P in die Lage P, 
iiberfiihren, und darauf durch eine geeignete Drehung um P, die Con- 
figuration der Nachbarpunkte von P mit derjenigen von P, zur Deckung 
bringen. Diese combinirte Bewegung bringt natiirlich auch die gesammte 
Punktgruppe mit sich selbst zur Deckung; eine solche Bewegung kann 
aber stets durch eine einzige Schraubenbewegung ersetzt werden. Es 
giebt also unendlich viele Schraubenbewegungen, die eine regelmiissige 
Punktgruppe mit sich selbst zur Deckung bringen; dabei kann die 
Schraubung so eingerichtet werden, dass P in einen beliebigen andern 
Punkt der Gruppe iibergeht. Alle diese Schraubungen, welche die Punkt- 
gruppe in sich iiberfiihren, miissen eine Gruppe im Sinne der Gruppen- 
theorie bilden; denn durch Combination solcher Schraubungen ergiebt 
sich wieder eine Schraubung von gleicher Eigenschaft. Indem man die 
Gesammtheit der Schraubungen nach und nach auf den Punkt P anwendet, 
erhilt man alle Punkte der Gruppe, und man sagt, die Gruppe der 
Schraubungen erzeugt die regelmiissige Punktgruppe. Eine solche all- 
gemeine Gruppe von Schraubungen soll weiterhin stets mit [ und die 
durch sie aus P erzeugte Punktgruppe stets mit TT bezeichnet werden. 
Seien nun & und $ irgend zwei Schraubungen der Gruppe [, so kann 
man mit ihrer Hilfe durch Combination und Iteration eine Gruppe [ 
bilden, deren Schraubungen von der Form %*S’*WUB.-- sind, und die 
aus P eine regelmiissige Punktgruppe TT’ erzeugen. Es fragt sich nun, 
in welchem Zusammenhang stehen [’ und [. Jedenfalls ist [’ eine Unter- 
gruppe von [, oder beide sind identisch. 

Erinnern wir uns jetzt daran, dass die regelmissige Punktgruppe TT 
die gegenseitige Lagerung der Molekel eines Krystalls reprisentiren soll, 
und dass in Folge dessen die Abstiinde benachbarter Punkte der Gruppe 
zwar sehr klein sein kénnen, aber sicher oberhalb einer bestimmten, von 
Null verschiedenen, endlichen Grenze bleiben miissen. Wir haben also 
hier nur regelmiissige Punktgruppen mit endlichen Abstinden zwischen den 
Nachbarpunkten zu betrachten. 

Jeder Punkt P; von TT, der nicht zugleich der Gruppe TT’ angehért, 
wird einem bestimmten Punkte P, von TT’ am nichsten liegen, und wir 
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wollen sagen: P; gehért der Umgebung von P, an. In gleicher Weise 
wird jeder Punkt von TT der Umgebung eines Punktes von TT’ zugetheilt 
werden kénnen, falls er nicht zu TT’ gehédrt. Sollte im speciellen Falle 
P; von mehreren Punkten P;, P;, P;, der Gruppe TT’ gleiche Abstinde 
besitzen, so kann man ein einfaches Mittel anwenden, um ihn gleichwohl 
der Umgebung eines bestimmten Punktes von TT’ zuzutheilen. Man ziehe 
durch den urspriinglichen Punkt P einen Strahl, der dann durch die 
einzelnen Schraubungen der Gruppe [’ in Strahlen durch die einzelnen 
Punkte von TT’ iibergeht, und man rechne P; der Umgebung desjenigen 
unter den Punkten P;, P/, P,, zu, dessen Strahl von P; den geringsten 
Abstand hat. Offenbar gehéren der Umgebung eines jeden Punktes von 
TT’ gleich viele Punkte von TT an; diese Zahl muss endlich sein und wir 
wollen sie mit (n—1) bezeichnen. Grenzt man nimlich um den Punkt P 
herum einen raumlichen Bereich ab, der alle Punkte einschliesst, die 
niher, oder ebenso nahe bei P liegen, als bei irgend einem anderen 
Punkte von TT’, so besitzt dieser Bereich endliche Dimensionen und kann 
somit nur eine endliche Anzahl von Punkten der Gruppe TT enthalten. 
Man kann demnach die Punktgruppe TI erzeugen, indem man auf P und 
die (n—1) Punkte in seiner Umgebung alle Schraubungen der Gruppe T' 
anwendet. Die Gruppe TT zerfallt in » Theilgruppen, von denen jede fir 
sich bei den Schraubungen von [’ ungeindert bleibt. 

Hieraus kénnen wir aber den weiteren Satz erschliessen: Jede 
Schraubung der Gruppe T tritt in irgend einer Potenz auch in der Unter- 
gruppe V’ auf. Denn eine Schraubung R von [ und ihre Potenzen erzeugen 
aus P eine unendliche Reihe von Punkien, die fquidistant auf einer 
Schraubenlinie liegen. Da diese sich auf die vorher erwihnten » Theil- 
gruppen vertheilen, so muss von den » Punkten, die aus P durch die 
Schraubungen fi, $*, KR, --., RH" hervorgehen, mindestens einer der gleichen 
Theilgruppe angehéren wie P. Somit giebt es eine Potenz von Si, deren 
Exponent < » ist, die auch der Gruppe [’ als Schraubung angehért. 

Das bisher Gesagte mag geniigen, um die Vorstellungen iiber regel- 
missige Punktgruppen mit endlichen Abstiinden zu priicisiren. Wir werden 
nun weiterhin den fundamentalen Satz beweisen, dass eine Gruppe T nur 
dann eine regelmidssige Punktgruppe mit endlichen Abstiinden erzeugt, falls 
zu allen ihren Schraubungen nur solche Winkel gehiren, die modulo 2x 


= ° . 1 bd 22 . 
mit einem der vier Winkel +- rt +s,+ “z oder x congruent sind. Der 


Beweis, den wir unabhingig von den vorausgehenden Betrachtungen fiihren 
werden, stiitzt sich auf die Untersuchung congruenter Schraubenaxen in 
der Gruppe [. 


Sei % irgend eine Schraubung von [, seien ferner a ihre Axe, 
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« ihr Winkel und A ihre Translationsstrecke. Dann wollen wir alle 
Geraden, die aus a durch die verschiedenen Schraubungen von [ hervor- 
gehen, zusammenfassen und als ein System congruenter Axen bezeichnen. 
Jede von ihnen ist Schraubenaxe fiir eine zu & gleich grosse oder congruente 
Schraubung von der Form R-'UR, wo R eine beliebige Schraubung 
von Ff ist. Es sind nun hier zwei verschiedene Méglichkeiten in Erwigung 
m ziehen. Erstens das System congruenter Axen enthilt zwei parallele, 
und zweitens es giebt in demselben keine parallele Axen. Beide Fille 
sollen einzeln fiir sich ihre Erledigung finden, und zwar der Fall paralleler 
Axen als der weit einfachere zuerst. 

Sind M& und %, congruente Schraubungen mit den parallelen Axen 
a und a, respective, so bilden wir die Gruppe [’, deren Schraubungen 
sich nur aus % und Y, durch Combination und Iteration zusammensetzen. 
Diese Gruppe [’ enthilt nur Schraubungen, deren Axen zu a und a, 
parallel laufen, und Translationen, deren Richtungen zu @ normal sind. 
Das erstere versteht sich unmittelbar; das letztere folgt daraus, dass je 
zwei congruente Schraubungen mit parallelen Axen hinter einander, aber 
in entgegengesetztem Schraubungssinne angewendet, eine solche Trans- 
lation ergeben. Die Gruppe [’ lisst sich geradezu aus der Schraubung 
und der Translation &-'%, erzeugen. Ist Z die kleinste zu [’ gehérige 
Translation, deren Richtung zu @ normal sein muss, so wihle man die 
Translationen: A-“TA“, wo w = O, 1, 2, 3,--- ist, die der Richtung und 
Grosse nach durch die Strecken 4, ¢,, &, t,--- dargestellt sein mégen. 
Da « der Schraubungswinkel von Y ist, so schliessen die Strecken ¢, und 
t,, entsprechend den Translationen T und A-“TA“, den Winkel wa mit 
einander ein. Dann stellt Tt1Y-«TA« — LY’ eine Translation dar, deren 
Strecke ¢’ nach Grisse und Richtung die Basis eines gleichschenkeligen 
Dreiecks mit den Schenkeln ¢, und ¢, ist, wahrend der von ihnen ein- 
geschlossene Winkel congruent zu -+- we modulo zw ist. Nach der An- 
nahme soll aber ¢’> ¢, sein, daher muss der kleinste, durch (++ wa-+ ka) 


dargestellte, positive Winkel grésser oder gleich . sein, und zwar fiir 


jeden ganzzahligen Werth von uw. Dass bedingt fiir @ eimen der vier 
Werthe > =; = und z. Damit ist fiir den Fall, dass das System 


congruenter Axen zwei Parallelen enthilt, bewiesen, dass der kleinste zu 
den Axen gehérige Schraubungswinkel den sechsten, vierten, dritten oder 
zweiten Theil von 2a bildet. 

Zum Beweis des Satzes im Falle der vorher erwihnten zweiten Még- 
lichkeit miissen wir etwas weiter ausholen. Wiederum bildet das System 
der zu @ congruenten Schraubenaxen den Ausgangspunkt, die hier nach 
der Annahme alle verschiedene Richtungen aufweisen. Wir fiihren nun 
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um jede Axe des Systems die beiden zu % und %-*“ congruenten 
Schraubungen aus, wobei mw einen bestimmten ganzzahligen Werth hat, 
und fragen uns, ob es unter denselben mehrere giebt, welche die Axe a 
in die naimliche neue Axe, etwa a,, iiberfiihren. Selbstverstiindlich ist a, 
za a@ der Definition gemiiss congruent. Die hier betrachteten Schraubungen 
haben die Form R~-'At“ RK, wo K eine beliebige Schraubung von I ist, 
und es mége Y’ mit der Axe a’ eine von ihnen sein, die @ in a, ver- 
schraubt. Bestimmt man nun ein Dreikant, dessen Kanten /, k, und Kk 
respective zu a, a, und a’ parallel laufen, so schliessen k und k, mit K 
gleiche Winkel ein, da a und a, gegen a’ gleich geneigt sind. Zugleich 
muss eine Rotation um k von der Winkelgrésse + we die Kante k in 
die Lage k, iiberfiihren. Denn die Schraubung Y’ kann in eine Rotation 
um a von dem Winkel + ue und eine darauf folgende Translation zer- 
legt werden; die erstere verwandelt a in eine Parallele zu k,, die letztere 
aber verschiebt diese parallel mit sich selbst nach a,. Das Dreikant 
k, k,, k ist also gleichschenkelig und besitzt an der Kante k’ einen 
Winkel, der zu + we modulo 2” congruent ist. Es kann nun im Ganzen 
héchstens vier gleichschenkelige Dreikante mit der Basisfliiche kk, und 
dem Winkel (+ wa + 2Am) an der gegeniiberliegenden Kante k’ geben; 
dabei ist die ganze Zahl 4 so zu wihlen, dass dieser Winkel zwischen 
0 und + a liegt. & und k, schliessen nimlich zwei verschiedene Winkel 
ein, und jeder kann als Basisfliiche fiir zwei zu ihm symmetrisch liegende 
Dreikante dieser Art dienen. Freilich ist beim gleichschenkeligen Drei- 
kant der Winkel der Basisfliche kleiner oder allenfalls gleich dem Winkel 
an der gegeniiberliegenden Kante. Es existiren also in Wirklichkeit vier, 
zwei oder gar kein Dreikant von der verlangten Art, je nachdem von 
den Winkeln, die k und k, einschliessen, beide, einer oder keiner kleiner 
als der kleinste positive Winkel von der Form (+-wa-} 2Az) ist. Unter 
der Voraussetzung, dass dieser Winkel an der Kante k’ ein spitzer ist, 
sind von den genannten Dreikanten héchstens zwei reell; denn von den 
zwei Winkeln, die & und k, mit einander bilden, kann nur einer ein 
spitzer sein. Es giebt demnach auch unter den zu At“ congruenten 


Schraubungen bei der Voraussetzung +- wa < * (modulo 22) héchstens 


zwei, welche die Axe a in die niamliche Axe a, yerwandeln und deren 
Axen nicht parallel*) sind. Der Fall aber, dass zwei congruente Schrau- 
bungen mit parallelen Axen auftreten, ist bereits oben erledigt. 





*) Congruente Schraubungen mit parallelen Axen, die a in a, itiberfiihren, kann 
es aber im Allgemeinen auch nicht geben. Wiren niimlich und 2” solche Schrau- 


bungen, so miisste YU’ %’—' die Axe a ungeiindert lassen. Bei entgegengesetztem 
Schraubungssinne von %’ und Y%”’ bedeutet diese zusammengesetzte Schraubung aber 
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Jetzt wahlen wir auf a einen festen Punkt O und legen um diesen 
als Mittelpunkt eine Kugel K mit dem Radius R, der beliebig gross sein 
kann und so gewihlt sein mag, dass er mindestens eine der zu @ con- 
gruenten Axen beriihrt. Die Gruppe [ erzeugt aus O eine regelmiissige 
Punktgruppe; im Innern der Kugel K und auf ihrer Oberfliche liegt 
eine endliche Anzahl von Punkten dieser Gruppe, da die Abstiinde der 
Nachbarpunkte endlich sind. Alle Punkte der Gruppe liegen auf a und 
den zu a@ congruenten Axen. Sie bilden auf w und ebenso auf jeder dazu 
congruenten Axe eine oder mehrere Reihen Aaquidistanter Punkte mit dem 
gleichen Intervall A. Eine dieser Reihen auf a geht aus O durch die 
Schraubung A++ und ihre Wiederholungen hervor und wir kénnen dabei 
annehmen, dass %& die kleinste Schraubung der Gruppe um die Axe a ist. 

Der Punkt O kann nun ersichtlich von vornherein so auf a angenom- 
men werden, dass er nicht zugleich noch auf einer zweiten zu a congruenten 
Axe liegt. Das wire ja nur dann nicht ausfiihrbar, wenn es unendlich 
viele congruente Axen giibe, welche die Axe a in dem nimlichen Intervall 
von der Lange A schnitten. In diesem Falle kénnte man aber auf jeder 
schneidenden Axe vom Schnittpunkte aus die Strecke A nach beiden 
Seiten hin auftragen; jede dieser Strecken miisste mindestens einen 
Gruppenpunkt tragen, und es giibe unendlich viele Gruppenpunkte, die 
man alle mit einer Kugel vom Durchmesser 3A umschliessen kiénnte, 
was ja der Definition der Gruppe widerspricht. 

Obgleich die Sache fiir den weiteren Beweis von keinem Belang ist, 
mag doch kurz gezeigt werden, dass auf der Axe a neben der Reihe von 
Gruppenpunkten, die aus O durch die Potenzen von % hervorgehen, nur 
noch eine weitere Reihe liegen kann, die ebenso aus einem Gruppenpunkte 
0’ durch Potenzen von % erzeugt wird. Denn es muss eine Bewegung 
der Gruppe [ geben, die O in O' und zugleich «@ in sich selbst tiber- 
fiihrt, da es durch O und also auch durch O’ nur die eine Axe a giebt. 
Das kann -nun eine Schraubung von a sein; sie ist alsdann eine Potenz 
der kleinsten Schraubung %& um a, und somit ist O’ ein Punkt der ersten 
Reihe. Es kann aber auch eine Umklappung um eine Gerade sein, die 
in einem Punkte von a auf a senkrecht steht. Zwei derartige Um- 
klappungen bestimmen indess eine Schraubung um a, und da diese wieder 
eine Potenz von & sein muss, so fiihren die verschiedenen, mdglichen 
Umklappungen den Punkt O in die einzelnen Punkte der aus 0’ abgeleiteten 
Reihe aquidistanter Punkte tier. 


eine Schraubung um eine zu a’ parallele Axe; diese miisste mit a zusammenfallen, 
also a zu a’ parallel sein. Bei gleichem Schraubungssinne wiire die zusammengesetzte 
Bewegung eine Translation in einer zu a’ senkrechten Richtung, es miisste a die Rich- 
tung der Translation besitzen, also a normal zu a’ sein. 
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Die Zahl aller zu a congruenten Axen, deren Abstand von O kleiner 
oder gleich R ist, die also die Kugel K schneiden oder beriihren, muss 
endlich sein, und wir bezeichnen sie mit N, wobei a selbst mit ein- 
gerechnet sein soll. Eine Kugel K, mit dem Mittelpunkt O und dem 
Radius (R -+- A) schneidet nimlich auf jeder von diesen Axen eine Strecke 
ab, die grésser als 2A ist, also mindestens zwei Gruppenpunkte triigt. 
Da aber K, nur eine endliche Zahl von Gruppenpunkten einschliesst und 
durch jeden nur eine zu @ congruente Axe geht, so muss jene Zahl N 
endlich sein. 


Ist der zu & gehdrige Schraubungswinkel « kein rationaler Theil 
von 2z, so lisst sich immer eine ganze Zahl w so angeben, dass der 


Winkel + po < * (mod. 2%) wird; und zwar geniigt fiir u offenbar schon 
einer der fiinf Zahlenwerthe 1, 2,3,4,5. Die Schraubung Mt“ kann man 
zerlegen in eine Rotation vom Winkel «, < =, WO & = + wa + 2da 


ist, und in eine Translation von der Grésse wA. Nun sei a; eine zu a 
: ‘ ° + 
congruente Axe und r; ihr Abstand von OQ; ferner seien ala die zu Y=" 


congruenten Schraubungen um a;. Sie verwandeln O in zwei Punkte 
O, und O,, und es bestimmt sich OO, = OO, als die Hypotenuse eines 


rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten 27; sin . und wd. Ks ist 
' yy oa u? A 

also: OO, = Ve r?+ uw A?, oder auch OO; < ori + er? wo: 

9 = 2 sin ~ <1 

ist. Die beiden Schraubungen ale verwandeln zugleich die Axe a in die 
dazu congruenten Axen a und a,; diese gehen durch 0, resp. O, und ihre 
Abstinde von O sind ebenfalls < or; + aa Fiihren wir in gleicher 
Weise um jede der (N—1) Axen, die von O einen Abstand < R be- 


sitzen, zwei zu At“ congruente Schraubungen aus, so geht bei jeder 
derartigen Schraubung @ in eine congruente Axe tiber, deren Abstand 


von O jedenfalls < oR-+ a sein wird. Die 2(N—1) so definirten 


Schraubungen brauchen aber die Axe a nicht.in lauter verschiedene, neue 
Axen zu transformiren; indess kann hierbei nach dem friiher Gesagten 
jede neue Axe héchstens zwei Mal erhalten werden. Somit ergeben die 
geschilderten Operationen (inclusive a) mindestens N zu a congruente 


242 
Axen der Gruppe [, deren Abstiinde von O sicher <@R+ a sind. 


. . 1 1 ° : 
Liegt @ zwischen den Grenzen: 1 — go COS 8 5 wird dieser 
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Ausdruck << R — — = a ey = , und fiir ae <m, wird er auch 


be 2402. Nimmt man also R> A Ymn, so giibe es N mu a 
congruente Axen der Gruppe, deren Abstiinde von O simmtlich < R 
waren; das widerspricht aber der urspriinglich gemachten Voraussetzung, 
dass mindestens eine der N Axen die Kugel K beriihre. Daher ist unsere 


Amahme, dass @ bye rationaler Theil von 2z sei, unzulissig, und es 


9 2% aw Qa An 
muss weiter a>= — sein (was fiir « einen der Werthe = meg, eee See eee eee 


und x bedingt). ‘teas Schraubungen liefern a pie Potenzen 
reine Translationen, und somit muss die Gruppe [ wieder parallele, zu a 
congruente Axen aufweisen. In Folge dessen kann die Schraubung % 


‘Fe , == oder a besitzen, wie wir bereits 
oben gesehen haben. Unser Satz ist hiermit auch fiir die zweite Annahme 
bewiesen. 

Aus unseren Untersuchungen erhellt auch noch der folgende Satz: 
Die Gruppe T von Schraubungen, welche eine regelmissige Punktgruppe 
mit endlichen Abstiinden erzeugt, hat die Eigenschaft, dass zwischen je 
zwei ihrer Schraubungen UL und B identische Relationen von der Form: 
WU BA Au Br... == 1 bestehen. Denn sind Z, und &, irgend zwei Trans- 
lationen, die sich aus Y& und % zusammensetzen lassen, und es giebt ja 
wnendlich viele derartige Translationen, so stellt £,&,Z71IF>1— 1 eine 
Relation von jener Form dar. Es soll nun im Folgenden noch ein directer 
Beweis dieses Satzes erbracht werden, der von den vorausgehenden Ueber- 
legungen keinen Gebrauch macht. 

Wir legen dieser Beweisfiihrung nur die Gruppe [’ von Schraubungen, 
die sich aus & und B aufbauen, zu Grunde. Die Axen von % und B 
seien a@ resp. b, ihre Schraubungswinkel @ resp. 6 und die zugehérigen 
Translationsstrecken A resp. B. Nun wihlen wir einen Punkt P so, dass 
see Abstiinde von den Axen a und b méglichst klein sind; durch An- 
wendung der Schraubungen von [’ ergeben sich aus P alle Punkte einer 
regelmiissigen Gruppe. Insbesondere bezeichnen wir mit P, und P, die 
Punkte, in die P durch die Schraubungen Y resp. 8 iibergeht, und setzen 
ihre Abstiinde PP, 06 und PP, = 0’, wobei wir 6>0" annehmen 
diirfen. Der kleinste Abstand zweier benachbarter Punkte unserer Gruppe 
sei d, und wir legen um alle Gruppenpunkte als Mittelpunkte kleine 


nur einen der vier Winkel ~ 


Kugeln mit den Radien =. Alle diese Kugeln schliessen sich gegen- 
seitig aus. 

Nun bestimmen wir die Zahl aller Schraubungen, die aus » Einzel- 
schraubungen % und 8 zusammengesetzt sind. An erster Stelle kann 
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jede der vier Schraubungen A, A-', B, B-* stehen. An zweiter Stelle 
hat man nur noch die Wahl unter dreien von diesen Schraubungen, da 
die Schraubung ausgeschlossen ist, welche der an erster Stelle stehenden 
entgegengesetzt ist. Ebenso lisst jede weitere Stelle noch eine dreifache 
Wahl zu, denn es ist immer nur die zu der voranstehenden entgegen- 
gesetzte Schraubung ausgeschlossen. Die Zahl aller aus x Factoren Y 
und $ sich aufbauenden Schraubungen ist somit: 4-3"—1, und die Zahl 
aller sich aus oder weniger Factoren aufbauenden Schraubungen wird: 
2(3" — 1). 

Alle Punkte der regelmissigen, durch [’ erzeugten Punktgruppe, die 
aus P durch diese Schraubungen hervorgehen, liegen in einer Kugel mit 
dem Mittelpunkt P und dem Radius vd. Denn es fiihrt von P aus m 
jedem der genannten Punkte eine gebrochene Linie, die aus » oder weniger 
Gliedern von der Liinge 6 oder 6’ besteht. Hiervon iiberzeugen wir uns 
in folgender Weise, indem wir die Kette %*B* AB" Ae Be von Schrar- 
bungen niiher untersuchen. Die erste Schraubung Y%* fiihre P in die Lage 
Q, tiber; die zweite Schraubung B verwandele P und Q, in Q, und R,; 
die dritte U%“ mache in analoger Weise aus P, Q,, R, die Punkte Q,, R;, 8, 
und ebenso die vierte B” aus P, Q;, R,, S, die neuen Punkte Q,, R,, S,, 7,. 
Ferner fihre %¢ die Punkte P, Q,, R,, 8,, 7, in Q;, RB, S8;, 7, U; wd 
Be die Punkte P, Q,, R;, 8;,7;, U; in QO, Ry, S,, 75, U5, Vg ttber. Der 
Schraubenbogen PQ,, der durch die Schraubung %* erzeugt wird, besteht 
aus x congruenten Bogenstiicken, von denen PP, das erste ist. Diese 
Bogen wollen wir durch die zugehérigen Sehnen von der Linge @ ersetzen, 
so dass P mit Q, durch eine x-gliederige gebrochene Linie verbunden 
wird. Da PQ, durch die folgenden Schraubungen der Reihe nach in 
Q, R,, R, S;, 8, 7,, 7; U; und U,V, tibergeht, so sind auch U, und J, 
durch eine x-gliederige gebrochene Linie verbunden, die zu der erst ge- 
nannten congruent ist. Ganz ebenso kann man von P nach Q, eine gebrochene 
Linie von 4 Gliedern von der Linge 6’ ziehen, indem man den durch die 
Schraubung B* erzeugten Schraubenbogen PQ, in A congruente Theile 
zerlegt und jeden durch die zugehérige Sehne ersetzt. Durch die weiteren 
Schraubungen wird dann diese gebrochene Linie PQ, in eine dazu con- 
gruente Linie zwischen 7, und U, verwandelt. In gleicher Weise ergeben 
sich zwischen P und Q;, sowie zwischen S, und 7, congruente gebrochene 
Linien von w Gliedern von der Linge 0, u. s. w. Schliesslich erhalt man 
eine gebrochene Linie, die sich von P tiber Q,, R,, S,, Z;, U, nach V; 
hinzieht, ihre einzelnen Theile PQ,, Q,R,, R;S;, 8,75, T,U, und U5 Ve 
bestehen respective aus 6, 9, v, u, A und x Gliedern von der Linge é” oder 0. 

Wollte man nun annehmen, dass je zwei Schraubungen, die sich in 
verschiedener Weise aus % und 8 zusammensetzen, auch selbst von 
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einander verschieden wiren, so wiirde eine Kugel mit dem Mittelpunkt P 
und dem Radius xd mehr als 2(3"—1) Punkte der regelmiissigen Punkt- 


gruppe und eine Kugel mit dem Radius (nd + ‘) mehr als 2(3"—1) 


kleine Kugeln vom Radius Ld enthalten. Der Gesammtinhalt aller dieser 


kleinen Kugeln wire dann > + (3"— 1) d’, wihrend die sie einschliessende 


Kugel den Inhalt “= (no + 5) besitzt; folglich miisste dieser Werth 


grésser als jener sein. Das liefert die Ungleichung: (3"—1)<4n° G + oa)» 
welche fiir jeden Werth von m Geltung haben miisste. Es hat aber 4 


3 
einen bestimmten endlichen Werth, und somit bleibt 4(4 +5.) unter 


einer bestimmten ganzen Zahl g, so dass man erhiilt: 3" < gn*. Da jedoch 
3": n° fiir wachsendes » iiber jede Grenze hinans wiichst, ist unsere Un- 
gleichung nicht erfiillt, und wir erkennen, dass wir von einer falschen 
Annahme ausgegangen sind. Es wird also immer mehrere Combinationen 
von & und B geben miissen, welche die nimliche Schraubung darstellen, 
und hieraus folgt unmittelbar die Richtigkeit des behaupteten Satzes. 


Mathematische Annalen. LIII. 











Ueber die Zerlegbarkeit der Function x*—a in einem 
beliebigen Korper. 


Von 
E. Wenpt in Elsfleth a. d. Weser. 


Im 2. Hefte des 19. Bandes der ,,Acta mathematica“ hat Herr Vahlen 
folgenden Satz bewiesen: ,,Alle im Bereiche der rationalen Zahlen redu- 
ciblen Binome erhilt man aus den beiden 


z™—1 und “+4 


durch die Substitution e| -, wo ¢ eine rationale Zahl ist“. 


Im Folgenden will ich den Ausdruck 2" — a auf seine Zerlegbarkeit 


hin unter Zugrundelegung eines beliebigen Rationalititsbereichs unter- 
suchen. 


1. 

Es sei & eine Wurzel der Gleichung 
(1) &’—_a=0 
und ¢« eine primitive Wurzel der Gleichung 

e* == 1. 
Der zu Grunde gelegte Koérper, dem a natiirlich angehéren muss, 
heisse K. Die iibrigen Wurzeln der Gleichung (1) haben die Gestalt 
Ee, Ge", ---, Ber. 
Der irreducible Factor von «*—a, der fiir —£¢ verschwindet, sei 
(2) f(a) = (@—Be") (w@—Ee") --- @—Be); (4=1); (e<n). 
Das von « freie Glied dieses Productes muss eine in K rationale Zahl 
sein, also 
(3) ¢. ghittate the ge. gam tly. 
Bezeichnet man dann den griéssten gemeinsamen Theiler von @ und 
mit d, setzt also 
g=de; n=dn; (n> 1) 
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wobei 9, und », theilerfremd sind, so lassen sich zwei ganze rationale 
Zahlen 9’ und »’ finden, derart, dass die Gleichung besteht 

oo + nn =d. 
Erhebt man die Seiten der Gleichung (3) auf die 9’ Potenz, die der 
Gleichung (1) auf die n’ Potenz und multiplicirt dann die entstehenden 
Gleichungen, so ergiebt sich 


(4) gY. kg”. at = b, 
wo b rational in K ist, und durch Erheben auf die n, Potenz 
(5) a. ge A* pM, 


Nunmehr bilde man die Coefficienten der Glieder «¢-* und 2° der 
Function f(x). Dann hat man 
(6) PL, =a; RL =a, (6 =1,2,---,e—1), 
wobei a und a), rational in K sind, ferner 
(6a) L,= g'l,o + gto +... L’ me + g 2,0 +... 
ist und 1,4; l2,5;--- alle méglichen Summen von je o verschiedenen 
Zahlen k,, k,,---, ke bedeuten. 

Unter den Gréssen a,(6 = 1, 2,---,@—1) seien 

Be,, Ge, °° 

die von Null verschiedenen; dann verschwinden also auch nicht die ratio- 
nalen Functionen Z,,, Lo,,--- von ¢ Den gréssten gemeinschaftlichen 
Theiler der Zahlen 6,,6,,--- und der Zahl d kann man fiir die weitere 


Untersuchung gleich 1 annehmen. Denn wird derselbe mit 3 bezeichnet, 
so hat der irreducible Factor f(a) von 2" —a die Gestalt 


0 e—d g—20 0) 
xu + asx + a, 52% a + ay 


ist also eine blosse Function von 2; mithin muss a° —a den irredu- 
ciblen Factor 
$a 

x + a,x + 4,52 +--- Fag te4, 
besitzen. Unter der die Allgemeinheit nicht beschrinkenden Annahme 
d= 1 lassen sich ganze rationale Zahlen 6,’, 6,',---,d’ finden, derart dass 

6,6, + 6,6, +---+dd'’=1 

ist. Aus den Gleichungen (4), (5) und (6) ergiebt sich zuniichst 


—<e —1 ad —o' Sk 
ma, Lo; Maa, Lo 5 Ee bee. 


GO, ? 


Durch Erheben der Seiten dieser Gleichungen bzhw. auf die 6,'*, 6,'",---,d’* 
Potenz und Multiplication der dadurch entstehenden Gleichungen folgt: 


met it. Ot ee... Goes 
= a, +a. b L,, L,, é 


? 
29* 
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also 

(7) ba Ape 

und 

(8) a= "= A" -g(e)", 
wobei A rational in K ist und 

®) g()— Ez* Uz* «gee 


eine rationale Function von « darstellt, deren Coefficienten dem natiir- 
lichen Bereiche, der mit P bezeichnet werden mége, angehéren. 

Wenn also «*—a reducibel sein soll, muss a dargestellt werden 
kénnen als ein Product der n*' Potenz einer in K rationalen Zahl und 
der »" Potenz einer rationalen Function von ¢, deren Coefficienten in P 
rational sind. Umgekehrt, wenn diese Darstellung méglich ist, so gilt 
eine Gleichung von der Form der Gleichung (7), und da ¢ im Kérper P 
einer Gleichung geniigt, deren Grad nur g(m) ist, so sind auch g(e) und 
damit in K Wurzeln einer Gleichung vom Grade g(m), also ist der 
Ausdruck «" — a reducibel. Somit ist folgender Satz bewiesen. 

Ein Ausdruck von der Form «”"—a ist dann und nur 
dann reducibel in einem Korper K, wenn sich a als Product 
der n*™ Potenz einer in K rationalen Zahl und der ni” Potenz 
einer rationalen Function von «, deren Coefficienten dem natiir- 
lichen Bereiche entstammen, darstellen liisst, wobei n ein Theiler 
von m ist und « eine primitive n' Einheitswurzel bedeutet. 


2. 

Diesem Resultat will ich zuniichst fiir den Fall eine andere Form 
geben, dass in K keine wirkliche ganze rationale Function von «, deren 
Coefficienten dem natiirlichen Bereiche P angehéren, rational ist. 

Durch Multiplication der Gleichungen unter (6) ergiebt sich mit 
Hiilfe von (3) 

(10) LL, == 


a,4 





—Ps - 


a, o 
wo B, eine in K rationale Zahl bedeutet. Zufolge der Gleichung (8) 
gehért g(e)" zum Bereiche K; diese Grésse muss daher gemiiss der iiber 
den Kérper gemachten Voraussetzung eine natiirliche Zahl sein. Bezeichnet 
man sie mit C und erwiigt, dass Li, aus L, entsteht, wenn man +7 
durch — i ersetzt, so folgt mit Hiilfe der Gleichung (9): 

(L,,-L,) "-(Z,,- Ly? -- T= C%, 
also nach (10) 


(B," - BL .. "= C? 
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oder 


C* = B’, 
wo B eine in K rationale Zahl bedeutet. 
Ist m ungerade, so wiirde folgen, dass C und somit auch a@ die 
n® Potenz einer in K rationalen Zahl wire, und dann ist x" — a sicher 
reducibel. Ist » gerade, so ergiebt sich 


C=+B* wd a=+(4-B*=+D’, 
wo D rational in K ist. Enthilt » irgend eine ungerade Zahl als Divisor 
oder gilt das positive Zeichen, so ist 2" — a thatsichlich reducibel. Es 
eriibrigt daher nur noch den Fall 


a= — D’; n= 2”, 
also die Function 


a+ D® =a” + DY 
zu betrachten. * 

Aus der Gleichung &* = — D* folgt zuniichst &— D-», wo 7 
eine primitive n Einheitswurzel bedeutet. Man kann sich nun & so ge- 
wahlt denken, dass 7 = ist, also 
(11) 2— D-e. 


Hierzu kommen noch die Gleichungen: 


(12) Eee pee) —ay Bed + s+...) ay. 
Durch Quadriren der beiden Seiten der ersteren dieser Gleichungen erhiilt 
man mit Benutzung der letzteren und der Gleichung (11) 


© 7 2k ty — 
(13) e(ett ce ae aj a 


Da aber im vorliegenden Falle ¢ eine Wurzel der irreduciblen Gleichung 


+ 10 und e>2 ist, so kann diese Gleichung infolge der dem 
Kérper K auferlegten Einschrinkung nur bestehen, falls a? = 2a, ist. 
Ferner folgt aus der zweiten der Gleichungen (12) 


(14) e(eh? 4 eh? 4...) = 3: 


Fir 9 >2 kann diese Gleichung, weil dann die Klammer eine gerade 
Anzahl von Gliedern enthialt, nur bestehen, wenn a, und somit a, ver- 
schwindet, und zu dem Ende muss der Ausdruck L, = é! +---+ &¢ 
gleich Null sein, folglich muss sich die Function f(x), da die Glieder 


von L, wegen der Irreducibilitiit der Gleichung ¢° + 1 =O paarweise 
verschwinden miissen, als ein Product von der Form 
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T[c nN so t) (x— sto £) =[[@ — go °) 


o=1 o=1 


darstellen, wire also eine blosse Function von z*, die f,(*) heisse. Wenn 


aber 2” 4 D® den irreduciblen Factor f(®) = f, (2*) besitsen soll, muss 


a* P + D?, (nw = 2”) durch f,(x) theilbar sein. Da aber x 74 p? irre- 


ducibel ist, so folgt riickwirts, dass @ = 2 sein muss. Dann aber lautet 
Gleichung (14) 


h+h, oe © 
é- gi th D : 
und da ausserdem fk, =1 und &4 + 24 —0, also 2k, = = + 2 ist, 
4s 
so folgt «6 = D1, aso D=+a—+- a und n=4. Setat 
man demnach a, = ie. so erhalt man die Gleichung 
(15) a + 4y! = (a? — 2yx + 2y’) - (x? + 2yx+ 2y’). 


Demzufolge gilt der Satz: 

Die Function x" — a ist in einem Korper K, dem keine 
wirkliche ganze rationale Function von ¢ mit natiirlichen Zahlen- 
coefficienten angehirt, nur in folgenden beiden Fiillen reducibel: 

1) wenn a die r® Potenz einer in K enthaltenen Zahl ist, 
wor in n aufgeht; 

2) wenn n und a die Form haben n= 40, a = 4y', wo 
8 eine ganze rationale Zahl bedeutet und y rational in K ist; 
und zwar sind die beiden Factoren der Function 

ahd + Ay! = (229 — Qya? + 2y*) (2*? + ya? + 2y*) 
irreducibel in K. 

Die Richtigkeit der letzten Behauptung ergiebt sich folgendermassen. 
Angenommen, der eine der Factoren wiire reducibel, er hiitte den irredu- 
ciblen Factor f(«) = x¢ + a,x2¢—'+ --- + a1” + a, dann kann man 
annehmen, dass der grésste gemeinschaftliche Divisor der Indices 1,2,3,---,0 
der nichtverschwindenden Coefficienten gleich 1 sei (denn andernfalls wiirde 
folgen, dass ein Ausdruck von der Form 2?* + 2yx* + 2y*, wo 0° em 
Theiler von d bedeutet, reducibel wire, und dann wiirde man diesen zu 
untersuchen haben), und die in den Absiitzen 1) und 2) befolgte Schluss- 
weise kann angewendet werden. Diese fiihrt, da »—40 gerade ist, 


entweder zu der Forderung a= — yr. d. h. — 4y* = — D*? oder zu 
der Forderung 9 = 2, in jedem Falle en miisste n= 4 sein, d. h. es 
miisste 2? + 2xy + 2y* reducibel sein, und das ist nicht der Fall. 
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3. 


Ich wende mich nun dem Falle zu, wo wirkliche rationale Functionen 
von ¢ mit natiirlichen Zahlencoefficienten Gréssen des Bereichs sind. 

Wird zunichst der Fall in’s Auge gefasst, dass keine imaginiire n° 
Kinheitswurzel selbst zum Bereiche geh6rt, so fordert die Gleichung (5), dass 


en?*F 41, also a=+b" 
ist. Gilt das positive Zeichen oder enthilt n, eine ungerade Zahl als 
Factor, so ist 2*— a thatsichlich reducibel. Andernfalls muss », 9’ Dk 


. . n . . 
ein Vielfaches von ->, aber nicht von m sein, d. h. d muss gerade und 


daher » durch 4 theilbar sein. 

Bis zu demselben Punkte will ich nun zuniichst die Untersuchung 
fiir den Fall fihren, dass eine imaginare n“ Einheitswurzel zum Bereiche 
gehért. Es sei 4 = é die niedrigste Potenz von ¢, welche in K rational 
ist; ¢ muss dann ein Divisor von m sein. 

Es wire nun méglich, dass die irreducible Gleichung f(x) = 0, 
welcher & geniigt, auch durch einen Werth &-€ befriedigt wird, wo € 
eine in K rationale x“ Einheitswurzel bedeutet. Wenn aber f(&-£) = 0 
ist, so muss wegen der I[rreducibilitit von f(x) auch /f(&- &*) = 0; 
f(&-§°) = 0; ---; f(E- &—-") =O sein, wo €*—1 sei. Ist ferner &, eine 
von den bisher erwihnten Wurzeln verschiedene, so miissen auch &, - £; 
E- 6?;---3 & -€*-! Wurzeln sein. Folglich enthalt f(a) lauter Factoren 
von der Form 

(w— &) (w— &€) (w— EE") --- @—EE—*) = a* — &, 
ist also eine blosse Function von «*, welche /’(x*) heisse. Wenn dem- 
nach #"—a den irreduciblen Factor f(x) = f’(2*) enthilt, so muss 


«° —a den irreduciblen Factor f’(”) enthalten. Daher kann man, ohne 
dass die Untersuchung an Allgemeinheit verliert, r= 1 annehmen. 

Dieselbe Ueberlegung kann man in Bezug auf alle irreduciblen 
Factoren f(x) anstellen. Man wird auf diese Weise zu einer Function 
a" —a gefiihrt, von der kein irreducibler Factor fiir zwei durch einander 
rational ausdriickbare Gréssen verschwindet. Es ist dann méglich, dass 
iiberhaupt keine zwei Wurzeln der Gleichung &*— a= 0 rational von 
eimander abhiingig sind. Dann kommt man zu dem in diesem Absatz 
merst behandelten Falle zuriick. 

Andernfalls zerlegt sich x" — a in ¢’ Factoren von der Form 


f (x) = (w—&e*) (a— Eee) -- ., 
f(x) = (a— &e% ”) o—t9) - sy 


fi—a(x) = (@— beh nf’) (@— Erg!) +, 
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wo jeder Factor aus ¢ Linearfactoren besteht und wo ¢-¢’ =m und 
y = wieder die niedrigste in K enthaltene Potenz von « bedeute. Es 
folgt &- es tet- =a, wo a in K rational ist. Die Zahlen k,, k,,--- 
stimmen, von der Reihenfolge abgesehen, modulo ¢ mit den Zahlen 


0,1,2,---,¢— 1 iiberein, daher ist ihre Summe = : , resp. 0 (mod. #), 


je nachdem ¢ gerade oder ungerade ist. Durch Erheben der Seiten obiger 
Gleichung auf die ¢’° Potenz ergibt sich infolgedessen 


+ a=". 
In weitere Erérterung ist also auch hier bloss noch der Fall mu 
ziehen, dass ¢’ eine Potenz von 2 ist und dass das Minuszeichen gilt, 
dass also auch ¢ gerade und m durch 4 theilbar ist. 


n 


Gehért i—<«* zum Bereiche K, so ist 2"—a, falls a die Form 


8 2 

— b* hat, reducibel, weil dann a = (y3 i) ist. Gehért aber 7 nicht 
zum Bereiche, so muss «~! Wurzel derselben in K irreduciblen Gleichung 
sein, welcher ¢ geniigt, weil (<,«~‘) die einzige Transposition unter den 
primitiven n‘ Einheitswurzeln ist, welche i=e* nicht unverindert lasst. 

Nach dem im Abschnitt 1. bewiesenen Hauptsatze muss a, falls 
x" —a reducibel sein soll, in die Form A*g(e)" gebracht werden kénnen. 
Es geniigt also g(e) einer Gleichung g(e)" = C, wo C in K rational ist. 
Da «—' Wurzel derselben irreduciblen Gleichung ist, welcher ¢ geniigt, 
so folgt g(e—')" = C. Und sonach lisst sich wie im Abschnitt 2. weiter 


n 


schliessen, dass a die Form + D* haben muss. Da die Function 


a + D® in K reducibel ist, welchen Werth auch » haben mége, weil 
eine rationale Function von ¢ zum Bereiche gehért, so ist folgender Satz 
bewiesen: 


In einem Korper K, zu welchem eine rationale Function 
von — mit natiirlichen Zahlencoefficienten gehirt, in dem also é 
einer Gleichung von niederem als dem p(n)" Grade geniigt, 
ist die Function x"—a nur in folgenden beiden Fiillen reducibel: 

1) wenn a die s* Potenz einer in K rationalen Zahl ist, 
wo s ein Theiler von n ist; 


2) wenn n= 2" und on — yp’ ist, wo D dem Be- 
reiche K angehért. 











Bev 


mal 
wei: 
ver 
jede 


Ore 


mo 
rei 


die 


ih, 1 
ik 

























Beweis des Lindemann’schen Satzes tiber die Exponentialfunction. 


Von 
u 
t, Tu. VAHLEN in Kénigsberg i. Pr. 
Aus einem an K. Hensel gerichteten Briefe. 
: = 
Durch nihere Betrachtung des Hilbert’schen Beweises des Linde- 
t 


mann’schen Satzes bin ich zu einem rein arithmetisch-algebraischen Be- 
5 weise desselben Satzes gelangt, welcher nur die elementarsten Hilfsmittel 
verwendet und sich von dem Gordan’schen Beweise durch Fernbleiben 
jeder Symbolik unterscheidet. 








: Gestatten Sie, dass ich Ihnen denselben in Kiirze darlege. 

, Sind a, 8, y, u. s. w. » conjugirte ganze algebraische Zahlen der 

' Ordnung v, p eine Primzahl, so reducirt sich die ganze rationale Zahl: 

i 

y F(a, B, y,---) = 

r ‘ A P\ (P\ (p (toe 8 —4—5—--- 8 oe 

al. = “ey 

' (h, i, k,---==0,1,---p) 

| modulo p auf ihr héchstes Glied (—1)"?(aBy---)”; sie ist also fiir hin- 

, reichend grosse p congruent f(0) (mod. p), wenn f(x) = a+ --- =0 
die Gleichung ist, welcher «, B, y,--- geniigen. 


Entwickelt man: e* F(a, 8, y,---) nach Potenzen von a, B, y, - «+, so 
ergiebt sich die Summe der Glieder von geringerer Ordnung als vp, mit 
’ Benutzung der bekannten Relationen: 


oe ? —_9 sini 
: (i) — (@) (=1) + @) G22) -- = (9) 
gleich: 
P G (a; B, y,-+-)= 
> (1+ (*) 2 ares , SetSesd te... 


ST 
i, =0,1,--., p i (p 1)! 
Hitht..evp 
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Die Coefficienten von G(«; B, y,---) sind wegen: 


(v+1)p—h—i—k—---—1>p 
simmtlich durch p theilbar. 
Die Glieder, fiir deren Ordnung: 


vp<h+itk+---<(v+1)p 
ist, erhalten zufolge derselben Relationen verschwindende Coefficienten. 
Die noch iibrigen Glieder, deren Ordnung 


h+i+k+--->(v+1)p 


ist, erhalten gebrochene Coefficienten. Die Summe dieser Glieder be- 
kommt durch Anwendung der Relationen: 
() 


p 

- — (?) 4 

h(h—1)---@+1) (k—1) &@—2)---@ © @—2)@—3)---G@—H 
== (— 1) 2-9 O99 Ost 9-5) 








h(h—1)---@—p+1) 
die Form: 


Ra; B, ae ‘) ata 





(19 S(- 1yite+- (2) (?)-. Se reer ++ (hi+ ---—vp) bp. 


mn Gm Baw...) (Q— J)! 
i,k, ---=0,1,---,p (vp t ) (p 1) 


hfitk-+---20-+1)p 


Ks ist leicht zu zeigen, dass bei wachsendem p die Grésse R beliebig klein 
wird. Ist w der grésste der Werthe |«|, |B|,|y|,---, so wird zuniichst: 


(2) (2) @4+0---4+0) 
z ah +o, 
Rl <> epap ree : ee eae at lid 


i,k, 1,--+,p 
o= “eel 








wo, vermittelst 
h+i+k+---=(0+1)p+e, 


statt h der neue Summationsbuchstabe o eingefiihrt worden ist. Durch 
Zusammenfassung derjenigen Glieder, in denen i+k-+.---=t ist, 
erhalt man: 

“ +1)---@+p) (°—)'?) 

| epee: -(op—*) (p—1)! 


t= vo) Spllie 
o=0,1,2,- 





petro , 


Diese Ungleichung muss umsomehr stattfinden, wenn man darin wre ) 
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durch Za (oF) = 2/—? ersetzt. Vergréssert man ferner die rechte 
t=0,1,---(v—1)p 
Seite indem man durchgehends tr = (v—1)p, und dann Eins fiir 
Ose Ste-8---OF8 
(o-+-2p) (6+ 2p—1) ---(6-+p+1) 
setzt, so kommt; 
(arta) Pu! 


IR} <(@—1p+11 SO 


Ersetzt man noch (p+ 6)! durch 6!p!, so erhalt man: 











——— gl v-+-1\p 
im< PSs? Ca a ie A ot 
p (p—1)! 
oder schliesslich 
Kr 


|B] <*- o> 


wo x und K feste positive Gréssen sind. 

Sei nun 4 = af - >< die Gleichung, deren Unméglichkeit zu 
beweisen ist. Hier bezieht sich die erste Summe auf die ganzen alge- 
braischen Zahlen, die der Gleichung f(x) =a" -+---= 0, die zweite 
auf die ganzen algebraischen Zahlen, die der Gleichung g(x) = x" +----=0 
geniigen. Das Vorkommen einer ganzen rationalen Zahl a wird eventuell 
durch Multiplication der Gleichung mit P e—* erreicht. Multiplicirt 
man nunmehr die Gleichung 


a= ye — >) e 


mit F(a, B, y,---, «’, BY, y’,---) und betrachtet dieselbe als Congruenz fiir 
die beliebig grosse Primzahl p als Modul, so bekommt man links 
af(0) g(0), rechts ist jede der beiden Summen 


P 4 G (a; B,Y.°°* ce’, B, ?’, ny ) 


a, B, ad 


y G(a’; B, ?’, -oy @, B, Y, °° ‘) 


, U , 
a BY 


eine symmetrische Function sowohl der «, , y,---, als auch der a’, B, y’,--, 
also eine durch p theilbare ganze rationale Zahl. Die Reste, welche ver- 
p—1 


, . . A 
bleiben, sind zusammengenommen absolut kleiner als 4 - @ap W° A, A 


feste positive Gréssen sind. Damit ist die Unméglichkeit bewiesen. 








460 Tu. Vantxn. Beweis des Lindemann’schen Satzes iiber die Exponentialfunction. 


Uebrigens kann man dem Lindemann’schen Satze folgende besondere 
Fassung geben: 


Die Summe > e*, bezogen auf alle Wurzeln x einer ganzzahligen 
x 


Gleichung: 

et + att $+ +e —=0, 
jede in ihrer richtigen Vielfachheit genommen, ist eine charakteristische 
Invariante der Gleichung, fiir jede Gleichung von anderem Werthe, so 
dass durch die eine Zahl De die simmtlichen Coefficienten der Glei- 


chung bestimmt sind. 


Kénigsberg i. Pr., September 1899. 
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Zweite Note tiber analytische Functionen mehrerer Verinderlichen. 
el- ° Von 


W. F. Oscoop in Cambridge (Mass.). 


1. In einer friiheren Note*) habe ich den Satz ausgesprochen und 
bewiesen, den ich hier als Satz A bezeichnen will: 

Satz A. Es mége F(a, y) eine Function der wnabhiingigen Verinder- 
lichen x, y sein, die fiir jedes Werthepaar (a, y) des Bereiches (T): \a\< lh, 
\y| <8 eindeutig erkldrt und, wie folgt, beschaffen ist: 

a) fiir jeden festen im Kreise |x| = R (resp. |y| = 8) gelegenen Werth 
von x (resp. y) soll F(a, y) eine im Kreise \y| = S (resp. |x| = R) ana- 
lytische Function von y (resp. x) sein; 

b) F(a, y) soll im Bereich (T) endlich bleiben; d. h. es soll 

| F(a, y)|<G@ 
bleiben, wo G eine von x, y unabhiingige positive Grisse bedeutet und das 
Werthepaar (aw, y) am Bereich (T) beliebig angenommen wird. Dann ist 
F(a,y) eine analytische Function der unabhiingigen Verinderlichen x, y 
|im Bereiche (7’)]. 

Ferner habe ich die Frage aufgeworfen, ob die Bedingung b) nicht 
ginzlich iiberfliissig sci.**) Wenn es mir auch nicht gelungen ist, diese 
Frage zu erledigen, so glaube ich doch, dass durch folgenden Satz ein 
werthvoller Einblick in das Wesen derselben gewahrt wird. 

Satz B. Es mége (a, yp) ein beliebiger Punkt des Bereiches (T)s 
sein ,***) wiihrend beziiglich der Function F(a, y) bloss die Voraussetzungen a) 
gelten sollen. Dann existirt eine analytische Function &(a, y), deren 

*) Math. Ann. Bd. 52, 8. 462—464. 

**) In der Fussnote (p. 462) habe ich mich ja ungenau ausgedriickt. Selbst- 
verstiindlich wird die Bedingung b) nicht stets von selbst erfiillt sein. Es handelt 
sich bloss darum, ob der Satz noch besteht, wenn dieselbe unterbleibt. 

**) An Stelle der dem Bereich (7) zu Grunde liegenden Kreise kann man 


offenbar sowohl hier als auch in Satz A beliebige andere zweidimensionale Continua 
der w- und y-Ebene setzen. 








462 W. F. Oseoon. 


Definitionsbereich entweder den Punkt (x,, y,) selbst enthilt oder doch wenigstens 
in jede Umgebung dieses Punktes dringt. Im letzteren Fall kommt F(a, y) 
einem beliebig vorgegebenen Werthe in jeder Umgebung des Punktes (aq, y) 
beliebig nahe. Die in Betracht kommenden Theile des Definitionsbereiches 
von %(a, y) bilden ein in (T') gelegenes Continuum.*) 

In jeder Umgebung des Punktes yo (resp. 2%) liegt ein zweidimensionales 
Continuum, das mit einem beliebigen innerhalb des Kreises |x| = R (resp. 
|y| = S) gelegenen Kreise einen Bereich (t) bildet, welcher innerhalb des 
Definitionsbereiches von % (a, y) liegt. 

2. Der Beweis stiitzt sich auf einen Satz der Mengenlehre: Jn einem 
Kreise C méigen eine Reihe von Punktmengen P,, P,,--- vorgelegt sein, 
welche folgenden Bedingungen geniigen: 

1) die Punkte von P; sind stimmtlich in P;4, enthalten; 

2) in keinem zweidimensionalen Continuum sind die Punkte von P; 
tiberall dicht. 

Ferner mige mit 

P= ili P; 
die Menge der Punkte bezeichnet sein, die iiberhaupt an den Mengen P 
betheiligt sind. Dann kann kein Theil von P ein zweidimensionales Con- 
tinuum bilden. 

Den entsprechenden Satz fiir den eindimensionalen Fall, wo also an 
Stelle des Kreises C ein Stiick einer Geraden tritt u. s. w., habe ich 
unter der Einschrinkung bewiesen, dass die Punktmenge P; ihre Ab- 
leitung stets enthilt.**) Diese Forderung ist aber unwesentlich. Denn, 


sei P; die Menge, die dadurch entsteht, dass man zu P; alle noch fehlen- 


den Hiufungspunkte von P; hinzufiigt. Dann wird P; auch in keinem 
Intervall iiLerall dicht sein. Da nun nach dem soeben citirten Satze die 
Punktmenge 
P=lin P. 

kein Continuum aufzuweisen vermag, so wird dasselbe von der Theilmenge 
P erst recht gelten. Der Satz lisst sich aber auch durch die Methode 
der Einschachtelung der Intervalle direct beweisen. Man nehme niimlich 
an, es gehérten zur Menge P alle Punkte « des Intervalls (a, 6). Dann 
kann man ein Intervall («,, 6,), wo a<a, <6, <b ist, so bestimmen, 
dass dasselbe keinen Punkt von P, enthilt. Alsdann kann man ein neues 


*) Das Wort Continuum gebrauche ich durchweg im Weierstrass’schen, nicht im 
Cantor’schen Sinne; Weierstrass, Berl. Monatsber., Aug. 1880, § 1. 
**) Am. Journ. of Math. Bd. 19 (1897), S. 173. 
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Intervall (a, B.), wo a, <a < B, <A, ist, so bestimmen, dass dasselbe 
keinen Punkt von P, enthiilt. Das Verfahren wird fortgesetzt. Es ergiebt 
sich so eine Reihe von Gréssen @,, die bei wachsendem » gegen einen 
Grenzwerth « convergiren, wo nun a<a<b ist. Der Punkt a gehért 
aber keiner Menge P; und somit auch der Menge P nicht an. In diesem 
Widerspruch besteht der Beweis des Satzes. — Der Ausdehnung beider 
Beweise auf ein zweidimensionales Continuum stehen keine Schwierig- 
keiten im Wege. 

3. Beweis des Satzes B. Es geniigt offenbar den Beweis nur fiir 
den Punkt x = 0, y, = 0 zu fiihren. Den Bereich |y| < 6, wo O<d<S 
ist, bezeichne man mit C. Einem beliebigen festen Punkt y = y’ von C 
entspricht eine Function F(a, y’), die im Bereiche |x| < R, < FR stetig 
ist und deren absoluter Betrag somit einen gréssten Werth M(y’) besitzt. 
Es mégen mit P; (i=1,2,---) die Punkte von C bezeichnet sein, in 
denen 

M(y) <i 
ist. Dann miissen nach dem Satz von Nr. 2 fiir einen bestimmten Werth 
N von i die Punkte von Py in einem zweidimensionalen in C ent- 
haltenen Continuum D iiberall dicht sein, ja, sie fiillen D sogar ganz 
aus. Denn, legt man 2’, wo |a’|< R, ist, einen festen Werth bei, so 
ist | F(x’, y)| .eime stetige Function von y in D, deren Werth in jeder 
Umgebung eines beliebigen Punktes von D die Grésse N nicht itiber- 
schreitet. Damit ist bewiesen, dass 
[F(@, |<, 
wenn |x| < R, ist und y in D liegt. 

Sei y, ein beliebiger Punkt von D. Dann bilden die Werthe von 
F(a,y) im Bereich |x| < R,, |y—y| <A, bei passender Wahl von h, 
nach Satz A eine analytische Function, deren Definitionsbereich min- 
destens denjenigen Bereich, wo |x| < R,, y ein beliebiger Punkt von D 
ist, umfasst. 

Liegt in C noch ein zweiter von D getrennter Bereich D’, so wird 
man von neuem zu einer analytischen Function gefiihrt. Diese beiden 
Functionen sind ein und dieselbe analytische Function. In der That 
geht bei Vertauschung von « und y aus den obigen Betrachtungen 
hervor, dass in einem Bereich, wo |y|< S, << S — hier geniigt es 
8,06 m setzen, — und a ein Punkt eines im Kreise |x| = R, ge- 
legenen Bereiches D ist, die Werthe von F(z, y) wiederum eine ana- 
lytische Function bestimmen. Dieser Bereich greift tiber Theile von beiden 
der in Betracht kommenden Bereiche, woraus denn die Richtigkeit der 
Behauptung hervorgeht, 
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Es eriibrigt nur noch zu zeigen, dass, falls es einen Punkt (a), y,) 
von (7) giebt, in dem F(x, y) nicht analytisch ist, die Function in 
jeder Umgebung dieses Punktes einen beliebigen Werth A beliebig nahe 
kommt. Wire dem nimlich nicht so, so wiirde die Function 

[F(@, y)— Ay" 
in der Umgebung des Punktes (x, y,) den Bedingungen des Satzes A 
geniigen. Sie wire somit in diesem Punkte analytisch und von Null 
verschieden, woraus sich dann ergeben wiirde, dass auch F(x, y) dort 
analytisch wire. 

4. Das Ergebniss dieser Note lisst sich im wesentlichen, wie folgt, 
aussprechen: Geniigt F(x, y) bloss den Bedingungen a) von Satz A, so 
giebt es in jeder Umgebung eines beliebigen Punktes (a, y) von (7) 
einen Punkt (a, y,), in dem F(«, y) analytisch ist, und zwar umfasst der 
Definitionsbereich dieser Function mindestens den Bereich |« — 2,|<h, 
ly— |< S,—|%| @esp. |y—y|<h, |w—2,|<R, —|a|), woh 
eine passend gewihlte positive Grésse bedeutet. Die Frage: (riebt es in 
(T) einen Punkt (2, yo), in dem F(x, y) nicht analytisch zu sein braucht? 
wird also dann und nur dann zu verneinen sein, wenn folgender Satz 
richtig ist. Es mége O(x, y) eine Function sein, die den Bedingungen a) 
von Satz A geniigt und ausserdem im Bereich |x| < R, |\y| <k <8 eine 
analytische Function der beiden unabhiingigen Verinderlichen x, y ist. Dann 
ist D(a, y) auch im ganzen Bereich (T) analytisch. — Ist dies nun der Fall? 


Gottingen, Januar 1900. 
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Ueber die Vollwerthigkeit und die Stetigkeit analytischer 


Tull Ausdriicke. 
lort : Von 
E. B. Curisrorren +.* 
gt, m) 
, 80 
(7) 1. 
pe: Sei f ein analytischer Ausdruck mit » Variabeln 
a“ n, 
7 (2) a+ te 
» i Wir setzen ein fiir alle mal fest, 
ht? A. Dass 2, #,---+%, nur reelle Zahlen im gewéhnlichen Sinne (ganze, 
Satz positive oder negative, rationale, irrationale) bedeuten sollen, mit Aus- 
schluss complexer Werthe und namentlich anderer Begriffe welche, der 
a a) Pp ' ¢ 
ola Zihlkunst fremd, in iibertragenem Sinne Zahlen genannt werden, um 
damit auszudriicken, dass sie ihre massgebenden Eigenschaften mit den 
ann 8 g' 


all? Zahlen gemein haben. 
B. Ebenso lassen wir das Functionszeichen 
f oder f(a,%,---%,) oder f(x) 
nur soweit zu, als es ebenfalls eine Werthbestimmung leistet. 

Diese beiden Einschriinkungen sind nicht ganz unabhiingig von ein- 
ander. Um zu ermitteln, wie weit sie mit einander bestehen kénnen, 
muss fiir jeden analytischen Ausdruck f die Frage beantwortet werden: 

C. Unter welchen Bedingungen der Ausdruck / eine in diesem Sinne 
zulissige Bedeutung hat, d. h. unter welchen Bedingungen fiir ein ohne 
Unbestimmtheit zu gebendes Argumentensystem 

(a)? oder afag--- at 
auch der Ausdruck f einen von jeder Unbestimmtheit freien Zahlenwerth 
ergiebt. 


*) Die vorliegende Arbeit hat E. B. Christoffel im Januar der Redaktion der 
Annalen zur Veréffentlichung tibergeben. Die schon damals fiir seine Gesundheit 
gehegten ernsten Besorgnisse haben sich leider nur zu bald erfiiilt. E. B. Christoffel 
ist am 15. Miirz seinem Leiden erlegen. Eine druckfertige Abhandlung, die sich in 
seinem Nachlasse vorfand wird demniichst in diesen Annalen erscheinen. Dem Wirken 
Christoffels wird in unseren Blittern ein Nekrolog gewidmet werden. 

Die Redaktion der Annalen. 


Mathematische Annalen. LIII. 30 

















































E. B, Curistorren. 


2. 

Zur Beantwortung dieser Frage muss die Rechnung, welche den Werth 
von f liefern soll, falls er existirt, auf ihren Erfolg gepriift werden. 

Diese Rechnung ist als eine rein numerische zu denken; ihr Gang ist 
bestimmt durcl den Ausdruck von f mit sinngemisser Beriicksichtigung 
solcher Umstiinde, welche erst bei der Umsetzung der in 7 vorgelegten 
Buchstabenrechnung in die hier zu priifende nwmerische Rechnung hervor- 
treten. 

Das betrifft den arithmetischen Charakter der Argumente (2°), welcher 
auf die Einrichtung der numerischen Rechnung den grissten Einfluss hat, 
wihrend die Buchstabenrechnung auf ihn keine Riicksicht nimmt, und mit 
allen Zahlen wie mit vollendeten operirt. Es scheiden sich dabei zwei 
Fille von einander. 

Den ersten Fall bilden solche Argumente, mit deren exacten Werthen 
die im Ausdruck f geforderten Operationen ohne Weiteres ausgefiihrt 
werden kénnen; ich werde sie numerisch verwendbare nennen, und voriiber- 
gehend durch (z’) bezeichnen. 

Den zweiten Fall bilden diejenigen Argumente, welche in die numerische 
Rechnung nur durch numerisch verwendbare Anniiherungswerthe von 
stufenweise und unbegrenzt sieigender Genauigkeit eingefiihrt werden 
kénnen, sie mégen Argumente zweiter Art heissen und voriibergehend 
durch (x”)) bezeichnet werden. 

Aus jedem dieser beiden Hauptfille entspringen fiir die Auswerthung 
von f zwei andere, je nachdem f ein sogenannter endlicher oder ein un- 
endlicher Ausdruck ist, was im Ganzen vier Classen von Algorithmen ergiebt. 

Dass die EKinfiihrung der Argumentwerthe (x), so wie der zweite 
Hauptfall sie verlangt,-im Buchstabenausdrucke f nicht vorgesehen ist, 
kann kein Grund sein, die Priifung der beiden, diesem Hauptfalle ent- 
sprechenden numerischen Algorithmen in irgend einer Form abzulehnen. 


3. 

Wir gehen weiter. Abgesehen von den beiden Fallen, die beim Aus- 
drucke f zu unterscheiden sind, kénnen wir die beiden Hauptfille auch so 
ausdriicken, dass im ersten die Argumente («’)) direct einzusetzen, im 
zweiten die Argumente (x”)) durch Anniiherungen einzufiihren sind. Man 
erkennt jetzt, dass hier eine unvollstiindige Abzihlung vorliegt; denn 
wihrend das sogenannte Kinsetzen der Argumente sich auf die Classe (2’) 
beschrinkt, ist das Anniherungsverfahren nicht bloss bei der Classe («’), 
sondern bei beiden Classen anwendbar. Soll die zur Beantwortung von 
C. geforderte Priifung alle Algorithmen umfassen, welche zur Auswerthung 
von f dienen kénnen, so muss ein dritter Hauptfall hinzugenommen werden, 
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nimlich die Anwendung des Anniherungsverfahrens auch bei den Argu- 
menten erster Classe (x’). 

Beide Fille vereinigen sich zu einem einzigen in der Weise, dass der 
zweite Hauptfall nicht auf die Argumente (2) beschriinkt bleibt, sondern 
auf alle Argumente (a) ohne Unterschied ausgedehnt wird. 

So erkennen wir, dass zur vollstiindigen Beantwortung der Frage C. 

1) Der Erfolg des Anniherungsverfahrens fiir alle Argumente (<) 
ohne Ausnahme zu priifen ist, aber 

2) fiir die Classe (x’)) der numerisch verwendbaren Argumente 
noch ein zweites Auswerthungsverfahren besteht und auf seinen 
Erfolg zu priifen ist, niaimlich das sogenannte Einsetzen der 
Argumente. 

4. 

Die Algorithmen, welche fiir die numerische Auswerthung von / zur 
Verfiigung stehen, und aus deren Priifung die Beantwortung der Frage C. 
hervorgehen muss, zerfallen demnach in folgende vier Classen: 

1. Das vorgelegte Argumentensystem («°) ist ein numerisch ver- 
wendbares, und direct einzufiihren; f ist 

a) ein endlicher, 
b) ein unendlicher Ausdruck. 

2. Das Argumentensystem (z°) ist von beliebiger Art, und soll 
durch numerisch verwendbare Anniherungen von stufenweise 
unbegrenzt steigender Genauigkeit eingefiihrt werden; / ist 

a) ein endlicher, 
b) ein unendlicher Ausdruck. 
5. 

Ich werde nun vor allen Dingen versuchen, diese vier Algorithmen 
und namentlich die Art, wie sie fortschreiten, durch Rechnungsschemata 
vorstellig zu machen. Dazu gehdren folgende Bezeichnungen. 

1) Endliche und unendliche Ausdriicke. Der Ausdruck f heisst ein 
endlicher oder unendlicher, je nachdem die Anzahl der von ihm geforderten 
Operationen mit den Argumenten (z)) eine endliche ist oder nie abbricht. 
Was unter einer solchen Operation zu verstehen ist, wird durch den Aus- 
druck f an die Hand gegeben, kann aber unter Umstiinden auch vom 
Ermessen des Rechners abhiingen. In diese Frage mischt sich die zweite 
nach der Reihenfolge der Operationen; auch sie kann vorgeschrieben oder 
der Wahl des Rechners iiberlassen sein. Irgend eine Entscheidung iiber 
diese Doppelfrage muss vor Beginn der Rechnung getroffen sein. 

Dies so verstanden bezeichnen wir allgemein durch 


fn (x) 
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einen endlichen Ausdruck mit den Argumenten (x), welcher die Ausfiihrung 
der ersten m Operationen vorschreibt. Das giebt, je nachdem dic Rech- 
nung mit der 1', 2%... mi"... Operation abgebrochen wird, die Folge 
endlicher Ausdriicke 

(f) = fifes s+ furs: 
und f ist ein endlicher oder ein unendlicher Ausdruck, jenachdem diese 
Folge abbricht oder sich ohne Ende fortsetzt. 

2) Bezeichnungen fiir stufenweise Anniherungen von unbegrenzt zu- 
nehmender Genauigkeit. Die unbegrenzte Anniherung an eine reelle Zahl 
«x kann erreicht werden durch wachsende Zahlen, oder durch abnehmende, 
oder endlich durch Abwechslung zwischen Zahlen der einen oder der 
andern Art. 

So kann man z. B. fiir « = 2 als wachsende Anniherungen benutzen 
1,9; 1,99; 1,999;--- und als abnehmende 2,1; 2,01; 2,001;---. 

Fiir das Argument 2%, sei 

alt) of®) .. . gl?) glP Ht)... 
wu eM 


irgend eine derartige Folge von immer genauern, aber zugleich numerisch: 
verwendbaren Anniiherungswerthen, und diese Bezeichnung gelte fiir 
=1,2,---m. Dann ist 


(X) = 2®, 2, 2), --- a 
der allgemeine Ausdruck fiir ein numerisch verwendbares Anniiherungs- 


system an (x°), und seine Genauigkeit steigt unbegrenzt, wenn man jeden 


der Indices 4, u,v,...@ fiir sich nach irgend einem Gesetze unbegrenzt 
wachsen lisst. 


Eine unendliche Folge numerisch verwendbarer und sich immer genauer 
an (x°) anschliessender Argumentensysteme werde durch 


WX (XY (X")--- (X) (KY) (XY) -- 


bezeichnet, was fiir die erste Uebersicht ausreicht. Dass es solcher Folgen 
soviele giebt als man will, kommt erst spiiter in Betracht. 


6. 
Bei diesen Bezeichnungen ergiebt sich folgende Uebersicht tiber den 
Verlauf der vier Grundalgorithmen. 


I. Das Argumentensystem (~°) ist ein numerisch verwendbares, und 
in den Ausdruck f direct einzufiihren. 


a. Ist f ein endlicher Ausdruck, so ist 


f (2) 


auszurechnen. 
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b. Ist f ein unendlicher Ausdruck, so sind Anfang und Fort- 
setzung der Rechnung durch die Folge 


fy (#*), fa"), - - - fu(a*) --- 
ausgedriickt, aber diese bricht nicht ab. 


Il. Das Argumentensystem (x°) ist ein beliebiges, und soll durch die 
unendliche Folge von Anniiherungswerthen 
Xl (XR) CX") - + CX) (XY) (YQ) --- 
eingefiihrt werden. 


a. Ist f ein endlicher Ausdruck, so ist die Rechnung nach folgen- 
dem Schema fortzusetzen 


f(X’), F(X"), >> = F(X), F(X), F(X), +++ 
was nicht abbricht. 
b. Ist f ein unendlicher Ausdruck, so ist die Fortsetzung der 


Rechnung eine zweifach unendliche: 
A(X’) F(X’) +--+ fn(X’) --- 
A(x ) fel (<") “fol Se 


re fu X )- 
“fal )- 


In diesem letzten Falle bildet jede Zeile einen besondern Fall von I. b, 
jede Spalte einen besondern Fall von Il. a, so dass diese beiden unend- 


lichen Rechnungen sich zu einer neuen, von jenen durchaus verschiedenen 
verbinden. 


7. 


Fiir die Beantwortung der Frage C. scheidet der Fall I. a. aus; die 
Méglichkeit, in diesem Falle den Ausdruck f((x°) so, wie er sich darbietet, 
numerisch exact auszurechnen, ist Postulat unserer Untersuchung, und 
dasselbe iibertriigt sich auf jedes einzelne Glied der unendlichen Folgen 
von Ausdriicken, auf welche die Untersuchung in den drei folgenden 
Fallen zu richten ist. 

8. 


Diese drei Fille aber fordern unendliche Rechnungen, jeder eine 
andere. Das sind also Rechnungen die, so wie sie verlangt sind, wohl 
angefangen, aber nie zu Ende gebracht werden kénnen, und deren Erfolg 
von ihrer Convergenz abhingt. 

Die zu I. b. gehérige Convergenzfrage ist die bekannte und, meines 
Wissens, bisher allein zugelassene: sie betrifft die Convergenz eines unend- 














470 E. B. Curistorret. 


lichen Ausdruckes f bei festen Werthen seiner Argumente (x). Als ge- 
eignetes Beispiel verweise ich auf Dirichlet’s Theorie der Fourier’ 
schen Entwicklungen. 

Der Nachweis der Convergenz von f in diesem Sinne reicht nicht 
aus zur Entscheidung derjenigen Fragen, welche an Stelle fester Argumente 
(x) die unbegrenzte Anniiherung an dieselben voraussetzen. 

Die beiden hierauf beziiglichen Convergenzfragen zu II. a. und IL b. 
sind von tieferer Anlage; ihre Untersuchung erweist sich als der gerade 
Weg zur Einsicht in eine massgebende allgemeine Higenschaft eines 
analytischen Ausdruckes, und zu Kriterien fiir den Ort und die Beschaffen- 
heit seiner Singularitiiten. 

Dass die Convergenz eines unendlichen Ausdruckes f bei festen 
Argumenten (x)) nicht ausreicht um zu beweisen, dass diesem Ausdruck 
fiir jedes Argumentensystem im Convergenzgebiete ein vollig bestimmter 
Werth zukommt, ist erst in der neuern Zeit erkannt worden. Dieser 
wichtige Fortschritt in den Grundlagen der Analysis hat sich an die 
Erscheinungen gekniipft, welche eine Fourier’sche Reihe f(x) an einer 
Sprungstelle 2° der in diese Reihe entwickelten Function g(x) darbietet, 
wenn man versucht, die von Dirichlet fiir das Argument 2° selbst ge- 
leistete Summation der Reihe f(x) (obiger Fall I. b) durch einseitige un- 
begrenzte Anniiherung an «° zu bewirken. Man hat dann einen besondern 
Fall von Il. b., und zwar einen solchen, wo dieser Algorithmus divergirt, 
wihrend der Algorithmus I. b. sich (unter den zu ihm gehérigen Voraus- 
setzungen) als convergent erweist. 

Die scharfsinnigen Mathematiker, deren Aufmerksamkeit wir diese 
folgenreichen Aufklirungen verdanken, sind von diesen aus zu ander 
Fragen iibergegangen, welche hier nicht zu erértern sind. 


9. 


Eine unendliche Rechnung ist convergent, wenn sie zu einem geeigneten, 
aber ausfiihrbaren Anfange A durch weitere Fortsetzung nur noch Schwankungen 
S von beliebig, aber ohne Unbestimmtheit vorzuschreibender Kleinheit: 
Mod. S < ¢, liefert. 

Ist eine unendliche Rechnung convergent, so ist demnach ihr Ergebniss 
ein vollig bestimmtes, dem man durch eine ausfiihrbare Rechnung beliebig 
nahe kommen kann. 

Unendliche Rechnungen, welche nicht convergiren, ohne Unterschied 
in eine einzige Classe (der divergenten Rechnungen) zu ziihlen, kann 
misslich werden. (Man vergl. die interessante Abhandlung von P. Dubois- 
Reymond iiber die trigonometrischen Reihen in den Abhandlungen der 
Miinchener Ak. I. Cl, XII. Bd., I Abth.). Im Uebrigen kann man von 
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einer solchen Rechnung aussagen dass, wie weit sie auch fortgesetzt werden 
mag, immer noch Schwankungen iibrig bleiben, welche verhindern, dass 
die Rechnung ,,zu stehenden Resultaten“ fiihrt. Dass Ergebniss der ins 
Unbestimmte fortgesetzten Rechnung ist also selber unbestimmt, wozu 
auch das Unendlichwerden gehért. 


10. 


Der Algorithmus I. b. setzt voraus, dass f(x)) ein unendlicher Ausdruck 
ist, welcher fiir ein System 2? 2? --- 2? numerisch verwendbarer Argumente 
ausgewerthet werden soll, und zwar soll dies durch directes Einsetzen der 
Argumente geschehen. 

Diese Rechnung kommt darauf hinaus, dass die endlichen Ausdriicke 


(I. b.) f,(2"), fa(@*), +++ fnul(2®), «+ - 


einer nach dem andern ausgerechnet werden, was man anfangen, aber nicht 
zu Ende fiihren kann. 

Als ausfiihrbar hat /,,(x°) zu gelten, so lange m ohne Unbestimmt- 
heit gegeben ist. Zu diesem ausfiihrbaren Anfange der Rechnung liefert 
die weitere Fortsetzung Schwankungen, deren allgemeiner Ausdruck 

S=fp(2°) —fu(2*) (fiir p>m) 
ist. 
Ich will nun ein fiir allemal festsetzen, dass im Folgenden unter 


, 


é, &,° 


nur Zahlen verstanden werden sollen, welche unter allen Umstiinden von 
Null verschieden, positiv und ohne Unbestimmtheit zu geben sind. 

Die Convergenz von f(x°) fordert, dass, wie klein auch ¢ sein mag, 
fiir ein geeignetes m und jedes p>m der Mod. S<e wird, und dann 
kann man ¢ gewissermassen als ein Mass fiir die Genauigkeit von 
fn (x°)) benutzen. 

Soll die Rechnung I. b. convergiren, so ist dafiir erforderlich 
und hinreichend, dass sich fiir jedes noch so kleine ¢ aus den 
Ungleichheiten 


(e,) Mod. | f, (2°) — fn(x®)|<e, m<p 


fiir m wenigstens ein von jeder Unbestimmtheit freier Werth 
ergiebt, und dann ist 


F 0 
fn((x*) 
ein ausfiihrbarer numerischer Ausdruck, welcher den verlangten 
Werth von f bis auf eine Correction vom Genauigkeitsmasse 
é ergiebt. 
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Unter diesen Bedingungen hat also der, mit den Argu- 
menten («°) formirte Ausdruck f einen vollig bestimmten Werth. 

Ist C das Gesammtgebiet, in welchem diese Bedingungen, 
wenn auch nicht iiberall mit demselben Werthe von m, erfiillt 
sind, so heisst C das Convergenzgebiet von f. Innerhalb dieses 
Gebietes C ist die Convergenz von f durch die Ungleichheiten 
(e) nur dargethan fiir die numerisch verwendbaren Argumente 


(x°) innerhalb C. 


11. 


Dies vorausgeschickt, stellen wir aus Nr. 6 nochmals die beiden Haupt- 
falle einander gegeniiber, um unsere Aufgabe fiir den noch riickstindigen 
Hauptfall vollstindig und genau aufstellen zu kénnen. 

Das erste Hauptverfahren kommt bei allen Argumenten (2°) ohne 
Ausnahme zur Anwendung: es besteht darin, dass die Argumente (z*) 
zur Auswerthung von f nicht selber in diesen Ausdruck eingefiihrt werden, 
sondern statt ihrer eine unendliche Folge numerisch verwendbarer An- 
naherungswerthe von unbegrenzt steigender Genauigkeit benutzt werden sol! 

Solcher Folgen giebt es unendlich viele. Wir stellen die 

Aufgabe I, die Bedingungen zu ermitteln, damit der so 
begriindete Algorithmus fiir jede Folge von Anndherungswerthen 
convergirt, und jede Folge zum niimlichen Grenzwerth fiir f fiihrt. 
Diesen werden wir durch G bezeichnen. 

Das zweite Hauptverfahren findet nur statt, wenn die Argumente (2°) 
numerisch verwendbar sind, und besteht darin, dass diese Argumente zur 
Auswerthung von f selber in diesen Ausdruck eingesetzt werden. Was 
hieriiber im Allgemeinen zu sagen ist, ist im Vorangehenden erledigt. 

Auf die numerisch verwendbaren Argumente sind also beide Haupt- 
verfahren zur Auswerthung von f anwendbar, es folgt aber keineswegs, 
dass sie auch beide denselben Werth fiir f ergeben. 

Mit Riicksicht hierauf werden wir unbedingt daran festhalten: 

Zusatz I. 1) dem Ausdrucke f fiir bestimmte Argumente 
(x°)) nur dann einen Werth zuzuschreiben, wenn das erste Haupt- 
verfahren einen solchen ergiebt, und 

2) diesen als den Werth von f fiir jene Argumente zu erkliiren, 

und dies namentlich auch in solchen Fallen, wo auch das zweite Haupt- 
verfahren statt hat, aber fiir f einen andern Werth ergiebt wie das erste. 

Wie das zusammenhingt (hebbare Unstetigkeiten), und dass die vor- 
stehende Festsetzung dem, was in der Analysis tiblich ist, genau entspricht, 
wird sich aus den Bedingungen ergeben, unter denen das erste Haupt- 
verfahren den in vorstehender Aufgabe I. geforderten Erfolg hat. 
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12. 


Auch beim ersten Hauptverfahren scheiden sich die beiden Fille, je 


nachdem : 
a. f ein endlicher oder 


b. f ein unendlicker Ausdruck ist. 


Wir erledigen zuniichst, was beiden Fallen gemeinsam ist, und kniipfen 
an die Bezeichnungen und Voraussetzungen der Nr. 6 an. 

In der Argumentenfolge || X|| wird (X)) so gewihlt, dass f(X)) im 
Falle a., f,(X)) im Falle b. einen ausfiihrbaren Anfang der Rechnung vor- 
stellt. Zu letzterem gehért, dass m einen endlichen, von jeder Unbestimmt- 
heit freien Werth hat; auf (X)) kommen wir spiiter zuriick. 

Schreitet die Rechnung nach dieser linearen Argumentenfolge || X || 
fort, so erhalten wir als Ausdruck fiir siimmtliche Schwankungen, welche 
m diesem Anfangsergebniss kommen kénnen, 

im Falle a: S=/(X,) —/f(X) fir wS1, 

» » bs S=f,(X)—fn(X) fir w>0, p>m. 
Dabei darf nicht aus dem Auge gelassen werden, dass die Werthe von 
fy foo fm Curch das zweite Hauptverfahren za ermitteln sind, so wie dass 
zwar bei wachsendem u sich lim (X,,)) = («®) ergiebt, aber das Argument 
(x°)) selbst in diesen Ungleichheiten nicht vorkommt. 

Wird die Untersuchung auf diese specielle Folge || X || von Anniherungs- 
werthen beschrinkt, so miissen fiir ein beliebig kleines ¢ siimmtliche 
Mod. S< ¢ werden, und zwar durch geeignete Wahl von (X)) allein im 
Falle a, von (X)) und m im Falle b. 

Aber unsere Aufgabe I fordert dies fiir jede Folge || X/| von An- 
niherungswerthen. Um dies zum Ausdruck zu bringen, verfahren wir 
wie folgt. 

Fiir jede Variable x,(u = 1,2---m) wird ein, den Werth x! ent- 
haltendes Schwankungsgebiet AL, eingefiihrt und 

1) x, auf die numerisch verwendbaren Werthe innerhalb AE, 
beschrankt. 
2) AE, wird durch die Ungleichheit 
tpt — Oy << By <a + By 
gegeben, wo «,, 6, positiv, mindestens nicht negativ sind. 
3) Die Grosse des Spielraums fiir x, oder seine Maximalschwankung 
ist dann 
ty + By = Ax,. 

Wenn es sich um f oder um das vollstiindige Argumentensystem (x) 
handelt, werde ich diese » Schwankungsgebiete AE,, AF, --- AE, zusam- 
men als ein einziges auffassen, und dieses AE nennen. 
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Zu den vorstehenden Festsetzungen beziiglich AF gehért nun noch 
eine, welche davon herriihrt, dass AE ein Argumentensystem (X)) enthalten 
muss, fiir welches f(X)) oder f,,()) einen ausfiihrbaren Anfang der Rech- 
nung bildet. Da aber die Ausfiihrbarkeit dieser Rechnung mit steigender 
Anniiherung von (X)) = (z*) eine zunehmende Verzégerung erfihrt (man 
denke sich x, x, durch Decimalbriiche ausgedriickt), so kommt die ver- 
langte Eigenschaft den Argumenten (X)) nur zu, so lange sie von den 
vorgelegten (x°)) nicht bloss unendlich wenig verschieden sind. 

Demnach miissen die Schwankungsgebiete AF, --- AE, so eingerichtet 
werden, dass sie ausser beliebig genauen Anniherungen an 2? 22--- a} 
auch solche enthalten, die von ihnen nicht bloss unendlich wenig ver- 
schieden, und ausserdem numerisch verwendbar sind. Um dem zu geniigen, 
muss noch festgesetzt werden 

4) dass die Maximalschwankungen Az,, Ax, --- Ax,, wenn auch 
noch so klein, aber ohne jede Unbestimmtheit angenommen 
werden miissen. 

Ist diese Bedingung fiir die Abgrenzungen von AEF erfiillt, so folgt, 
dass es wirklich in AF numerisch verwendbare Argumente (X)) vou 
solcher Beschaffenheit giebt, dass f(X)) im Falle a. f,,(X)) im Falle b. 
einen ausfiihrbaren Anfang der Rechnung bildet. 

Fiir unsere Aufgabe I. bediirfen wir zu diesen Anfangsergebnissen die 
zugehérigen Schwankungen bei beliebiger Fortsetzung der Rechnung. In 
obigen Ausdriicken fiir S sind also fiir (X,), d. i. fiir (X,), (X,)--- alle 
in AE enthaltenen Argumentensysteme, mit einziger Ausnahme von (x) 
selbst, einzufiihren, soweit sie zu den numerisch verwendbaren ge- 
héren. Wir bezeichnen sie durch 


(x’), (@"), +> 
und erhalten, als allgemeinen Ausdruck fiir alle Schwankungen, welche 
1) im Falle a. zum Anfangsergebniss f(X)) kommen kénnen, 


S' = f(x’) —f(X), 


oder auch 
8” = f(x") — F(X), 
was ¢ 
: 8=f(x’)—f@e")=s'—s 
giebt. 
2) Im Falle b. zum Anfangsergebniss /,,(X)) die Schwankungen: 

S'=fp(“) —fu(X) fir p>, 

oder £5 
8" = fi(2") — fu(X) fir a>n, 

was 


S = f(z’) — f(x") = S’— 8” fir pSm,q>n 
giebt. 
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In beiden Fallen soll, mit den néthigen Zusiitzen, Mod. S’ < ¢ oder, 
was dasselbe ist, Mod. S”<« werden. Es ist also unerliisslich, dass 
Mod. S << 2¢ wird. Aber das reicht auch aus. Denn wenn Mod. S < 2¢ 
ist, so ist fiir den Mod. S ein héchster Werth sichergestellt, da S nicht 
unendlich werden kann, und dieser héchste Werth des Mod. S kann mit ¢ 
nach Belieben verkleinert werden. Das iibertrigt sich auf seine iibrigen 
Werthe, zu denen Mod. S’ und Mod. 8” gehéren. Ersetzen wir 2¢ durch 
&, so folgt: 

’ Fiir die Aufgabe I ist erforderlich und ausreichend, dass 
fiir alle in AF enthaltenen, von (2°) verschiedenen und 
numerisch verwendbaren Argumente (z’)), (x”)) der 

Mod. S < é’ 


wird, wo im Falle a: S = f(x’) — f(z’), 
» » be S—fp(e)—f(e") und pSm, gm 


ist; und zwar muss sich das fiir ein beliebig klein gegebenes ¢’ 
erreichen lassen, ohne dass eine der Schwankungen Az, Az,---Ax, 
unendlich klein wird, wozu im Falle b. noch kommt, dass die 
Zahl m eine endliche sein muss. 


13. 
Sei f ein endlicher Ausdruck. (Fall a.) 
A. Fiir die Aufgabe I ist erforderlich und hinreicheud dass, nach 
Ausscheidung des Punktes (x°) selbst, die Maximalschwankung 
von f in AEF: 





(a) Mod. |F(2’) — f(x") |< 
wird, und zwar fiir ein beliebig klein gegebenes ¢’, und ohne 
dass eine der Maximalschwankungen Av, Aw, --- Ax, unter 


jede Grenze sinkt. Dabei sind (’), (#”)) beschrinkt auf die 
numerisch verwendbaren Argumente innerhalb AF (mit Aus- 
schluss von ((x°))), und beziiglich der Werthe von / ist voraus- 
gesetzt, dass sie nach dem zweiten Hauptverfahren berechnet sind. 
Sei 
G(«*) 
der Werth, welchen alsdann das erste Hauptverfahren fiir f zum Punkte (x°) 
ergiebt. 

In dem besondern Falle, wo auch (z°) zu den numerisch verwend- 
baren Argumenten gehdrt, liefert das zweite Hauptverfahren ebenfalls einen 
Werth fiir f, welcher durch 

f(x") 


zu bezeichnen ist. In den Ungleichheiten (a) kommt er nicht vor. 
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Um auch diesen Fall zu erledigen, nehme ich an Stelle dieses aus- 
geschlossenen Punktes (2z”)) einen andern, etwa («’). Dann diirfen in (a) 
fiir (x”) alle Anniiherungsfolgen genommen werden, welche in (z’) aus- 
laufen; es folgt, dass fiir (z’)) an Stelle von (2°) ebenfalls die in der 
Aufgabe I geforderte Convergenz stattfindet. Sei G(x’) der Werth, den 
das erste Hauptverfahren ergiebt, mithin G(zx’)) = lim f(«”), wihrend f(z’) 
durch das zweite Verfahren gewonnen wird. Wir erhalten 

(2’) Mod. | f(x’) — G(z’)|<¢;, 
also f(x’) — G(x’) = 0, weil andernfalls sein Modul nicht mit «’ nach 
Belieben verkleinert werden kiénnte. Dass dies nicht folgt, wenn man an 
Stelle der, die Ungleichheit (a) befriedigenden Zahl f(x’) eine andere 
nimmt, springt in die Augen. Auf (x°) iibertragen, heisst dies: 

B. In dem besondern Falle, wo auch (2°)) zu den numerisch ver- 
wendbaren Argumenten gehért, liefern beide Hauptverfahren 
zum Punkte (2°) stets und nur dann denselben Werth 

G (a) = f(a"), 
wenn die Ungleichheit (a) auch noch nach Hinzuziehung des 
Punktes (2°) erfiillt bleibt. 

Nun sei (y’)) ein beliebiges Argument innerhalb AF. Ist es ein 
numerisch verwendbares, so ist f(y’) = G(y’), auf alle Fille aber ist 
lim f(x’) = G(y'), wenn (x) eine Anniherungsfolge durchlaufend, gegen 
(y’) convergirt. Dann also kann durch Anniherung von (2’)) an (y’) 
erreicht werden, dass f(«’))— G(y’)) numerisch unter alle Grenzen sinkt. 
Dabei bleibt die Ungleichheit (a) bestehen, da f(x’)) nur solche Werthe 
durchliiuft, wie sie in (a) vorausgesetzt werden, und der Uebergang zu 
G(y’) am Maximalmodul nichts aindert. Gehdren ebenso (y”)) und G(y’) 
als Grenzen zu (x’)) und f(x”), so geht (a) iiber in 

(a”) Mod | G(y’) — G(y") | <¢;, 
und dies gilt fiir alle Argumente (y’)), (y)) innerhalb AF. 

©. Unter den Voraussetzungen des Satzes A erkliiren wir (2°) 
als den Werth von f im Punkte (2°), gleichviel ob fiir diesen 
Punkt auch das zweite Hauptverfahren statthat, und namentlich 
auch, wenn dieses fiir f einen von G(x) verschiedenen Werth 
ergeben sollte. In Folge dessen dehnt sich die Ungleichheit 

(a) Mod. | f(a’) — f(«")| <¢€ 
von den numerisch verwendbaren Argumenten aus auf alle 
Argumente (z’), (x”)) innerhalb AF, 
wie aus (a”) folgt, wenn man (y’), (y”)) durch (z’), (x) ersetzt und nun 
benutzt, dass G der Werth von / ist. 
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D. Das iibertragt sich auf alle Theile AZ eines Gréssengebietes E, 
wenn die Bedingungen des Satzes A in jedem Theile AE von 
E erfiillt sind, und der Werth von / fiir jeden Punkt (7°) 
von £ nach vorstehendem Princip, also stets durch das erste 
Hauptverfahren bestimmt wird (Nr. 11, Zus. Il). Sind aber 
diese Bedingungen verletzt in irgend einem Punkte (oder einer 
Linie u. s. w.) von EF, so ist das ein singuldérer Punkt (oder 
eine singulire Linie u. s. w.) von f. 

E. Wenn ein endlicher Ausdruck f in jedem Punkte (x°) eines 
Gréssengebietes EK einen vollig bestimmten Werth besitzt, und 
dieser Werth sich aus den Nachbarwerthen von f durch das 
erste Hauptverfahren ergiebt, so werde ich f als vollwerthig in 
E’ bezeichnen. 

F. Fiir die Vollwerthigkeit eines endlichen Ausdruckes f in einem 
Gebiete EK ist eine Eigenschaft dieses Ausdruckes erforderlich und 
hinreichend, welche darin besteht, dass fiir jeden Theil AL 
von E der grésste Schwankungsmodul von /, also seine Maximal- 
schwankung, unter eine beliebig kleine Grenze « sinkt, wenn 
die Maximalschwankungen seiner Argumente unter vollig be- 
stimmte, von Null verschiedene und aus ¢ zu berechnende 
Grenzen gebracht werden. 


14. 

Die Stetigkeit analytischer Ausdriicke. Dass diese Kigenschaft von f 
mit der Stetigkeit von f in Beziehung steht, braucht nicht erst gesagt zu 
werden. ; 

Sie bedarf aber eines Namens, da sie — zuniichst bei den endlichen 
Ausdriicken — das Kriterium fiir die Convergenz des Anniherungsalgorith- 
mus Ila im Sinne der Aufgabe I enthiilt, mithin jedesmal erwihnt werden 
muss, wo es sich um diese Convergenz oder die auf die Voliwerthigkeit 
von f beziiglichen Folgerungen aus ihr handelt. 

Von der Continuitit Cauchy’s, als einer Beziehung zwischen den 
gleichzeitigen Aenderungen der Variabeln «, x, ---, und des Ausdruckes / 
ist diese Eigenschaft durchaus verschieden: als Continuitiit von f wird sie 
demnach nicht bezeichnet werden diirfen. 

Aber sie selbst, niimlich ihr im Vorstehenden nachgewiesenes Kriterium 
leistet — wenigstens vorliufig fiir die endlichen Ausdriicke f — genau das, 
wofiir man sich auf die Stetigkeit von f zu berufen gewdhnt hatte, wobei 
der Irrthum nur darin bestand, dass man glaubte es reiche aus, als Stetigkeit 
von f seine Continuitiit nachzuweisen, wiihrend es richtig gewesen wiire 
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zu untersuchen, was man fiir den angegebenen Zweck unter dem Worte 
Stetigkeit verstehen miisse. 

Diese Untersuchung ist im Vorangehenden fiir die endlichen Aus- 
driicke f geleistet, und ich bezeichne die beziigliche Eigenschaft (F) von f 
als seine Stetigkeit, da in sprachlicher Beziehung nichts vorliegt, was zur 
bisher iiblichen, irreleitenden Auslegung dieses Wortes néthigen kénnte. 


G. Ich nenne allgemein einen Ausdruck f mit den Variabeln 

XZ, %_ +--+ X,, Oder auch eine Function dieser Variabeln stetig 
Punkte (2°) | wd x°) einschliessende | 
Gebieto : pe : i E enthaltene | 
engere Gréssengebiet AE 1) f keiner unendlichen Schwankung 
unterliegt und 2) seine Maximalschwankung unter eine be- 
liebige Grenze ¢ gebracht werden kann, indem man die Maximal- 
schwankungen der Variabeln in AE unter Grenzen bringt, die 
alle von Null verschieden sind und sich aus ¢ ohne Unbestimmt- 
heit ergeben. 


in einem 





Diese Definition der Stetigkeit fiir die einfachern Fille n — 1, 2,3 
habe ich meinen Vorlesungen iiber Functionentheorie und, seit mehr als 
30 Jahren, meinen Vorlesungen iiber bestimmte Integration zu Grunde 
gelegt. Ich bin zu derselben urspriinglich veranlasst worden durch eine 
empfindliche Liicke in der tiberkommenen Begriindung des bestimmten 
Integrals als Grenzwerth einer Summe, welche von der oben erwihnten 
ungeniigenden Vorstellung vom Wesen der Stetigkeit herriihrte. 


In seinen Vorlesungen iiber die einfachen und vielfachen Integrale 
(Seite 28) hat Herr Kronecker eime andere Definition der Stetigkeit 
gegeben, deren wesentlicher Unterschied von der vorstehenden darauf 
beruht, dass sie (fiir »—2) den zu (x*) gehérigen Werth f(x*) (an der 
angegebenen Stelle f(a”, y)) voraussetzt, wihrend es sich hier um die 
Frage nach seiner Existenz handelt. Dass die obige Definition der Stetig- 
keit diesem grossen Mathematiker nicht unbekannt gewesen ist, er sie 
aber abgelehnt hat, scheint aus einer andern Stelle des erwihnten Werkes 
hervorzugehen (Seite 6, Zeile 14—11 v. u.). 

Im Uebrigen findet sich obige Definition der Stetigkeit auch schon 
bei P. Dubois-Reymond, ich erinnere mich aber nicht, dass er an- 
gegeben hiitte, was ihn zu derselben néthigte. 


H. Ist ein endlicher Ausdruck f mit den Variabeln 2, 2 --- 2» 
stetig in einem Punkte (x°), so hat er in diesem Punkte eimen 
vollig bestimmten Werth, und kann demselben durch numerisch 
ausfiihrbare Anniherungsrechnungen nach Belieben geniihert 
werden, 
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Ist f stetig in allen Punkten oder allen Theilen AF eines 
Grissengebietes EL, so gilt dieser Satz von jedem Punkte dieses 
Gebietes, und F' heisst vollwerthig in EF. 
Enthilt L eine Stelle (Punkt, Linie,...) wo die Stetig- 
keit von f aussetzt, so bezeichnet man diese als eine singuliire 
Stelle von /. 
Wir schliessen an die Untersuchung des Falles II. a., in welcher bereits 
der Kernpunkt der hier vorliegenden allgemeinen Frage vollstindig zur 
Erérterung gekommen ist, zwei Beispiele nebst einer Bemerkung tiber das 
Wesen der numerisch verwendbaren Argumente. 


15. 


Zuniichst zwei Beispiele einfachster Art. Ich nehme n == 2, x, = a, 
t= y, setze x + iy=—z bei geometrischer Repriisentation von 2, y, ¢, 





und nehme fiir f die Ausdriicke 2?, 7a Wo p eine positive ganze Zahl, 


a eine Constante ist. 
Unter AE verstehe ich ein Stiick der Zahlenebene, welches den Punkt 
2° enthiilt, und bezeichne durch 2’, 2” beliebige Werthe von z innerhalb A EF. 
1. Fir f=? wird der Ausdruck fiir seine Schwankungen inner- 
halb AE: 


S — g'P ean 2p — (2 —2”) 





gpl 4 pip 2p" 4... 4 gpl |. 
Um den Punkt 2 = 0 lege ich ein Kreisgebiet 
E. Mod. z < 9, 
welches AF enthilt. Dann ist fiir jede Lage von AF innerhalb EF 
Mod. | 2’?—! + 2/?—2 2” +... 2"P—1| < p-or-!. 
Ist ferner AE die grisste Sehne von ALF, so ist 
Mod. (2’ — 2”) < A€, 
und fiir die Maximalschwankung von f innerhalb AF folgt: 
Mod. S < po?! AE. 
Soll diese < ¢ werden, so muss 
ee 
Pp 


é 
—1 
-@? 


genommen werden, und das geniigt allen Bedingungen, so lange es nicht 
unendlich klein, d. h. so lange @ nicht unendlich gross wird. 

Der Ausdruck z? ist stetig und vollwerthig, so lange der Mod. z 
nicht alle ohne Unbestimmtheit angebbaren Grenzen iiberschreitet. 
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2. Fir f= —— wird 








ee ee Mod, § — Mot —#) 


#—a £—a #¢—a-s—2@’ ” ? 
wenn 7’, r” die Entfernungen von a bis 2’, 2” sind. 

Enthalt nun 1) AF den Punkt z =a, so gehdrt es zu den Voraus- 
setzungen unserer Untersuchung, dass 2’, 2” dem Werthe a beliebig nahe 
kommen kénnen. Bei der Anniherung von 2” an a wiichst der Mod. § 
iiber alle Grenzen, f ist nicht stetig im Punkte a. Wenn dagegen 2) a 
ausserhalb AF liegt, so kénnen 7’, r” nicht unter jede Grenze sinken, 
und wenn A€ die vorige Bedeutung hat, so ergibt sich fiir die Maximal- 
schwankung von f in AE 

Mod. 8 < 7, 


bei méglichst kleimen Werthen von rv’ und r”, woraus die Stetigkeit und 
Vollwerthigkeit von f ausserhalb a folgt. Als numerisch verwendbar hat 
im ersten Beispiel jede rationale Zahl z= R, +-7R,, im zweiten jede Zahl 
von der Form z=a+R,+iR, zu gelten. Dies zeigt zur Geniige, dass 
die numerische Verwendbarkeit der Argumente zwar von ihrem arith- 
metischen Charakter abhangt, aber dieser Charakter sich nach der Be- 
schaffenheit von f richtet. 

3. Es ist noch ein Fall zu erwaihnen, in welchem scheinbar weder 
das erste noch das zweite Hauptverfahren anwendbar ist. Dieser Fall 
kann wirklich vorkommen, niimlich wenn der Ausdruck f ausser den 
n Variabeln x,---, noch Irrationalzahlen j,41---j, so enthilt, dass es 
fiir 2, --- 2, tiberhaupt gar kee numerisch verwendbaren Werthe gibt. 

Die Ausnahme ist nur eine scheinbare, denn die Auswerthung von f 
fiir einen Punkt z?--- 2 ist ohnehin nicht anders méglich, als dass auch 
jn+1***Jjp Murch Anniiherungswerthe eingefiihrt werden. Dies kommt 
darauf hinaus, dass in f an Stelle von j,41--- Jj, zuniichst Variable 
Ly4+1°** tp eingefiihrt werden, wodurch f(x, ---2,) in f(a, +--+») tiber- 
gehe, und dann die Auswerthung von f fiir den Punkt 2%---29 jn4i-+-Jp 
eintritt, wozu mur das erste Hauptverfahren dienen kann, weil jnr4i- + Jp 
irrational sind, aber numerisch verwendbare Argumente, nimlich die 
rationalen Zahlen, zur Verfiigung stehen. 

Dass man ebenso, von allereinfachsten Beispielen abgesehen, in jedem 
Falle verfihrt, wo f Irrationalzahlen enthilt, versteht sich von selbst. 


16. 
Die wnendlichen Ausdriicke f. In Nr. 12 ist alles vorbereitet, was 
auf diesen Fall, Bezug hat. Die Aufgabe I (Nr. 11) fordert 
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(S) dass fir S—f,(x')—f,(x") und p>m, q>m der 
Mod. S < ¢ 


wird, fiir alle in Ae enthaltenen, von (2°) verschiedenen und 
numerisch verwendbaren Argumente (x’), (2), und zwar muss 
sich dies fiir jedes beliebig klein gegebene «’ erreichen lassen, 
ohne dass m, die untere Grenze von p und von q, unendlich 
gross, oder eine der Schwankungen Az, --- Az, unendlich 
klein wird. Alle hier vorkommenden Werthe von /,, f, sind 
nach dem zweiten Hauptverfahren zu berechnen. 
Wir beginnen mit zwei besonderen Fallen, und nehmen zuerst 
(x) = (a’) und fiir q die gemeinsame untere Grenze von p und von gq, 
nimlich die Zahl m. Das giebt 


S = f,(«’) — fr(a#’) wd Mod. S<e’ 


fiir den gréssten Mod. S, mithin fiir alle Moduln S. 

Das ist gefordert fiir » >m und alle numerisch verwendbaren Argu- 
mente («’)) innerhalb Ae, mit Ausnahme von (2°), nebst dem Zusatze 
beziiglich m und Aa,---Az,. Es ist die Bedingung fiir die Convergenz 
des unendlichen Ausdruckes f(x’) bei festem Argumente (x’), was dem 
Falle I.b. entspricht, aber mit einem Zusatze, welcher sich auf die ver- 
schiedenen Argumente bezieht, welche fiir (z’)) sollen zugelassen werden. 
Der Zusatz besteht darin, dass Mod. S < ¢’ gefordert ist fiir alle Argu- 
mente (2’), und zwar zum niamlichen ¢ und zur nimlichen unteren 
Grenze m von p und von q. 

In Folye dessen erweist sich, fiir ein und dasselbe m, /;,(x’) als 
ausfiihrbares Anfangsergebniss der Rechnung zu jedem (z’) innerhalb Az, 
mit Ausnahme von (x°), und ein und dasselbe «’ als Mass der Genauigkeit 
fiir die hinzutretenden Correctionen (Schwankungen): 


(«) Der gegenwiirtige hesondere Fall sagt also aus, dass innerhalb 
-Ae der unendliche Ausdruck f nicht nur fiir jedes feste, von 
(x) verschiedene, numerisch verwendbare Argument (2’)) con- 
vergiren muss, sondern dass er fiir alle diese Argumente (z’) 
gleichmiissig convergiren muss. Und das Criterium fiir die 
gleichmissige Convergenz von f bei festen Argumenten (2’) 
innerhalb Ae besteht darin dass, wenn die Ungleichheit 


Mod. |fp(«’)) — fm(«’)| < & 
fiir jedes p> m gefordert wird, man ihr fiir alle diese Argu- 
mente (x’)) durch das nimliche m geniigen kann, und zwar, 
ohne dass von den Schwankungen Az,--- Az, irgend eine 
unendlich klein wird. 
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Sind diese Bedingungen erfiillt, so convergiren /,(x’)) bei wachsendem 
Pp, f,(x") bei wachsendem g gegen feste Grenzen, die aus dem zweiten 
Hauptverfahren entspringenden Werthe f(z’), f(x”) von f zu den von 
(x*) verschiedenen, numerisch verwendbaren Argumenten (x’), (x’’). Die 


Ungleichheit (S) geht dabei iiber in 
Mod. |f(x’) — f(2")| < ¢, 

das ist dieselbe Ungleichheit, und mit denselben Zusitzen, welche der 
Untersuchung iiber die endlichen Ausdriicke f zu Grunde liegt (Nr. 13. A.), 
und demnach auch zu denselben Folgerungen fiihrt. Wir werden sie 
weiter unten auf anderm Wege wiederfinden. 

Ein zweiter besonderer Fall ist der, wo g =p genommen wird, was 

S = fp(2’) — f(z’) 

und Mod. S < «’ giebt fiir p> m und alle numerisch verwendbaren Argu- 
mente (z’), (2”)) innerhalb Az, mit Ausnahme von (2°). Das ist ein 
besonderer Fall zu Ila. und sagt aus, dass /, bis auf den Punkt (°) 
innerhalb Az stetig sein muss, und zwar fiir pS m. 


(8) Unsere gegenwiirtige Aufgabe fordert auch, dass bei der in («) 
festgestellten Bedeutung von m die simmtlichen Ausdriicke 


fmfm+i*** fp: 
innerhalb Ae mit Ausschluss des Punktes (2°) stetig sein 
miissen. 
Diese Bedingungen (a) und (8) sind demnach fiir unsere Aufgabe 


unerlisslich, sie reichen aber auch aus. In der That ist der allgemeine 
Ausdruck von 8S: 


S= fp(x’) — f(a’) 
= [foe — fol) + fol”) — fale”) — fale”) — fal@"D, 
und das giebt, unter Voraussetzung von («) und () 
Mod. S < 3¢’. 


Wenn das nun auch nicht <¢’ ist, wie urspriinglich (in (S)) ver- 
langt wurde, so beweist es doch, dass ein Maximalwerth des Mod. 8 
existirt, und dieser unter den Bedingungen («) (8) nach Belieben ver- 
kleinert werden kann, was der wahre Sinn der Ungleichheit (S) ist. 

Aber die Bedingungen («) und (8) sind nicht unabhingig von ein- 
ander, sondern wenn (qa) erfiillt ist, kann (#8), und wenn (() erfiillt ist, 
kann (a) durch eine viel einfachere Bedingung ersetzt werden. 

_ Sei die Bedingung (B) erfiillt. Wir nehmen fiir (X)) ein von (2°) ver- 
schiedenes, numerisch verwendbares Argument innerhalb A«, und zerlegen 
S wie folgt: 
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S = f,(«’) — fh@’) 
= |fp(2’) — f(X)| — |i") — A(X) + A(X) — fe (%)| 
oder 
S—o+r, fir o=/,(X)—f(X), t=Ifole’)—fo( X)|—lfale")—Fal XD: 


Werden p,q auf die Werthe > m beschrinkt, so folgt aus (8), dass 
Mod.r<2e¢’ ist, das giebt Mod. S < 2«’-+ Mod.o6, Mod.o<2¢’ + Mod. 8. 
Unsere Aufgabe (S) fordert Mod. S < ¢’, also Mod. 6 < 3¢’.. Und wenn 
umgekehrt Mod. 6 < 3¢’ ist, so wird Mod. S<5¢. Das ist nicht die 
urspriingliche Ungleichheit Mod. S< «’, aber sie sagt dasselbe aus, niimlich 
dass ein héchster Werth des Mod. § existirt, und dieser unter den gegen- 
wirtigen Voraussetzungen nach Belieben verkleinert werden kann, was 
sich auf seine tibrigen Werthe iibertrigt. Aber die hiernach nothwendige 
und ausreichende Bedingung Mod. 6 < 3¢’ fordert nur die Convergenz des 
unendlichen Ausdruckes f fiir das feste Argument (a), und dieses mit 
(8) zusammen bildet hiernach ebenso wie (a) mit (8) zusammen ein 
System von Bedingungen, welche fiir die Aufgabe (S) nothwendig sind 
und ausreichen. Wir heben fiir’s Erste nur folgendes Resultat heraus: 


(y) Wir schliessen den Punkt (x®) von Ae aus. Sind damn (f) 


fafaris**fo°° 
stetig innerhalb Az, und ist f selbst convergent fiir irgend ein 
numerisch verwendbares, festes Argument (2)) innerhalb Az, 
so ist es innerhalb Ae bei festen Argumenten gleichmiissig 
convergent, 

und allen Bedingungen der Aufgabe (S) ist geniigt. 

Nun sei umgekehrt die Bedingung («) erfiillt. Wenn der unendliche 
Ausdruck f fiir ein festes Argument (x)) convergirt, so heisst dies, dass 
1) in der unendlichen Folge f, f,---f,-*- die spitern Glieder sich, ihrem 


Werthe nach, immer weniger von dem, durch die Convergenz mnach- 


gewiesenen Werthe von f zum Argumente (x)) unterscheiden, und dass 
2) dieser Werth von f dem zweiten Hauptverfahren entspringt, da sein 
Argument nicht durch Anniherungen einzufiihren ist. Man kénnte ver- 
sucht sein, dies dadurch zur Anschauung zu bringen, dass man diese 
Folge ohne Riicksicht darauf, dass sie kein Ende hat, gleichwohl mit / 
als Schlussglied schreibt: f,f.---/p:--f. 

Aus («) erhalten wir nun, unter (z’), (x”)) feste, numerisch verwend- 
bare Argumente innerhalb Ae, mit Ausschluss von (x°) verstanden, 


Mod. |f,(2’) — fm(z’)|<#, Mod. |f,(2”)) — fn(a”)| < &, 


Mod |F(e') — tule’) <e,— Mod.| fle") — fale")| <e 
31* 
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Sodann ist 
S = f(x’) — (2) = |fol’) — fu(’)| — |e") — fn") 
— |f(@') — ful’)| + [fF (@") — fn(x")| + 6 


fiir 

6 = f(x’) —f(2"), 
und wenn wir das, was rechts zu 6 kommt, durch t bezeichnen, S = 6 +1, 
o=S—t. 

Fir pS m, q>m folgt aus dem Vorangehenden Mod. t < 4¢’, also 
Mod. 6 < 4é’ + Mod. S$, Mod. S< 4’ + Mod.o6. Wenn nun, wie ver- 
langt, Mod. S<’ ist, so gibt das Mod. 6 <5¢’; und wenn umgekehrt 
dies erreicht ist, so wird Mod.S< 9’; es gibt dann einen hichsten Werth 
des Mod. S, und er so wie alle iibrigen kénnen mit Einhaltung aller 
Bedingungen unserer Aufgabe nach Belieben verkleinert werden, was 
einzig und allein gefordert ist. 

Ist (a) erfiillt, so reicht es fiir die Aufgabe (S) aus, dass 


Mod. 6 = Mod. | f(x’) — f(x”)| < 5é 
wird, d. h. dass, auf numerisch verwendbare Argumente mit Ausschluss 
von (x°) beschrinkt, f innerhalb Az stetig ist. 

(0) Der unendliche Ausdruck f werde auf die numerisch verwend- 
baren Argumente innerhalb Az, mit Ausnahme von (x°) be- 
schrainkt. Ist alsdann f innerhalb Ae bei festen Argumenten 
gleichmissig convergent, und ausserdem stetig, so sind die 
Ausdriicke finfm4i:--fp:-- ebenfalls stetig innerhalb Az, 

und allen Bedingungen der Aufgabe (8) ist geniigt. 

Dazu kommt noch ein Zusatz. Im Ausdrucke fiir S nehme man 
q =p, so dass S iibergeht in 

6» = fol’) — fol"). 

Wird das Zeichen + zur Abkiirzung beibehalten, so folgt 
6,=6-+1, 6=—6,—t, Mod.o,<4e+ Mode, Mod.o<4e' + Mod.6,. 
Die Verkleinerung des einen der beiden Moduln Mod. 6, Mod. 6,, zieht 
also die Verkleinerung des andern nach sich und ist umgekehrt durch 
sie bedingt: immerhin unter der Voraussetzung, dass die Bedingung (a) 
erfiillt ist. 

(e) Ist die Bedingung («) erfiillt, d. h. f innerhalb Az bis auf 
den Punkt (x°) gleichmissig convergent, so ist fiir die Stetig- 
keit von f und saimmtlicher Ausdriicke finfingi---fp-:* im 
gleichen Umfange erforderlich und hinreichend, dass irgend 
einer von diesen endlichen Ausdriicken f, dort stetig ist. 

Bei massgebenden Ausdriicken f der Analysis, namentlich den Potenz- 
reihen innerhalb ihres Convergenzgebietes fiir feste Argumente, ist diese 
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letzte Bedingung identisch erfiillt; fiir solche Ausdriicke folgt dann aus 
(y), dass ihre Convergenz die locale gleichmissige Convergenz nach sich 
zieht. Kinen Anhaltspunkt fiir die Annahme, dass nicht bloss fiir aus- 
gewihlte Ausdrucksformen f, sondern allgemein, aus ihrer gleichméissigen 
Convergenz bei festen Argumenten ihre Stetigkeit folge, habe ich in der hier 
vorgelegten Darstellung nicht finden kénnen. 

Wir haben folgende Resultate: 


A. Auch einem unendlichen Ausdrucke f schreiben wir fiir ein 
gegebenes Argument (x°) nur dann einen Werth zu, wenn 
das erste Hauptverfahren fiir diesen Punkt convergirt und bei 
jeder Anordnung zum nimlichen Grenzwerthe fihrt (Nr. 11, 
Aufgabe I. und Zusatz II.). Diesen erkliren wir als den Werth 
von f zum Punkte (x°) und bezeichnen ihn durch 

G(x"). 

B. Damit die Convergenz des ersten Hauptverfahrens in dieser 
Weise statthabe, ist erforderlich und hinreichend, dass in 
einem den Punkt (2°) enthaltenden Schwankungsgebiete Az, 
abgesehen von diesem Punkte selbst, eine der drei Doppel- 
bedingungen erfiillt ist: 

entweder («) und (), 
oder (y), 
oder (0), 
und zwar, ohne dass von den Schwankungen Az, --- Az, 
irgend eine unendliche klein wird. 
Fiir die unendlichen Ausdriicke f liegen jetzt, wenn auch aus andern 
Griinden, im Wesentlichen dieselben Verhiiltnisse vor, wie oben (Nr. 13. 14) 
fiir die endlichen. Die Eigenschaft, in Ae fiir jedes numerisch verwend- 
bare Argument (’)) (abgesehen von ((7*))) seinen véllig bestimmten Werth 
f(x’) zu besitzen, der nach dem zweiten Hauptverfahren zu berechnen 
ist, besitzen die endlichen Ausdriicke f selbstverstiindlich, die unendlichen 
wegen der geforderten Convergenz bei festen Argumenten. Die Kigen- 
schaft der Stetigkeit ist ebenfalls iibereinstimmend, niimlich fiir die gleichen 
Argumente («’)) gefordert. In Folge dessen wiederholen sich alle Schliisse, 
die wir bei den endlichen Ausdriicken aus diesen beiden Eigenschaften 
und der Convergenz des ersten Hauptverfahrens gezogen haben. 

C. Soweit die Bedingung (0) der Convergenz und der Stetigkeit 
von f fiir die numerisch verwendbaren Argumente (x) erfiillt 
ist, liefern beide Hauptverfahren zu diesen Argumenten fiir f 

denselben Werth 
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Dies gilt auch fiir den Punkt (2°): fiir. die Existenz von G(x°) ist weder 
die Convergenz noch die Stetigkeit von f in diesem Punkte erforderlich; 
wohl aber bedarf es der Convergenz von f, wenn das zweite Hauptver- 
fahren anwendbar sein und einen Werth f(x*) von f ergeben, und dazu 
der Stetigkeit, wenn er — G(zx*) sein soll. 

D. Wo f, auf die numerisch verwendbaren Argumente beschrinkt, 
bei festen Argumenten gleichmissig convergirt und zugleich 
stetig ist, ist es stetig fiir alle Argumente ohne Ausnahme und 
fiir alle = G. Besteht zwar die Convergenz, aber nicht zu- 
gleich die Stetigkeit von f auch noch im Punkte (x), so 
wird die Stetigkeit von f auch in diesem Punkte hergestellt, 
wenn man f(z°) als seinen Werth verwirft und durch den 
von ihm verschiedenen Werth G(x®°) ersetzt. 

Diese Unstetigkeit von f erweist sich demnach als Beispiel einer hebbaren 
Unstetigkeit im Sinne Riemann’s, und sie wird gehoben, indem man 
auch fiir das Argument (x°) den vom zweiten Hauptverfahren gelieferten 
Werth von f durch G(x°) ersetzt, d. h. die Auswerthung von f ausschliesslich 
auf das erste Hawptverfahren griindet. 

E. Sind die Bedingungen des Satzes B. nicht erfiillt, so ist das 
Anniherungsverfahren IIb. nicht convergent im Sinne der Auf- 
gabe I., und bei der Anniherung seiner Argumente an (x°) 
convergirt f nicht gegen eine feste Grenze, mindestens nicht 
stets gegen dieselbe Grenze. 

Damit ist nicht ausgeschlossen, dass unter geeigneten Umstiinden das 
zweite Hauptverfahren zu diesem Punkte einen voéllig bestimmten Werth 
fiir f ergibt. 

Hierhin gehért das bereits in Nr. 8 erwihnte Beispiel, welches die 
Fourier’schen Reihen liefern, wenn die in eine solche Reihe f ent- 
wickelte Function » fiir das Argument 2° eine Discontinuitiit besitzt. 

F. Sind die Bedingungen des Satzes B. erfiillt in allen Theilen 
eines Gebietes EL, so hat f auf Grund des Uebereinkommens A. 
in jedem Punkte (z*)) von E einen véllig bestimmten Werth, 
dem es sich bei jeder unbegrenzten Anniiherung seiner Argu- 
mente an diesen Punkt ohne Ende nihert; f heisst vollwerthiy 
innerhalb E, seine Stetigkeit umfasst alle Argumente in EF 
ohne Ausnahme, und zu numerisch verwendbaren Argumenten 
liefert das zweite Hauptverfahren stets denselben Werth fiir f 
wie das erste. 

G. Enthilt EZ eine Stelle (Punkt, Linie,...), in welcher die Be- 
dingungen des Satzes B. ganz oder zum Theil aussetzen, so 

bezeichnet man diese als eine singulire Stelle von /. 
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Statt, wie in B., zu fordern dass, bei festen Argumenten, f in jedem hin- 
langlich kleinen Theile AF von E gleichmiissig convergiren soll, kann 
man biindiger verlangen dass, immer bei festen Argumenten, innerhalb EF 
unendliche Schwankungen in der Convergenz von f ausgeschlossen sein 
sollen. Bei der Priifung der Frage, ob oder in wie weit das der Fall 
ist, wird man aber auf das in (@) zu Grunde gelegte Kriterium fiir die 
locale gleichmissige Convergenz von f bei festen Argumenten zuriick- 
greifen miissen. 


17. 


Ich stelle nun aus dem Vorangehenden die Hauptpunkte zusammen 
welche auf die Vollwerthigkeit von f Bezug haben. 

An der Spitze steht die Frage, unter welchen Bedingungen ein Aus- 
druck f fiir gegebene Argumente (x°) einen einzigen, von jeder Un- 
bestimmtheit freien Werth hat, dazu kommt die zweite Frage, unter 
welcher Bedingung f diese Kigenschaft in allen Punkten (x) eines Gréssen- 
gebietes E besitzt. 

Die Beantwortung der ersten Frage wirft sich auf die numerische 
Auswerthung von f fiir die vorgeschriebenen Argumente (x°). Fiir diese 
stehen zwei Wege zur Verfiigung. 

Das erste Hawptverfahren setzt voraus, dass in den Ausdruck f, be- 
hufs Ausrechnung desselben, nicht die vorgeschriebenen Argumente (x°) 
selbst eingefiihrt werden, sondern an ihrer Stel'e numerisch verwendbare 
Anniherungswerthe, aber diese in unbegrenzter Folge und mit unbegrenzt 
steigender Genauigkeit. 

Unsere Aufgabe besteht fiir diesen Fall darin, zu ermitteln, unter 
welchen Bedingungen dieser unendliche Algorithmus convergirt und bei jeder 
Anordnung zum némlichen Grenzwerthe G fiir f fiihrt. Ist ein solcher 
vorhanden, so wird G als Werth von f im gegebenen Punkte (x°) erklért. 

Geschieht dem in einem Gebiete E allenthalben Geniige, so heisst /, 
auf Grund dieser Bestimmung seiner Werthe, vollwerthig in E. 

Das zweite Hauptverfahren ist beschrinkt auf numerisch verwendbare 
Argumente (z°); es setzt voraus, dass behufs Auswerthung von /, die 
vorgeschriebenen Argumente selber in diesen Ausdruck eingesetzt werden, 
wodurch f = f(a) in den rein numerischen Ausdruck f(x°) iibergeht. 

Ist f ein endlicher Ausdruck, so liegt dieses zweite Hauptverfahren 
auch dem ersten zu Grunde, und es ist Postulat unserer Untersuchung, 
dass nicht bloss die Ausrechnung von f(x®) fiir numerisch verwendbare 
Argumente (x°) im Allgemeinen durchgefiihrt werden kann, sondern auch 
die Hiilfsmittel vorhanden sind um zu ermitteln, fiir welche Argumente 
die numerische Rechnung an Singularitiiten des Ausdruckes / scheitert. 
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Ist f ein unendlicher Ausdruck, so hingt die Frage, ob f(x*) einen 
bestimmten Werth vorstellt, ab von der Convergenz des Ausdruckes f 
bei festen Argumenten. Im Falle der Convergenz kann f(x°) je nach 
Umstinden = G oder aber auch von G verschieden sein. Im letzten 
Falle wird nicht f(x*), sondern G als Werth von f zum Punkte (z°) 
angenommen. 

Dies so festgestellt, fanden wir folgendes: 

Soll beim ersten Hauptverfahren der von unserer Aufgabe geforderte 
Grenzwerth G existiren, also f nach Uebereinkunft in (2°) diesen villig 
bestimmten Werth haben, so muss 

1) f, falls dies ein unendlicher Ausdruck ist, in einem den Punkt 
(x°) enthaltenden, hinlinglich kleinen Schwankungsgebiete AF stetig 
sein und, bei festen Argumenten, gleichmissig convergiren, beides, ohne 
dass eine der Schwankungen Az,, Ax,,---, Ax, unendlich klein wird. 

2) Wenn dagegen f ein endlicher Ausdruck ist, so reicht seine Stetig- 
keit in AE aus. 

3) Soll f vollwerthig sein in E, so miissen diese Bedingungen er- 
fiillt sein in jedem Theile AE von EF, und dann liefert das zweite Haupt- 
verfahren, wo es anwendbar ist, stets denselben Werth fiir f wie das erste. 

4) Sind diese Bedingungen in EZ. im Allgemeinen erfiillt, aber so, 
dass sie an einzelnen Stellen (Punkte, Linien,...) alle oder zum Theil 
aussetzen, so bezeichnet man diese als singuliire Stellen von f, und es 
ist nur ausgeschlossen, dass f an einer solchen beim ersten Hauptver- 
fahren einen einzigen, vollig bestimmten Werth erlangt. 

5) Das erste Hauptverfahren fiihrt also seiner Natur nach auf den 
Begriff der Singularititen von f und ihre Kriterien, wihrend das zweite, 
auf gleiche Allgemeinheit beschrinkt, nur zur Priifung der Convergenz 
bei festen Argumenten Anlass gibt, was dann zum Begriff des Convergene- 
gebietes G und seiner Grenzen, aber nicht auf den Begriff der Singulari- 
taten fiihrt. 

Es versteht sich, dass dies sich sofort indern kann, wenn man von 
dieser Untersuchung, welche alle Ausdriicke f umfassen soll, aufsteigt zur 
Untersuchung vollig charakterisirter Ausdrucksformen /. 


18. 
Die Singularititen von f. Die Criterien dafiir sind folgende: 
1. Ist f ein endlicher Ausdruck, so findet eine Singularitat statt, 
wo f nicht stetig ist. 


2. Ist f ein unendlicher Ausdruck, so findet eine Singularitit 
statt, wo 
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entweder f nicht stetig ist, 

oder f in einem abnehmenden Schwankungsgebiete A EF nicht 
bei festen Argumenten gleichmiissig convergirt, 

oder wo beide Eigenschaften aussetzen. 

Damit muss die allgemeine Untersuchung abbrechen; der Versuch, 
vollstindig nachzuweisen, worin nun die so localisirten Singularititen be- 
stehen kénnen, diirfte wohl véllig aussichtslos sein. 

Wir stehen hier derjenigen Classe von Eigenthiimlichkeiten ana- 
lytischer Ausdriicke gegeniiber, welche in einem beriihmten Werke (Clebsch 
und Gordan, Theorie der Abel’schen Functionen, Vorrede) als unbekannte 
Méglichkeiten bezeichnet sind. In jedem gegebenen Falle wird, wie in 
der Lehre von den Functionen einer einzigen, complexen Variablen, das 
Studium der wirklich méglichen Singularitiiten von f zu den Hauptauf- 
gaben der Theorie von f gehéren. 


19. 


Die Umformung eines analytischen Ausdruckes. Sei der Ausdruck f 
durch eine einwandsfreie Rechnung in einen andern Ausdruck G um- 
geformt worden. Es fragt sich, in welchem Umfange und aus welchen 
Griinden hieraus auf die Gleichheit beider Ausdriicke, also auf die Gleichung 

R G=f 
geschlossen werden darf. 

Bei unserer Beschrinkung der Variabeln 2,2, ---«, auf wirkliche 
Zahlenwerthe, und der analytischen Ausdriicke auf diejenigen Fille, wo 
sie wirkliche Werthsbestimmungen leisten, springt in die Augen, dass 
nach der Gleichheit zwischen f und G nur gefragt werden kann, soweit - 
sie beide zugleich den Charakter einer Werthsbestimmung besitzen, also 
z. B. wenn einer von beiden Ausdriicken ein unendlicher ist, sicher nicht 
ausserhalb “seines Convergenzgebietes C bei festen Argumenten. 

Aber dies reicht zur vollstiindigen Begriindung der Gleichung G = f 
nicht aus: denn durch die Umformungsrechnung allein, ohne Hinzu- 
ziehung anderer Beweisgriinde, ist der Nachweis der Gleichheit zwischen 
f und G beschrinkt auf diejenigen Argumente (7), mit deren Zahlen- 
werthen die zur Umformung von / erforderliche Buchstabenrechnung 
numerisch exact ausgefiihrt werden kann, das sind die (bei f) numerisch 
verwendbaren Argumente. Setzen wir 


f—G=h, 


so ist also fiir diese Argumente die Gleichung h = 0 gesichert, zunichst 
aber auch nur fiir sie allein. 
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Nach der Gleichheit oder Ungleichheit zwischen f und G fiir die 
iibrigen Argumente kann nur gefragt werden in einem solchen Gréssen- 
gebiete, in welchem auch zu diesen iibrigen Argumenten Werthe von f 
und G sicher gestellt sind, also in demjenigen Gebiete €, in welchem f und 
G zugleich die Eigenschaft der Vollwerthigkeit besitzen, wozu unbedingt die 
Stetigkeit beider in € gehért. 

Dann aber ist in jedem hinliinglich kleinen Theile A€ von € 


Mod. |f(x’) —f(e")| <2, Mod.| G(x’) — @(a")| <e", 


fiir alle Argumente (z’), («”)) innerhalb A€ ohne Ausnahme. Daraus 
folgt 
Mod. |h (2) — h(a”) <e +2", 
und wenn wir nun fiir (x”)) ein bei f numerisch verwendbares Argument 
nehmen, was h(x”) = 0 gibt, fiir alle iibrigen Argumente (x’)) innerhalb 
AE: Mod. h(x’) <« +". Daraus aber folgt h(x’) —0. Denn wire 
das nicht der Fall, so miisste es in A€ Argumente (z’)) geben, fiir welche 
der Mod. h(x’) iiber einer von Null verschiedenen und, wenn auch kleinen, 
aber ohne Unbestimmtheit angebbaren Grenze liegt, und h wiire nicht 
stetig, da seine Schwankungen innerhalb A€ durch Verkleinerung von 
AE nicht nach Belieben verkleinert werden kénnten. Also ist auch 
h(a’) = 0, also h =O in jedem Theile von €: 
Die Umformung eines analytischen Ausdruckes in einen andern 
ist giiltig in demjenigen Gebiete €, in welchem beide Aus- 
driicke vollwerthig sind. 
Wo aber einer von beiden Ausdriicken, oder der eine und der andere 
zugleich, einen singuliren Punkt hat, versagen die Schliisse, welche zu 
h(x’) = 0 fihrten. 
; Da jede Rechnung, welche im Ausdrucke f mit den Buchstaben 
XL, %y°*+%, ausgefiihrt wird, auf eine Umformung hinauskommt, so kénnen 
wir auch den folgenden Satz aussprechen: 
Wo ein analytischer Ausdruck f vollwerthig ist, ist die Buch- 
stabenrechnung mit seinen Argumenten numerisch giiltig ohne 
Beschrinkung auf besondere Categorien derselben, d. h. dort 
rechnet man mit seinen Argumenten wie mit vollendeten Zahlen. 
Ohne den Nachweis der gleichzeitigen Vollwerthigkeit von f und @ ent- 
behrt der Schluss (h(2’)) = 0) auf die Gleichheit beider der ausreichenden 
Begriindung. Es miisste denn sein, dass man die Aufgabe der Analysis 
dahin abanderte, dass analytische Ausdriicke nicht als Werthsbestimmungen 
zu gelten haben. 
Zum Verzicht auf die numerische Verwendbarkeit der Analysis wird 
man sich wohl nicht entschliessen. Soll sie aber zu den Anwendungen 
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berechtigen, welche man in dieser Beziehung von ihr erwartet, so darf 
sie nicht ausschliesslich auf Umformungen begriindet werden, da auch 
bei diesen nur eine Stetigkeitsuntersuchung den Ausschlag fiir die Giiltig- 
keit der Umformung geben kann, wofern fiir f und G@ zugleich der 
Charakter als Werthsbestimmungen gesichert bleiben soll. 


no 


Strassburg, 25. Januar 1900. 


Inhalt. 


Seite 


Die Variabeln werden auf reelle Zahlenwerthe beschriinkt, analytische Aus- 
driicke nur in Betracht gezogen, soweit sie Werthsbestimmungen leisten. 
Unter welchen Bedingungen kommt einem Ausdrucke f diese Bedeutung zu? 
Numerische Auswerthung von f. Die Anlage der Rechnung abhiingig vom 
arithmetischen Charakter der Argumente. Numerisch verwendbare Argu- 
mente; Argumente die nur durch Anniiherungen eingefiihrt werden kénnen 


3. Zweierlei Algorithmen, jeder fiir endliche und fiir unendliche Ausdriicke f 


. Der Fall I. a. scheidet | Om... . 
. Die drei tibrigen Fille sind Convergensfragen , . die ‘ibliche, Tl. a. wa b. 


. Wann eine unendliche an cnmrennal ‘it. 


. Vorbereitung fiir die Theorie des ersten Hauptverfahrens . 
. Das erste Hauptverfahren fiir endliche Ausdriicke f. A. Convengeabediaguag. 


. Die vier Classen auf ihren Erfolg zu priifender Algorithmen 
. 6. Die vier — Ia. b. und Il. a.b. durch Rechnungeschemata dar. 
. 468 


gestellt . 


von anderer Art. 


Der Algorithmus I.b.: Convergenz eines unendlichen Ausdreckes bei festen 
Argumenten. Convergenzgebiet C 


Hauptverfahren (Einsetzen der Argumente) Zusatz I 


B. Wann beide Hauptverfahren fiir f denselben Werth ergeben. C. Der 
Werth von f zum Punkte ((x°)) wird festgelegt. D. Ausdehnung auf ein 
Gréssengebiet H. Singuliire Stellen von f. EH. Vollwerthigkeit von f. F. Die 
Kigenschaft von f, welche die Vollwerthigkeit von f nach sich zieht . 


. Die Stetigkeit analytischer Ausdriicke (G.). Stetigkeit und Vollwerthigkeit 
. Zwei Beispiele. Numerisch verwendbare Argumente. Behandlung der Fille, 
. 479 
. Die unendlichen Ausdriicke f, erstes Bengientdem. " Anfigabe (S). Besondere 


von f (#.). 
wo f irrationale Constanten enthilt. ... . ee ae ame yee 


Fille («) und (f). Beide zusammen reichen zur Lésung der Autgabe (S) 
aus. Vereinfachte Bedingungen (y) und (0). Zusatz (e) : 

A. Der Werth von f fiir den Punkt ((x°)). B. Convergensbodingung fiir des 
erste Hauptverfahren: entweder («) und (#8), oder (y), oder (0). C. Wann 
beide Hauptverfahren fiir f denselben Werth liefern. D. Ausdehnung der 
Stetigkeit von f auf alle Argumente. H. Folgerung, wenn das Verfahren 





465 


466 


467 


469 


. 469 


470 


; Tce eee ee ee 
. Das erste Hauptverfahren (Amatherengerechaung); “ Aufgabe I. Das zweite 
. . 472 

. 473 


480 































492 E. B. Cuarstorrer. Vollwerthigkeit und Stetigkeit analytischer Ausdriicke. 


17. 
18. 
19. 


nicht convergirt. F. Vollwerthigkeit von f in einem Gebiete FE. G. Singu- _ 
DS © ne ee eee eae Ee etn en ae 
Zusammenstellung der Hauptergebnisse. ......- - ek aoe Saas 487 
Die Singularitiiten von f. .. . wee ect herpes". Aecrepinc tele, dee hae aes 


Die Umformung analytischer Ausdrticke. Die Umformung eines Ausdruckes 
in einen andern giiltig, wo beide vollwerthig sind. Wo ein Ausdruck voll- 
werthig ist, rechnet man mit seinen Argumenten wie mit vollendeten 
ee ee Ce eae eee ee ee es oe ae oe 





mit 


die 
zu 

der 
mit 
Ster 
erg 
gle 


ins 
Dit 
tre 
In 


ma 


obi 
sel 


i 


ge 
80. 


gl 





Ueber lineare homogene Differentialgleichungen 
mit algebraischen Relationen zwischen den Fundamentallésungen. 


Von 


Gino Fano in Messina. 


Herr Fuchs hat sich in einigen Arbeiten*) die Aufgabe vorgelegt, 
die Natur der Lésungen einer linearen homogenen Differentialgleichung 
zu untersuchen, wenn zwischen den Integralen eines Fundamentalsystems 
derselben algebraische homogene Relationen héheren als ersten Grades 
mit constanten Coefficienten bestehen. Und fiir Differentialgleichungen 
3** Ordnung hat er diese Aufgabe auch vollstindig gelést. Insbesondere 
ergab sich zugleich ein enger Zusammenhang zwischen den Differential- 
gleichungen, welche die obige Eigenschaft besitzen, und denjenigen, welche 
algebraisch integrirbar sind. 

Dieselbe Frage hat sich in neuerer Zeit wichtiger als je erwiesen, 
insofern deren Zusammenhang mit weiteren der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen zugehérigen Begriffen immer mehr zu Tage ge- 
treten ist. Ganz besonders sind in dieser Hinsicht die Begriffe der 
Invarianten und der sogen. Rationalitatsgruppe oder Transfor- 
mationsgruppe einer linearen Differentialgleichung zu nennen. — Nach- 
dem nimlich Ludw. Schlesinger in seiner Berliner Dissertation**) das 
obige Problem fir lineare Differentialgleichungen 4** Ordnung nach der- 
selben Fuchs’schen Methode behandelt hatte, haben andrerseits Lipm. 
Schlesinger, M. Meyer, G. Wallenberg, u. A. in den beziiglichen 
Untersuchungen die Invarianten der vorgelegten Differentialgleichung heran- 
gezogen. Der Begriff der ,,Rationalitiitsgruppe“ dieser Differentialgleichung 
sollte kurz nachher gestatten, das Integrationsproblem der Differential- 
gleichung von einem neuen und mehr massgebenden Gesichtspunkte aus 
m beherrschen, etwa wie es bei der Auflésung einer algebraischen Glei- 


*) Sitzungsber. der Berliner Acad., 8. Juni 1882; sowie auch die Abhandlung: 
Ueber lineare homogene Differentialgleichungen ...; Acta Math., I, 1883; 8. 321— 62. 
**) Berlin 1887. 
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chung mit der zugehérigen ,,Galois’schen Gruppe“ der Fall ist. — Und 
ehe dies noch vollstiindig zu Stande kam, hatte bereits Lie in den beiden 
Arbeiten: Ueber gewihnliche lineare Differentialgleichungen (Christ. For- 
handl., 1885) und: Die linearen homogenen gewdhnlichen Differential- 
gleichungen (Leipz. Ber., 1891, 5. 253—70) das Integrationsproblem einer 
linearen homogenen Differentialgleichung, fiir welche man eine Anzahl 
von Relationen: 
fe(® Ys Y2°- + Yn) = 0 w= 1,2,--- 

zwischen x und » linear unabhiingigen particuliren Lésungen kennt, einer 
eingehenden Discussion unterworfen. Dabei hatte sich als Hauptresultat 
ergeben, dass in einem solchen Problem in erster Linie eine gruppen- 
theoretische Aufgabe vorlag*). 

Durch Herrn Klein im Jahre 1894 veranlasst, die obige Frage 
selbst aufzunehmen und mich in dieselbe geometrisch hineinzudenken*), 
erkannte ich sofort, dass sich eine einfache Verbindung zwischen den ge- 
nannten Untersuchungen der Herren Fuchs, Schlesinger, Wallen- 
berg, und denjenigen iiber algebraische Mannigfaltigkeiten mit unendlich 
vielen projectiven Transformationen in sich herstellen liess, wobei der 
Gruppencharakter des vorliegenden Problems unmittelbar hervortritt***). 
Darauf beziehen sich eine Reihe kurzer Mittheilungen, welche in den ,,Rendi- 
conti della R. Accademia dei Lincei“ (1. sem. 1895) erschienen sind, so- 
wie auch andere in den ,,Atti della R. Acc. di Torino“, in den gen. 
»endiconti* und in den ,,Rendiconti dell’ Istituto Lombardo“ d. J. Da- 





*) Deuten wir mit Lie die Grissen x und y,, yg,---,y, sowie auch deren 
Differentialquotienten bis zur (n — 1)" Ordnung inclusive als nicht-homogene Punkt- 
coordinaten in einem R.,,, 80 lisst sich das Problem darauf reduciren, die a? 
Integralcurven der Differentialgleichung zu bestimmen, die auf einer gewissen M,, 
des Rios liegen, wo M_, , eine bekannte lineare p-gliedrige Gruppe gestattet. Und 
dieses lisst sich weiter auf das Lie’sche Normalproblem zuriickfiihren, eine vorgelegte 
lineare partielle Differentialgleichung 1** Ordnung in p + 1 Veriinderlichen zu inte- 
griren, welche eine bekannte p-gliedrige Gruppe gestattet: die auf M,,, liegenden 
Integraleurven sind niimlich die Charakteristiken dieser partiellen Differentialgleichung. 

Weitere Ausfiihrungen, sowie auch Bemerkungen tiber den Fall einer alge- 
braischen Integralcurve, finden sich in der Arbeit: Zur allgemeinen Transformations- 
theorie (Leipz. Ber., 1896, 8. 390 — 412). 

**) Es sei mir daher an dieser Stelle erlaubt, Herrn Klein fiir die mir ge- 
gebene Anregung nochmals und verbindlichst zu danken. 

“*) Das System der zwischen den Fundamentallisungen y,, yo,°-°,¥Y, be 
stehenden algebraischen Relationen kann niimlich im Raume R,_, der homogenen 
Coordinaten y, durch eine ,,algebraische Mannigfaltigkeit“ gedeutet werden. Andrer- 
seits liisst sich die Rationalitiitsgruppe der vorgelegten Differentialgleichung als 
Collineationsgruppe dieses R, , deuten: diese Collineationsgruppe muss (wie sich 
spiiter ergeben wird) jene Mannigfaltigkeit in sich wiberfihren. 
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durch gelang es mir, in der Aufziihlung und Untersuchung der verschie- 
denen iiberhaupt méglichen Fille bis zu einem viel weiteren Punkte vorzu- 
dringen, als das vorher durch rein analytische Betrachtungen geschehen war. 

Die vorliegende Abhandlung soll nun eine systematische Darstellung 
dieser (mit Hiilfe geometrischer Betrachtungen durchgefiihrten) Untersuchungen 
enthalten. Nach den ,,einleitenden Bemerkungen“ des 1. Capitels kommt 
im 2. Capitel der geometrische Gesichtspunkt zur allgemeinen Discussion. 
Im 3. Capitel wird ganz besonders der gruppentheoretische Charakter des 
vorliegenden Problems hervorgehoben, und zugleich auch gezeigt, wie 
Letzteres noch verallgemeinert werden kann, indem man dessen Gruppen- 
charakter beibehalt, dagegen aber von dem dafiir unwesentlichen Um- 
stande des Bestehens algebraischer Gleichungen zwischen den Fundamental- 
lésungen absieht. Dieses verallgemeinerte Problem kann auf das friihere 
in durchaus einfacher Weise zuriickgefiihrt werden; und dadurch erscheint 
zugleich letzteres, von gruppentheoretischem Standpunkte aus, als eine 
Art ,Normalform“ des neuaufgestellten allgemeineren Problems. — Capitel 4 
enthilt die Untersuchung der linearen homogenen Differentialgleichungen 
3 Ordnung mit einer algebraischen Relation zwischen den Fundamental- 
lésungen: es ergibt sich dabei, dass diese Differentialgleichungen simmittlich 
durch algebraische Operationen und Quadraturen integrirbar sind, falls die 
obige algebraische Relation hoheren als zweiten Grades ist. Ist Letztere 
dagegen vom zweiten Grade (mit nicht verschwindender Discriminante), und 
ist folglich die entsprechende ,,Integralcurve“*) ein Kegelschnitt, so muss 
die vorgelegte Differentialgleichung, durch Wegschaffen ihres zweiten Gliedes 
in der iiblichen Weise, die einfache Gestalt: 


y” + 4sy’ + 2s'y = 0 

annehmen, und wird dann durch die Quadrate der stimmitlichen Lisungen 
der linearen Differentialgleichung 2"" Ordnung u” + su =O befriedigt. 

Capitel 5 und 6 bringen bezw. zwei verschiedene Verallgemeinerungen 
des letztgenannten Falles; niimlich die beiden Fille einer linearen Diffe- 
rentialgleichung »** Ordnung, deren ,,[ntegralcurve“ entweder eine rationale 
Normaleurve (n — 1)" Ordnung des Raumes R,—, ist, oder einfach auf 
einer n»— 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit 2°" Grades liegt**). Der erste 
Fall gestattet eine héchst einfache, fiir einen beliebigen Werth von » 
giiltige Behandlung; im zweiten Falle ist das aber nicht méglich, und 


*) Man vgl. die in Nr. 7 gegebene Definition der ,,Integralcurve* einer linearen 
Differentialgleichung (héherer als 2‘°* Ordnung). 

**) Dieser zweite Fall ist, von analytischem Standpunkte aus, derjenige, in 
welchem die Fundamentallisungen eine einzige homogene quadratische Gleichung 
erfiillen. 
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die bisherigen Untersuchungen beziehen sich ja auch nur auf die Werthe 
n< 6. 

Um so schwieriger, und selbst unméglich erscheint daher die Auf- 
zihlung der sdémmtlichen Falle, die fiir ein allgemeines » auftreten kénnen. 
Das grésste Interesse concentrirt sich folglich auf einige derselben, und 
zwar einerseits auf die kleineren Werthe von n (wn <5), andrerseits aber 
auch auf diejenigen Fille, in welchen die ,Integralcurve“ entweder alge- 
braisch ist, oder doch auf einer algebraischen Mannigfaltigkeit von einer 
kleinen Anzahl (<3) von Dimensionen liegt (d. h. in welchen die zwischen 
den Fundamentallésungen y,,¥,,---, Yn bestehenden Gleichungen aus der 
n — 1-fachen Mannigfaltigkeit y,:y,:---:y, eine héchstens dreidimen- 
sionale Mannigfaltigkeit, welche die ,,Integralcurve‘ enthilt, absondern). 
Die beziiglichen Resultate sollen in den beiden letzten Capiteln Platz 
finden, und werden sich grésstentheils aus denjenigen der Cap. 5 und 6 
ohne Weiteres ableiten lassen. 

An dieser Stelle sei es uns noch gestattet, die darunter befindlichen 
Hauptresultate in kurzen Worten zusammenzufassen. Ueber lineare Diffe- 
rentialgleichungen 3‘" Ordnung wurde bereits oben berichtet. Fiir n = 4 
ergiebt sich: 

Die linearen Differentialgleichungen 4” Ordnung, deren Fundamental- 
lisungen irgend welchen algebraischen Relationen mit constanten Coefficienten 
geniigen, und welche nicht durch algebraische Operationen und Quadraturen 
integrirbar sind, lassen sich durch eine Transformation der abhdngigen 
Variablen y = e¥ (wo o eine rational bekannte logarithmische Ableitung 
besitzt) auf eine der folgenden Formen bringen (in welchen wir, der Kiirze 
halber, statt y nochmals y schreiben): 

1. Die lineare Differentialgleichung : 

yl? 4+ 10sy” + 10s'y’ + (38” +9s%) y = 0, 
welche durch die 3" Potenzen der Lisungen der linearen Differential- 
gleichung 2" Ordnung u”’ + su=0 befriedigt wird. In diesem Falle 


kann man auf unendlich viele Weisen vier Fundamentallésungen y, , ¥,, 3,4; 
bestimmen, welche die Gleichungen 


|" % Y%|| _ 9 
Ye Ys Ys 


erfiillen; die entsprechende Integralcurve ist offenbar eine Raumeurve 
3° Ordnung (und umgekehrt). 

2. Lineare Differentialgleichungen, welche in die vorangehende Form, 
d. h. in die Differentialgleichung : 


ZV 4 10s2” + 10s'¢ + (35” +98”) 2 =0 
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durch eine Transformation z = ay + By’ + yy” tibergehen (wobei die 
Bestimmung von @, 6, y die Auflésung einer Gleichung 3" Grades er- 


fordert), und deren geeignete Fundamentallésungen y,, y, 3, Y¥, die 
Gleichung 4°" Grades: 


4 (y," — %,Ys) (Ys” — Yo Ys) — (Ys — Yo¥s)” 
= 8% %e%s%s — 492°, — 49 9s° — th' ye’ + 39.245" = 0 
der abwickelbaren Fliiche der Tangenten obiger Raumcurve erfiillen. 
3. Die lineare Differentialgleichung 


, T—Es we ” , , f—s , 
yh — 9” $20 +8)9" + (80 +5) —2r+5) Fh y 
/2 /2 
— {= -—@—9'— 0" +8") y= 0, 
welche durch die Producte der Lésungen der beiden linearen Differential- 
gleichungen 2" Ordnung wu’ +ru=0, vw” + sv = 0 befriedigt wird. 
Dieselbe ist die (bis auf eine Transformation y = o@¥) charakteristische 
Form einer linearen Differentialgleichung 4** Ordnung, deren Fundamental- 
lésungen einer quadratischen Gleichung von nicht verschwindender Discrimi- 
nante Geniige leisten. 
4. Die lineare Differentialgleichung 


(y+ ry) (y” +4sy' + 2s'y) =0, 
y’” + ry” + 4sy” + (6s' + 4rs) y’ + 2(s” + rs‘) y = 9, 


welche durch die Quadrate der Lisungen von u” + su = 0 befriedigt wird, 
und deren Fundamentallésungen eine quadratische Gleichung von ver- 
schwindender Discriminante erfiillen. 

In allen diesen Fiillen lisst sich offenbar die Integration der vor- 
gelegten Differentialgleichung, von algebraischen Operationen und Quadra- 
turen abgesehen, auf diejenige emer einzigen oder auch von zwei linearen 
Differentialgleichungen 2“ Ordnung (oder Riccati’schen Gleichungen) zuriick- 
fithren. 

Fiir den Fall » = 5 verweisen wir auf die in Nr. 31 enthaltene Auf- 
zihlung. Doch wollen wir an dieser Stelle das Eine hervorheben: Die 
Integration einer linearen Differentialgleichung 5” Ordnung mit irgend 
welchen algebraischen Relationen zwischen den Fundamentallosungen erfordert 
nur algebraische Operationen, Quadraturen, oder auch die Integration von 
hichstens zwei linearen Differentialgleichungen 2" Ordnung, den einzigen 
Fall ausgenommen, in welchem fiinf beliebige Fundamentallésungen nur 
eime quadratische Gleichung von nicht verschwindender Discriminante er- 
fiillen. In diesem Falle lisst sich die vorgelegte Differentialgleichung 
durch eine Transformation 





d. h. 


y = az + be’ 
Mathematische Annalen, LIII 
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aus einer Differentialgleichung der folgenden Gestalt: 
2” + Qpe” + Bp'e” + (3p" +p*— 4g) + (p” + pp’ —2q')2 = 0 


ableiten, wobei die Bestimmung von p, qg, a, 6 nur das Ausziehen einer 
Quadratwurzel und eine Quadratur erfordert. Letztere Differentialgleichung 
ist die sogen. ,,Associirte* oder genauer die ,,zweite Associirte“ der linearen 
Differentialgleichung 4‘ Ordnung: 
wl’ + pu” + p'u’ + qu=0; 

d. h. sie wird durch simmtliche Functionen u,u,’— u,'u, befriedigt, 
falls u,, wu, beliebige Lésungen der letztgenannten Differentialgleichung 
bedeuten. Es kommt folglich Alles darauf an, diese Differentialgleichung 
4 Ordnung zu integriren. 

Fiir lineare Differentialgleichungen, deren Integraleurve auf einer 
algebraischen Mannigfaltigkeit von einer kleinen Anzahl (<3) von Dimen- 
sionen liegt, ergiebt sich: 

A. Lineare Differentialgleichungen mit algebraischer Integralcurve |d. h. 
deren Fundamentallésungen gewissen algebraischen Gleichungen mit con- 
stanten Coefficienten geniigen, deren Gesammtheit eine Curve (eindimen- 
sionales Gebilde) des Raumes R,_,; darstellt]. 

Derartige Differentialgleichungen sind stets durch algebraische Opera- 
tionen und Quadraturen integrirbar, den einzigen Fall ausgenommen, in 
welchem die Integralcurve eine rationale Normaleurve (n— 1)" Ordnung 
ist, und folglich » geeignete Fundamentallésungen y,, y,,---, y, die 
Gleichungen 
% Ye °° * Yu—1 
Yo Ys -** Yn 


erfiiilen. In diesem Falle wird die vorgelegte Dijferentialgleichung durch 
die (n— 1)" Potenzen der stimmtlichen Lisungen einer linearen Differential- 
gleichung 2" Ordnung (mit rational bekannten Coefficienten) befriedigt. 
Bringen wir letztere auf die Form: 


| =o 


| 











u” + su=0 
und setzen: 
B=y, B,=y, 


By = Bis + (k—1) (n—k+41)s Bis, © (b= 2,3,---,), 


wobei B, die Ableitungen von y bis zur k*" Ordnung inclusive enthiilt, 
so lautet die Differentialgleichung fiir y= wu"! einfach: 


B, = 0 


oder auch, ausfiihrlich geschrieben: 
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y+ “7 ) sys 42 r )s y"—94 3 ~ )(s +4r° s*) yr) 


le pean ane 


B. Lineare Differentialgleichungen deren Integralcurve auf einer alge- 
braischen Fliche liegt*). Ist eine solche Differentialgleichung nicht durch 
algebraische Operationen und Quadraturen integrirbar, so muss einer der 
folgenden Fille stattfinden: 


I. Die vorgelegte Differentialgleichung ist reducibel und wird durch die 
siimmtlichen Loésungen einer gewissen Anzahl < von linearen Differential- 
gleichungen kr Ordnung befriedigt. 


Letztere lassen sich zugleich durch Transformationen: 


2 aoy tory +---+ a.—sy*—, (k =1, 2,-: +=) 


auf Andere reduciren, welche durch die (k— 1)" Potenzen der Lésungen 
ebenso vieler linearer Differentialgleichungen 2‘ Ordnung befriedigt werden. 
Und zwar kann man die « durch algebraische Operationen und Quadra- 
turen in der Art bestimmen, dass nach Integration einer einzigen dieser 
Differentialgleichungen 2** Ordnung auch die Lésungen der anderen 
rational bekannt werden. 

Il. Es lassen sich gewisse rationale Functionen 2, = r(Y; Yo ~*~ Yn) 
der Fundamentallisungen y; bestimmen, welche ein Fundamentalsystem einer 
neuen linearen Differentialgleichung mit ratenet bekannten Coefficienten bilden, 
und zwar: 

1. entweder einer linearen Differentialgleichung 3 Ordnung; 

2. oder einer linearen Differentialgleichung 4 Ordnung mit einer 
quadratischen Relation von nicht verschwindender Discriminante zwischen 
den Fundamentallisungen z,; letztere wird sich daher, wie bereits er- 


wihnt wurde, durch eine Transformation =z auf folgende Form 
bringen lassen: 


gr — OE ge 2(r + s)2” + [80° +s')— 207+ s)" —SN3 
— {=F (9 — "+ 8") F = 0; 





*) Unter einer ,,Fliiche“ soll hier stets eine ,,zweifach ausgedehnte* oder ,,zwei- 
dimensionale' Mannigfaltigkeit verstanden werden. Die obige Ausdrucksweise be- 
deutet folglich, dass die zwischen den Fundamentallésungen y,, y.,---, y, be- 
stehenden algebraischen Gleichungen aus der Gesammtmannigfaltigkeit y,:y,:---:y, 
eine zweifach ausgedehnte absondern miissen. 

32" 
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3. oder endlich einer linearen Differentialgleichung irgend einer Ord- 
nung m+ 2, welche, ebenfalls durch eine Transformation z = oz, folgende 
Gestalt annehmen kann: 


(2’ +r2) Foe (”" t *) szim—) 4+ 2(™ tT " gs gm—?) + oe : = 0, 


wobei die letzte Klammer die bei A. angegebene Form (fiir » = m-+ 1) 
besitzt. Die z, kann man in diesem Falle derartig auswahlen, dass die 
Gleichungen: 

fy By ++ Bm | -o 


& &s iP ae 2m+1 
identisch erfiillt sind. 


Die Gleichungen 2, = ga(yi¥ye--- Yn) sind ausserdem, falls man die 
zwischen den y; und zwischen den z, bestehenden algebraischen Kelationen 
beriicksichtigt, auch nach den z, eindeutig auflésbar. — Die Integration 
der vorgelegten linearen Differentialgleichung ist folglich auf diejenige 
einer dieser drei letzten Differentialgleichungen zuriickgefiihrt (d. h. auf 
eine lineare Differentialgleichung 3** Ordnung, oder auch auf eine oder 
zwei lineare Differentialgleichungen 2" Ordnung). 

C. Lineare Differentialgleichungen, deren Integralcurve auf einer alge- 
braischen 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit liegt. Hieriiber verweisen wir 
einfach auf die in Nr. 34 u. 35 angegebenen Resultate. Wir heben nur 
das Eine hervor, dass die Integration einer derartigen linearen Differential- 
gleichung, von algebraischen Operationen und Quadraturen abgesehen, 
nur auf einen der folgenden Fille hinauskommen kann: 

1. Integration einer linearen Differentialgleichung 4” Ordnung ; 


© Qt 
2. ” ” ” ” Be ” » und 
eventuell auch einer von der 2" Ordnung; 


3. Integration von hichstens drei linearen Differentialgleichungen 2" Ord- 
nung. 


Capitel 1. 


Einleitende Bemerkungen. 


1. Ehe wir zur eigentlichen Behandlung unseres Problems iiber- 
gehen, sollen in diesem Capitel die beiden Begriffe der ,,Jnvarianten“ und 
der ,,Rationalitétsgruppe“ einer linearen Differentialgleichung kurz be- 
sprochen werden. 

Begriffe iiber Invariantenbildungen aus den Variabeln und (damals 
nur) ihren ersten Differentialquotienten gegeniiber gewissen Gruppen von 
Transformationen sind, obgleich noch in ziemlich unbestimmter Form, 
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schon in alteren Arbeiten von Lie zu finden*). Die allgemeine Theorie 
der Differentialinvarianten entstand allerdings viel spiter; aber speciell fiir 
lineare homogene Differentialgleichungen n* Ordnung, d. h. fiir die un- 
endliche Gruppe: 

(1) =f), y=s-A(a) 

mit willkiirlichen Functionen g und A, wurden die Differentialinvarianten 
bereits durch Laguerre und Halphen untersucht. 

Laguerre betrachtete im Jahre 1879**) die ersten ,,relativen In- 
varianten“, die sich bis auf eine Potenz von He als Factor reproduciren ***); 
der Exponent dieser Potenz heisst der Index der Invariante. Seine haupt- 
sichlich auf lineare Differentialgleichungen 3** Ordnung beziiglichen Unter- 
suchungen wurden durch Brioschi*+) auf Differentialgleichungen 4" Ord- 
nung tibertragen. 

Halphen nahm in seiner umfangreichen 1881 preisgekrénten Arbeit: 
Mémoire sur la réduction des équations différentielles linéaires aux formes 
intégrables++) die gen. Untersuchungen wieder auf, und setzte dieselben 
in Verbindung mit den schon vorher}}}) von ihm untersuchten pro- 
jectiven Differentialinvarianten der Curven und Flachen. Zwei durch eine 
Transformation (1) in einander iibergehende lineare Differentialgleichungen 
haben nimlich dieselbe, bis auf eine projective Transformation definirte 
Integralcurve (vgl. Nr. 7), und die invarianten Eigenschaften einer Diffe- 
rentialgleichung gegeniiber der Gruppe von Transformationen (1) lassen 
sich folglich als projectiv-invariante Eigenschaften der betreffenden Integral- 
curve deuten. 





*) Christiania Forhandl., 1872; Gittinger Nachr., Dec. 1874. 

**) Compt. Rend. de l’Ac. d. Sc.; t. 88, S. 116 u. 224; 1879. In der zweiten 
Mittheilung wird bereits hervorgehoben, dass fiir eine lineare Differentialgleichung 
3 Ordnung das Verschwinden einer gewissen Invariante mit dem Bestehen einer 
quadratischen- Relation mit constanten Coefficienten zwischen den Fundamental- 
lésungen gleichbedeutend ist, und dass eine derartige Differentialgleichung stets mit 
Z” =0 ,jiquivalent* ist. 

***) Diesem Gedanken war auch Cockle im Jahre 1868 mit seinen ,,criticoids* 
sehr nahe gekommen (Educ. Times, IX, S. 105—12; vgl. auch: Quarterly Journal XIV, 
1875, 8. 340—53). 

+) ,,Eatrait dune lettre @ M. Laguerre“; Bull. de la soc. Math. de France, 
t. VII, 1879; S. 105. 

++) Mém. des Sav. Etrang., vol. 28, 1883—84. Die Invarianten einer linearen . 
Differentialgleichung 4*** Ordnung hat Halphen auch in einer weiteren Abhandlung 
(Acta Math. III, 1883; S. 321—80) eingehend untersucht. 

ttt) Compt. Rend., t, 81, 1875; 8S. 1053; Liouv. Journ., ser. III, vol. 2, 1876; 
vgl. insbes. S. 386; sowie auch die: Thése sur les invariants différentiels des courbes 
gauches (Paris, 1878). 
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Forsyth*) und Brioschi**) machten sich ganz besonders um 
die formale Seite der Theorie der Differentialinvarianten, d. h. um die 
Berechnung letzterer, verdient. Sie benutzten eine Normalform der Diffe- 
rentialgleichung, welche durch Integration einer Hiilfsgleichung 2‘ Ord- 
nung und eine Quadratur zu erhalten ist, und berechneten fiir dieselbe 
die n—2 sog. ,linearen“ Invarianten. Und zuletzt gab noch Stackel**) 
der ganzen Theorie eine feste Basis, indem er zeigte, dass die Transfor- 
mationen (1) die einzigen Transformationen der beiden Verinderlichen z, y 
sind, welche eine lineare homogene Differentialgleichung héherer als erster 


Ordnung: 
: d” n—1 
(A) et Git tm =O, (w>1) 


a} 


in eine ebensolche: 


d"z d"—1z 
a a 
(B) dg" n ae"—} q a 
iiberfiihren. — Ist nun die Ordnungszahl » >2, so kann die vor- 


gelegte Differentialgleichung (A) durch eine Transformation (1) nicht in 
jede Differentialgleichung (B) iibergefiihrt werden, sondern es miissen, 
falls eine solche Ueberfiihrung méglich ist, zwischen den Coefficienten 
der beiden Differentialgleichungen gewisse Beziehungen bestehen. Diese 
Beziehungen lassen sich in der Form darstellen, dass gewisse aus den 
Coefficienten von (A) und deren Ableitungen gebildete Ausdriicke mit 
denselben Ausdriicken, gebildet aus den Coefficienten von (B), iiberein- 
stimmen: solche Ausdriicke nennt man eben absolute (Differential-) In- 
varianten der vorgelegten Differentialgleichung. Findet dagegen diese Ueber- 


einstimmung nur bis auf eine Potenz der Grésse g’(~) = o oder ihrer 
g y dé 


Inversen oF = v'(r)) statt, so nennen wir den Ausdruck (wie bereits 


oben erwahnt wurde) eine relative (Differential-) Invariante. — Unter 
letzteren sind die sogen. ,inearen Invarianten“ a, von Forsyth ein- 
begriffen}), und die Gleichungen: 


a,(x) = x" - a,(&), (vy = 3, 4,---, 2) 


(wo x eime unbestimmte Function bedeutet) liefern die nothwendigen 
und im Allgemeinen auch hinreichenden Bedingungen dafiir, dass die 


*) Phil. Trans., vol. 179 (1888), S. 377—489. 
**) Acta Math., vol. 14 (1889), S. 233 — 248. 
***) Crelle’s Journ., t. 111 (1893), S. 290 — 302. 
t) Ava. O0., S. 392 u. ff 
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Differentialgleichungen (A) und (B) durch eine Transformation (1) in 
einander iibergehen*). Die beiden Differentialgleichungen heissen dann 
yiquivalent“**). 

Die Arbeiten Halphen’s iibten auf Lie einen kraftigen Anreiz***), 
in Folge dessen Letzterer sich verpflichtet fiihlte zu zeigen, dass er das 
Gebiet der Differentialinvarianten schon lingst durch seine Theorie der 
Differentialgleichungen mit Transformationen in sich beherrschte, und dass 
seine Theorien eine viel gréssere Tragweite hatten als die speciellen von 
Halphen. Bereits Ende 1882 reiste er nach Paris, wo er mit Halphen 
zusammentraf; und in kurzer Zeit stand in seinem Geiste das ganze Riist- 
zeug der Invariantentheorie einer beliebigen endlichen Gruppe entworfen 
da. Insbesondere ergab sich dabei die allgemeinste Fassung des Begriffes 
der Differentialinvarianten einer Classe von (gegeniiber emer Gruppe) aqui- 
valenten Differentialgleichungen oder Differentialsystemen; s»wie auch die 
Bestimmung derselben durch ausfiihrbare Operationen, bezw. durch Inte- 
gration vollstiindiger Systeme, jenachdem man die Definitionsgleichungen 
der endlichen Operationen der Gruppe, oder bloss ihre infinitesimalen 
Transformationen kennt. Kin kurzes Programm in dieser Richtung ver- 
éffentlichte Lie schon im December 1882 (Norweg. Archiv, Bd. VII); 
ausfithrlich sind seine Untersuchungen in den ,,Forhandlinger“ der Ges. 
d. Wiss. zu Christiania von 1882—83, im Norweg. Archiv, 1883—84 
(die Abhandlung: Classification und Integration der gewohnlichen Differential- 
gleichungen ... ist auch in den Math. Ann., Bd. 32, abgedruckt worden), 
sowie endlich, betreffend die Aufstellung der Differentialinvarianten einer 
gegebenen Gruppe, in der Abhandlung: Ueber Differentialinvarianten in 
den Math. Annalen, Bd. 24, 8. 537 ff., enthalten. 


2. Diese allgemeine Lie’sche Theorie wmfasst die simmtlichen friiheren 
Untersuchungen iiber Invarianten linearer homogener Differentialgleichungen. 
Wir brauchen darauf nicht naher einzugehen, sondern es kommt uns bloss 


*) Ludw. Schlesinger: Handbuch der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen, Bd. II (Leipzig, 1897), 8.191. Dabei wird insbesondere auch der Fall 
beriicksichtigt, dass in den beiden Differentialgleichungen (A) und (B) die Coeffi- 
cienten der zweiten Glieder verschwinden (p, = q, = 0). In diesem Falle wird die 
erforderliche Transformation (1) durch die Function y bereits eindeutig bestimmt. 

**) Appell hat auch die Frage behandelt, welche Differentialgleichungen bei 
(nicht identischen) Transformationen der Gestalt (1) in sich selbst iibergehen (Acta 
Math., Bd. 15, 1891; S. 281 u. ff.). Dabei ergab sich, dass derartige Differential- 
gleichungen sich stets auf Gleichungen mit constanten Coefficienten zuriickfiihren 
lassen. 


“) Noether: ,,Sophus Lie“, Math. Ann. Bd. 53, S. 33 ff. 
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darauf an, ein Paar Punkte, betreffend die Differentialinvarianten, hervor- 
zuheben. 

Wie bereits erwihnt wurde, haben Lipm. Schlesinger*) und 
M. Meyer**) dasselbe Problem, welches Fuchs und Ludwig Schlesinger 
schon vorher fiir lineare Differentialgleichungen 3** und 4" Ordnung 
behandelt hatten, wieder aufgenommen und unter stricter Benutzung der 
Differentialinvarianten nochmals gelist. Derselben Methode schloss sich 
auch Herr Wallenberg***) an, indem er lineare Differentialgleichungen 
von beliebiger Ordnung » untersuchte, deren Fundamentallésungen » — 2 
homogene Relationen héheren als ersten Grades erfiillen+). Uebrigens 
bestand auch die Untersuchungsmethode des Herrn Fuchs im wesentlichen 
darin, dass mit der gegebenen Differentialgleichung eine zweite zusammen- 
gestellt wurde, deren Fundamentallésungen dieselben Quotienten lieferten, 
wie gewisse Fundamentallésungen der ersten Differentialgleichung; die 
beiden Differentialgleichungen hingen daher auch durch eine Transfor- 
mation (1) zusammen. 

Es hat sich nun ergeben, dass das Bestehen von gewissen algebraischen 
Relationen zwischen den Fundamentallisungen einer linearen Differential- 
gleichung mit dem Verschwinden gewisser Invarianten derselben gleichbe- 
deutend ist. So verschwinden beispw. cie simmtlichen ,,linearen Invarianten“ 
_von Forsyth dann und nur dann, wenn » derartige Fundamentallésungen 
Yr» Yoo °° *> Yo existiren, fiir welche alle zweireihigen Determinanten der 
Matrix: 

[91 Ye Ys °° Yan 
le te eo | 
identisch verschwinden. Aus obiger Behauptung erweist sich daher als 
selbstverstindlich, dass die durch Herrn Fuchs aufgestellte Frage iiber lincare 
Differentialgleichungen mit der Theorie der Differentialinvarianten der linearen 
Differentialgleichungen ganz eng zusammenhiingen muss. 


3. Ein weiterer Punkt, den wir ebenfalls an dieser Stelle hervor- 
heben wollen, ist folgender: Das Bestehen von algebraischen Relationen mit 


*) TInauguraldiss., Kiel 1888 (gedr. in Berlin). 
**) TInauguraldiss., Berlin 1893. 
***) Crelle’s Journal, Bd. 113 (1893); S. 1—41. 
+) Genauer susgedriickt soll durch diese Gleichungen aus der n—1-fachen 
Mannigfaltigkeit der Werthsysteme von y,:y,:---:y, eine algebraische einfache 
Mannigfaltigkeit abgesondert werden. Dazu sind bekanntlich n — 2 Gleichungen 
jedenfalls nothwendig, aber nicht immer hinreichend; nach einem Satze von Kronecker 
(Grundztige einer avithmetischen Theorie der algebraischen Grdssen, Crelle’s Journal, 
Bd. 92, 1581, S. 1—122) reichen im allgemeinsten Falle erst » Gleichungen zum an- 
gegebenen Zweck aus. 
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constanten Coefficienten zwischen den Fundamentallisungen einer linearen 
Differentialgleichung ist eine in Bezug auf die Transformationen (1) in- 
variante Eigenschaft derselben. In der That wird eine jede homogene 
Beziehung zwischen den Fundamentallésungen y,, y,,---Y, einer linearen 
Differentiaigleichung (A) zugleich auch durch die entsprechenden Integrale 
Zy) %)°°* 2%, der aus (A) durch die Transformation y = A(x)-2 hervor- 
gehenden Differentialgleichung befriedigt. Und beschriinken wir uns auf 
die Betrachtung homogener Relationen mit constanten Coefficienten, so 
bleiben solche Relationen auch bestehen, wenn wir eine neue unabhiingige 
Variabele § = w(x) einfiihren, und folglich auch wenn wir auf (A) irgend 
eine Transformation (1) ausiiben. 

Wir werden folglich im Laufe unserer Untersuchung an Stelle einer 
jeden vorgelegten linearen Differentialgleichung (A) irgend eine ihrer 
Aequivalenten einfiihren diirfen; insbesondere diejenige die aus (A) durch 


1 
die Transformation y = z- a wane entsteht, und in welcher bekanntlich 


das zweite (die Ableitung 2— enthaltende) Glied zum Wegfall kommt. 
Dieselbe wird gewohnlich als ,canonische Form“ bezeichnet, und hat die 
charakteristische Eigenschaft, dass die Determinante eines jeden Funda- 
mentalsystems derselben gleich einer Constanten ist*). 


4. Der Begriff der ,,Rationalititsgruppe* oder (nach Ludw. Schlesinger) 
»lransformationsgruppe“ einer linearen Differentialgleichung stammt aus 
Untersuchungen der Herren Picard und Vessiot**), 

Fiir jede vorgelegte lineare homogene Differentialgleichung n‘* Ord- 
ning (A) lisst sich nimlich eine algebraische Gruppe G linearer Trans- 
formationen von » Verinderlichen angeben, welche die im folgenden 
Doppelsatze ausgesprochene Eigenschaft besitzt, und folglich der ,,Galois’- 
schen Gruppe“ einer algebraischen Gleichung analog ist: 

1) Jede rationale Differentialfunction der Elemente y,, y,,--- Yn eines 
Fundamentalsystems der Differentialgleichung (A), welche gleich einer 
rationalen Function der unabhingigen Variablen x, der Coefficienten p; 
und ihrer Ableitungen ist (d. h., als Function von 2, dem durch die 
gen. Coefficienten definirten Rationalitiitsbereiche angehdrt), bleibt als 
Function von x ungeindert, wenn man auf die y; eine beliebige Trans- 
formation der Gruppe G anwendet; — und umgekehrt: 





*) Ludw. Schlesinger: a. a. O., Bd. I, 8S. 288, Bd. IT, 8S. 147—48. 

**) Picard: Compt. Rend. de l’Ac. de Sc., t. 96 (1883); t. 119 (1894); t. 121 
(1895); Ann, de la Fac. de Sc. de Toulouse, t. 1 (1887); ,,Traité d’Analyse“ vol. ITI, 
chap. 17 (1896). Vessiot: Sur Vintégration des équations différentielles linéaires ; 
Ann. de l’Ec. Norm. Sup., t. 9 (1892), 8. 231. Man vergl. auch Schlesinger: a. a.0O., 


Bd. 11 (1897), S. 71. — Die Bezeichnung ,,Rationalitiitsgruppe“ ist von Herrn Klein 
eingefiihrt worden. 
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2) Jede rationale Differentialfunction der y;, welche als Function 
von x bei allen Transformationen von G ungeindert bleibt, ist rational 
bekannt (d. h. gleich einer rationalen Function von «2, den Coefficienten 
von (A), und ihren Ableitungen). 

Diese Gruppe G wollen wir als ,,Rationalititsgruppe“ der vorgelegten 
linearen Differentialgleichung bezeichnen. Noch allgemeiner aber kénnen 
wir von der Rationalitatsgruppe derselben unter Zugrundelegung irgend 
eines Rationalititsbereiches sprechen*), d. h. indem wir irgend welche 
Functionen von «, deren Ableitungen, und die rationalen Verbindungen 
aus 2, diesen Functionen und ihren Ableitungen als bekannt ansehen, auch 
ohne dass diese Functionen in den Coefficienten der vorgelegten Differential- 
gleichung explicite aufzutreten brauchen. Wird aber keine besondere 
Festsetzung getroffen, so soll in unserer Untersuchung der zu Grunde 
gelegte Rationalitiitsbereich stets derjenige sein, welcher durch die Coef- 
ficienten p; der vorgelegten Differentialgleichung definirt wird. 

Aus dem Picard-Vessiot’schen Doppelsatze folgt insbesondere, dass, 
wenn die Elemente y,, y,,--~- Y eines Fundamentalsystems der vor- 
gelegten Differentialgleichung und ihre Ableitungen gewisse algebraische 
Relationen mit dem zu Grunde gelegten Rationalititsbereiche angehérigen 
Coefficienten: 


Fels y'y-+-y?,2)=0 (w= I,2,-->) 


erfiillen, diese Gleichungen erhalten bleiben miissen, falls man auf die y; 
irgend eine Operation der Rationalititsgruppe G anwendet**). Es ist 
niimlich eine jede der f,, als Function von z, rational bekannt, daher 
auch invariant, und folglich nach wie vor identisch Null. 

Fiir die allgemeine lineare Differentialgleichung x‘* Ordnung definiren 
die Coefficienten p; denjenigen Rationalitiitsbereich, bei dessen Zugrunde- 
legung die ,,allgemeine lineare Gruppe in p Verdnderlichen“ als Rationalitits- 
gruppe erscheint. — Nehmen wir aber an, dass zwischen den Fundamental- 
lésungen y; und eventuell auch deren Ableitungen eine gewisse Anzahl 
algebraischer Gleichungen mit rational bekannten, insbesondere mit con- 
stanten Coefficienten bestehe (was nur fiir specielle Differentialgleichungen 
zutreffen kann), so miissen wir diese algebraischen Gleichungen gewisser- 
massen als ,dem urspriinglichen Rationalititsbereiche’ adjungirt“ ansehen; 
und es wird dadurch eine entsprechende Reduction der Rationalitiitsgruppe 
auf diejenige umfassendste Untergruppe G der allgemeinen linearen 
Gruppe bewirkt, bei welcher das System der vorgelegten Gleichungen und 


*) Schlesinger: a. a. O., Bd. II, 8. 74. 
**) Schlesinger: a. a. O., Bd. I, 8. 77, 94. 
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derjenigen, die sich aus denselben durch Differentiation ergeben*), (wie 
bereits oben behauptet wurde) invariant ist. Bei jeder Operation von 4 
muss niimlich eine jede Gleichung dieses Systems erhalten bleiben, und 
folglich in eine Gleichung iibergehen, welche ebenfalls dem System an- 
gehért, oder eine Folge desselben ist. Insbesondere muss das auch fiir 
die Gesammtheit derjenigen (diesem System angehérigen) Gleichungen 
geschehen — falls solche iiberhaupt vorhanden sind —, in welchen nur 
die Lésungen y; (und keine ihrer Ableitungen) auftreten. 

Die Existenz eines bestimmten Systems algebraischer Gleichungen mit 
constanten Coefficienten zwischen den Fundamentallisungen y; bedingt daher 
einen gewissen Gruppencharakter der Differentialgleichung (A); insofern 
simmtliche Operationen ihrer Rationalitiitsgruppe jenes System von Glei- 
chungen in sich tiberfiihren miissen. 

Es erhellt nun, in welcher Weise der Begriff der Rationalititsgruppe 
in die Theorie der linearen Differentialgleichungen mit algebraischen 
Relationen zwischen den Fundamentallésungen hineingreift. Und wir 
erkennen zugleich, dass dieselbe hier auftretende Reduction der Rationali- 
tiitsgruppe auch dann stattfinden wiirde, wenn eine oder mehrere alge- 
braische Formen f(y) mit constanten Coefficienten, anstatt, als Functionen 
von x, identisch zu verschwinden, nur gleich rational bekannten (oder 
auch multiplicativen) Functionen von « wiren. Auf diesen Umstand 
werden wir im 3. Capitel niiher eingehen. 


5. Die einer linearen Differentialgleichung zugehérige Rationalitiits- 
gruppe bestimmt in gewissem Sinne das bei derselben anzuwendende 
Integrationsverfahren, und spielt in dieser Theorie eine ganz ihnliche 
Rolle wie die Galois’sche Gruppe einer algebraischen Gleichung bei der 
Auflésung derselben. 

Die Integration einer linearen Differentialgleichung (A) ist bekanntlich 
als vollzogen anzusehen, sobald die Elemente y,, y.,---y, eines Funda- 
mentalsystems derselben rational bekannt sind, d. h. wenn derjenige 
Rationalitiitsbereich bekannt ist, bei dessen Zugrundelegung die Rationalitits- 
gruppe der vorgelegten Differentialgleichung nur die identische Transforma- 
tion enthilt. Es wird also wesentlich darauf' ankommen, den Rationalitéts- 
bereich so zu erweitern, dass die Rationalititsgruppe der Differentialgleichung 
sich reducirt. 


*) Unter diesen wird jedenfalls nur eine endliche Anzahl von unabhdngigen 
Gleichungen zu finden sein, da die Ableitungen der y, héherer als nt Ordnung 
durch die vorgelegte Differentialgleichung (A) entfernt werden kénnen, und die 
Uebrigen auch nur in endlicher Anzahl sind. 
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Der Hauptsatz, von welchem eine derartige Reduction abhingt, lautet 
folgendermassen*): Durch Integration der Differentialgleichung niedrigster 
Ordnung mit rational bekannten Coefficienten, der eine rationale Differential- 
function der Lisungen ¥,, Yo,-+~- Yn Geniige leistet, reducirt sich die 
Rationalititsgruppe der vorgelegten linearen Differentialgleichung auf ihre 
umfassendste invariante (oder ausgezeichnete) Untergruppe, bei welcher jene 
Differentialfunction wngedndert bleibt. 

Auf Grund dieses Satzes kénnen wir iibersehen, in welcher Weise 
die Structur der Rationalitiitsgruppe G einer linearen Differentialgleichung 
(A) das bei derselben einzuschlagende Integrationsverfahren bestimmt. — 
Haben wir eine sogen. ,,.Normalzerlegung“ von G ausgefiihrt, d. h. eine 
Reihe von successiven Untergruppen: 


Gy = G, Gy, Gy,-++ Gan, Gun=1 


bestimmt, deren jede wmfassendste invariante Untergruppe der voran- 
gehenden ist (d. h. in keiner anderen invarianten Untergruppe derselben 
enthalten ist), und bezeichnen wir ferner mit h, (m0, 1,2, ---m—1) 
die Anzahl der in G, auftretetenden Parameter, und mit [,, eine alge- 
braische Untergruppe von G,, welche G,,, enthilt und iiberdies von der 
grésstméglichen Anzahl k, von Parametern abhiingt, so wird dadurch die 
Integration von (A) auf die successive Lésung von m algebraischen (im 
Allgemeinen aber nicht linearen) Differentialgleichungen der Ordnungen 
h, — k, zuriickgefiihrt: diejenigen, welchen bezw. ebensoviele den Gruppen 
lr, zugehdrigen Differentialfunctionen Geniige leisten**). Die Ordnungs- 
zahlen h, —k, sind auch, nach einem Vessiot’schen Satze***), von ihrer 
Reihenfolge abgesehen, fiir alle iiberhaupt méglichen Normalzerlegungen 
von G stets dieselben. 

Dabei haben wir stillschweigend vorausgesetzt, die Gruppe @ sei 
continuirlich, d. h. aus infinitesimalen Transformationen erzeugt. Ist sie 
dagegen eine (algebraische) gemischte Gruppe, und besteht folglich aus 
einer endlichen Anzahl v von continuirlichen Transformationsschaaren, so 
diirfen wir als Gruppe G, ihre umfassendste continuirliche Untergruppe 
auswihlen; dann geniigt irgend eine charakteristische Differentialinvariante 
von G, einer algebraischen Gleichung v‘" Grades mit rational bekannten 
Coefficienten, und durch Adjunction der Wurzeln dieser Gleichung reducirt 
sich die Rationalitiitsgruppe G auf G, (d. h. auf eine continuirliche Gruppe). 


*) Vessiot, a. a. O., 8S. 235, 241; Schlesinger, a. a. O., Bd. Il, S. 82. 
**) Die Coefficienten dieser einzelnen Differentialgleichungen werden aber erst 
dann rational bekannt, wenn die vorangehenden integrirt sind. 
**) Vessiot, a. a. O., S. 338—89, 203ff.; Schlesinger, a. a. O., S. 83. 
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Durch Adjunction der Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit rational 
bekannten Coefficienten kann man stets bewirken, dass die Rationalitétsgruppe 
einer vorgelegten linearen Differentialgleichung eine continuirliche sei. 

Dabei ist auch keineswegs ausgeschlossen, dass die continuirliche 
Gruppe G, nur die identische Transformation enthalte, und folglich G aus 
einer endlichen Anzahl (v) von Operationen bestehe: in diesem Falle ist 
die Integration von (A) durch die Auflisung obiger algebraischen Glei- 
chung bereits vollzogen, d. h. (A) selbst ist ,,algebraisch integrirbar“*) 
(und umgekehrt). 

Lineare Differentialgleichungen mit endlicher Rationalitétsgruppe sind 
algebraisch integrirbar, und umgekehrt. 

Aus der Integrationstheorie der linearen Differentialgleichungen, welche 
aus dem Picard-Vessiot’schen Doppelsatze zu folgern ist, entnehmen wir 
auch folgenden Fundamentalsatz, der auf Vessiot zuriickgeht**): 

Damit eine lineare homogene Differentialgleichung durch eine Reihe von 
linearen homogenen Differentialgleichungen 1” Ordnung (und folglich auch 
durch Quadraturen***)) integrirbar sei, ist nothwendig und hinreichend, dass 
thre Rationalititsgruppe eine (durch infinitesimale Transformation erzeugte) 
yintegrable® Gruppe ist. 


*) Unter einer ,,algebraisch integrirbaren‘: Differentialgleichung verstehen wir 
keineswegs eine Differentialgleichung, deren Lisungen ,,algebraische Functionen der 
unabhiingig Variablen 2‘* sind; sondern eine, deren Lisungen sich durch Auflésung 
algebraischer Gleichungen mit dem gegebenen Rationalitiitsbereiche angehérigen Coef- 
ficienten ergeben. — Die Frage nach den algebraisch integrirbaren linearen Ditferen- 
tialgleichungen n** Orduung hiingt folglich mit derjenigen nach den endlichen Gruppen 
linearer Transformationen von n Verdnderlichen ganz eng zusammen: ,Jeder endlichen 
(discontinuirlichen) Gruppe linearer Transformationen entspricht eine ganze Classe 
algebraisch integrirbarer linearer Differentialgleichungen‘* (Klein: Hinleitung in die 
hihere Geometrie, Il; autogr. Vorl., Gottingen 1893, S. 361). Fiir n= 2 giebt es 
keine anderen derartigen Gruppen, als die wohlbekannten Fiille der _,,reguliiren 
Kérper“. Fiir » > 3 hat C. Jordan (Crelle’s Journal, Bd. 84; Atti’ della R. Ace. 
di Napoli, VIII, 1879—80) einen allgemeinen Ansatz aufgestellt, und dadurch den 
Fall dreier homogener Veriinderlichen eingehend untersucht, und denjenigen von vier 
Veriinderlichen zugleich auch begonnen. Doch tibersah er fiir n = 8 die einfachen 
G,,, und G,,, von Collineationen in der Ebene, deren erstere durch Klein aus der 
Transformation 7** Ordnung der elliptischen Functionen abgeleitet (Erlang. Ber. 1878; 
Math. Ann. 14) und die zweite erst durch Valentiner (Kjéb. Skr 1889) aufgestellt wurde. 

**) Vessiot: a. a. O., 8S. 241, Schlesinger: a. a. O., Nr. 156, S. 87ff. 

***) So pflegt man zu sagen, und so sagt beispielsweise auch Vessiot. Kigentlich 
aber ist, damit die allgemeine Lisung einer linearen homogenen Differentialgleichung 
i*r Ordnung rational bekannt wird, die Adjunction des Integrals aus einer rational 
bekannten Function nicht geniigend, sondern auch diejenige der entsprechenden Ex- 
ponentialfunction, d. h. der Summe einer unendlichen Reihe, deren Glieder aus jenem 
Integral rational zusammengesetzt sind, erforderlich. 
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Als_,,integrabel“ bezeichnet Lie*) eine r-gliedrige continuirliche 
Gruppe G,, welche eine Reihe von Untergruppen G,,, G,-2,--- G, von 
stets um eine Einheit abnehmender Anzahl von Parametern enthiilt, deren 
jede imvariante Untergruppe der vorangehenden ist. Line integrable 
Gruppe linearer Transformationen von ” Veranderlichen enthilt héchstens 
n-n+1 

2 
mit der Gruppe: 


Parameter, und ist durch eine ebenfalls lineare Transformation 


Y= 4%, 
Yo = Ag, Y, + My Yo, 
Ys = Ag, Y, + Ago Ye + Ags Ys, 


Yn = On Y1 + Anz Yo + Ons Ys +++ + AnnYn 


(welche die ~ at * Parameter ax enthilt) oder mit einer Untergruppe 
derselben ahnlich**). 

Auf Grund dieses letzten Satzes besitzt jede lineare Differential- 
gleichung »‘** Ordnung mit integrabler Rationalitatsgruppe ein Fundamen- 


talsystem ¥,, Ye, °°* Yn, fiir welches die rationalen Differentialfunctionen: 


d d d 
qa St» gz log Dw), zz log DYe4s),--- 


in Bezug auf die Rationalitatsgruppe ungeandert bleiben, und folglich 
rational bekannte Functionen von x sind. Wir ersehen auch daraus, wie 
sich in diesem Falle die Integration durch successive Quadraturen voll- 


ziehen lisst***). Ist nimlich - log y gleich der rational bekannten Func- 
x 


tion f(x), so folgt daraus zuniichst: 
— eli@ax 


wt Gast, 2 -:e—12), 


Setzen wir dann 
_ ad 
40> Pe 
so ergiebt sich: 
D(Yy Yo + Yr) =H,» D% @- >> Me -1)- 
Es wird folglich - log z, rational bekannt sein, und z, wird sich durch 
x 


eine, y, durch zwei weitere Quadraturen bestimmen lassen, u. s. w. 


*) Theorie der Transformationsgruppen; Bd.1,.8. 265; Bd. II, 8.679—81. Den 
Begriff einer integrablen Gruppe fiihrte aber Lie bereits 1874 ein (Christiania Forhandl.). 
**) Lie: a. a. O., Bd. I, S. 589. 
***) Schlesinger: a. a. O., S. 89—90. 
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Der Begriff einer ,,integrablen continuirlichen Gruppe“ kann gewisser- 
massen als das Analogon desjenigen einer ,,auflésbaren endlichen Gruppe“ 
in der Galois’schen Theorie gelten. Der Fall der durch Quadraturen 
integrirbaren linearen Differentialgleichung wiirde dann demjenigen der 
durch Wurzelgréssen auflésbaren algebraischen Gleichungen entsprechen. 
Und da die algemeine lineare Gruppe in » Verinderlichen fiir » > 1 nicht 
integrabel ist, so ergiebt sich (als Analogon des Ruffini-Abel’schen Satzes 
iiber die Unauflésbarkeit durch Wurzelzeichen der algebraischen Gleichung 
n" Grades fiir » > 4): 

Die allgemeine lineare homogene Differentialgleichung n'*’ Ordnung ist 
fiir n> 1 nicht durch Quadraturen integrirbar.*). 


6. Es empfiehlt sich noch an dieser Stelle etwas iiber den Begriff 
der ,,[rreducibilitét* einer linearen Differentialgleichung zu sagen; ein 
Begriff, welcher zuerst durch Herrn Frobenius**) eingefiihrt wurde, 
aber in mehrfacher Weise aufgefasst werden kann***), Wir wollen die 
Definition dahin einschrinken, dass wir eine lineare Differentialgleichung 
als ,,irreducibel in Bezug auf irgend einen Rationalititsbereich* bezeichnen, 
wenn sie mit keiner anderen ebenfalls linearen Differentialgleichung 
niedrigerer Ordnung, deren Coefficienten diesem Rationalititsbereiche an- 
gehéren, gemeinsame Lésungen hat. Ist der betreffende Rationalitiits- 
bereich einfach durch die Coefficienten der vorgelegten Differentialgleichung 
definirt, so werden wir Letztere schlechthin als ,,irreducibel“ (ohne weitere 
Angabe) bezeichnen. 

Ist einc lineare Differentialgleichung n* Ordnung reducibel, so liisst 
sich mindestens eine lineare Differentialgleichung niedrigerer Ordnung h 
und mit rational bekannten Coefficienten construiren, welche ihre sémmt- 
lichen Lésungen mit der gegebenen Differentialgleichung gemeinsam hat*}). 
Zur Bestimmung der iibrigen Liésungen letzterer Differentialgleichung — 
worunter ».— h unabhingige enthalten sind — ist noch die Integration 
einer linearen Differentialgleichung (mn — h)*" Ordnung mit ebenfalls rational 
bekannten Coefficienten, zugleich mit einer gewissen Anzahl von Quadra- 
turen, erforderlich. 


Die Irreducibilitét einer linearen Differentialgleichuug (in dem hier 


*) Vessiot: a. a. O. 8S. 243; Schlesinger, a. a. 0., S. 90. Selbstverstiindlich 
kann in diesem Falle auch nicht von Integration durch algebraische Operationen 
wnd Quadraturen die Rede sein. 

**) Crelle’s Journal, Bd. 76, 80. 

***) Man vergl. hieriiber Beke: Die Irreductibilitét der linearen homogenen Dif- 
ferentialgleichungen; Math. Ann. Bd. 45, 1894. 
t) Schlesinger: a. a. O., Bd. I, 8. 85. 
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festgelegten Sinne) ist mit der Beschaffenheit ihrer Rationalitiitsgruppe 
eng verbunden*). Damit eine lineare Differentialgleichung n” Ordnung 
reducibel sei, und folglich durch die stimmtlichen Lésungen einer linearen 
Differentialgleichung h'” Ordnung (h<n) mit rational bekannten Coefficienten 
befriedigt werde, ist nothwendig und hinreichend, dass eine h-dimensionale 
Mannigfaltigkeit ihrer Lisungen C,y, + Cry, +----++ Cry, bet allen Opera- 
tionen ihrer Rationalititsgruppe invariant sei**). Diese Lésungen geniigen 
dann eben der gen. linearen Differentialgleichung h* Ordnung. 

Die ,,(n — h)® associirte“***) der vorgelegten Differentialgleichung ge- 
stattet in diesem Falle die Lésung D(y, y,---y,), deren logarithmische 
Ableitung eine rational bekannte Function ist. Dadurch kann man eben, 
bei rationalen Coefficienten, durch eine endliche Anzahl von Schritten 
wirklich entscheiden, ob eine beliebig vorgelegte lineare Differential- 
gleichung reducibel ist oder nicht, und zugleich auch im ersten Falle 
diejenigen irreduciblen linearen Differentialgleichungen mit rationalen 
Coefficienten aufstellen, deren simmtliche Lisungen der gegebenen Dif- 
ferentialgleichung Geniige leisten}). Die Aufstellung dieser Differential- 
gleichungen soll auch in unserer Untersuchung als eine ,ausfiihrbare Operation“ 
angesehen werden. 

Deuten wir, wie wir es im folgenden Capitel ausfiihrlicher thun 
werden, die linearen Substitutionen der » Gréssen y; als Collineationen 
eines Raumes R,_,, so diirfen wir auch sagen, dass eine lineare Differen- 
tialgleichung n” Ordnung dann und nur dann irreducibel ist, wenn ihre 
Rationalitétsgruppe durch eine Collineationsgruppe des Rawmes R,—, gedeutet 
wird, bei welcher keine lineare Mannigfaltigkeit niedrigerer Dimension in- 
variant ist. 

Eine durch Quadraturen integrirbare lineare Differentialgleichung 
(héherer als 1'** Ordnung) ist offenbar reducibel: eine Lésung derselben 
geniigt nimlich stets einer linearen homogenen Differentialgleichung 1" 
Ordnung mit rational bekannten Coefficienten. Und ihre Rationalitiits- 
gruppe wird durch eine projective Gruppe des R,_; gedeutet, bei welcher 
mindestens ein Punkt, eine durch diesen Punkt gehende gerade Linie, 
eine Ebene durch diese gerade Linie, u. s. w. invariant sind. 

*) Halten wir dagegen an der functionentheoretischen, Definition der Irreduci- 
bilitit fest, die Herr Frobenius gegeben hat, so tritt an Stelle der Rationalitiits- 
gruppe die ,,Monodromiegruppe“ (vgl. Nr. 7) auf. Den bez. Satz hat Herr Jordan 
aufgestellt (Bull. de la Soc. Math. de France, t. 2, S. 102ff.), und zwar als von der 
Rationalitiitsgruppe tiberhaupt noch nicht die Rede war. 

**) Beke: a. a. O., S. 279—80. 

**) Schlesinger: a. a. O., Bd. II, S. 127. 

+) Beke, a. a. O., S. 281ff.; Schlesinger, a. a. O. Bd. I, Nr. 176. 
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Capitel 2. 
Einfihrung geometrischer Betrachtungen. 


7. In seiner Preisarbeit von 1881 hat Halphen vorgeschlagen, irgend 
ein System von Fundamentallésungen y,,¥,,---y, einer linearen homogenen 
Differentialgleichung n‘* Ordnung als homogene Punktcoordinaten — 
beispw. projective Coordinaten — in einem Raume R,_, geometrisch zu 
deuten. Dazu bemerkte er noch (S. 115), dass fiir »>4 ,si limage 
géométrique fait défaut, lobjet ne subsiste pas moins“; um so weniger 
ist das heutzutage eine Schwierigkeit, nach so vielfacher Entwickelung 
der mehrdimensionalen Geometrie: wir diirfen ja selbst nicht von einem 
yMangel an geometrischer Vorstellung“ sprechen, falls wir nur ein geeig- 
netes Gebilde als Raumelement einfiihren. 

Lassen wir dabei die unabhiingige Variable 2 beliebige (oder eventuell 
auch auf irgend ein Gebiet eingeschriinkte) complexe Werthe annehmen, 
so beschreibt der entsprechende Punkt (y) eine ,,Curve“ (d. h. ein ein- 
dimensionales Gebilde) des Raumes R,_,, die Halphen als ,,Courbe attachée“ 
der vorgelegten linearen Differentialgleichung bezeichnete, und wir kurz 
,Integraleurve* derselben nennen werden. Diese Curve kann in keiner 
ebenen Mannigfaltigkeit niedrigerer Dimension als R,_, enthalten sein, 
da zwischen den y; keine lineare homogene Beziehung mit constanten 
Coefficienten bestehen kann. Sie besitzt offenbar imvarianten Charakter 
gegeniiber allen Transformationen: 


«= (6), y = A(x) -2, 

welche die vorgelegte Differentialgleichung in eine ,,iiquivalente“ iiberfiihren, 
und kann folglich als Integraleurve einer ganzen Classe von einander 
iiquivalenten Differentialgleichungen angesehen werden. Andrerseits besitzt 
ee jede lineare Differentialgleichung, ihren verschiedenen Fundamental- 
systemen entsprechend, unendlich viele Integralcurven, welche auseinander 
durch projective Transformationen hervorgehen. 

In Nr. 6 haben wir bereits den Begriff der ,associirten Differential- 
gleichungen“ gestreift. Als ,(m —)® associirte“ einer linearen Differential- 
gleichung n‘* Ordnung (1 <<h <n) vezeichnen wir diejenige ganz bestimmte 


lineare Differentialgleichung (i) Ordnung, welche durch die Determi- 


nanten D(y, y,---Y,) von je h unabhiingigen Lésungen der ersteren 
befriedigt wird*). Benutzen wir folglich die Fundamentallésungen y, , ¥,---Yn 


*) Der Begriff der associirten Differentialgleichung geht auf Forsyth zuriick 
(Phil. Trans., 179, S. 420ff.). Man vergl. auch Craig: A treatise on linear differential 
equations; New-York 1889; Schlesinger, a. a. O., Bd. Il, 8. 125ff. 
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einer linearen Differentialgleichung n‘* Ordnung zur Construction einer 
entsprechenden Integraleurve, so diirfen wir offenbar die ( Lésungen 


D (Yo, Yn*** Yq) ihrer (n—h)** associirten Differentialgleichung (unter 
9:%2°**% eine beliebige Combination von je h der Zahlen 1, 2,---n 
verstanden) als Coordinaten in einem wohlbekannten Systeme eines ver- 
iinderlichen ,,Osculations-R,_,“ jener Integraleurve deuten. Insbesondere 
ergeben die Lésungen der ersien Associirten der vorgelegten Differential- 
gleichung die Coordinaten der ,Osculations-R,~»“ dieser Integralcurve; 
dieselben sind (bis auf das Vorzeichen) nichts anderes als die in der 
Matrix: 
" Y Ys “i | 


, , , 


% Ye Ys °° Yn 


yr) ye) ye) a ye) 
enthaltenen Determinanten (n—1)** Ordnung, und fallen folglich auch, bis 


auf den gemeinsamen Factor ¢ /”'**, mit ebensovielen linear unabhiingigen 
Lésungen der zur vorgelegten ,,adjungirten Differentialgleichung“ zusammen. 

Anmerkung. Beschreibt x auf der complexen Ebene irgend einen 
geschlossenen Umlauf, so gehen die Fundamentallisungen y,, y,, --- Yn; 
allgemein zu reden, in andere ¥,,¥,,---Y, tiber, welche mit ersteren 
durch eine lineare Substitution: 
(8) yi = > ai Ye 

r 

mit constanten Coefficienten a;, und nicht verschwindender Determinante 
|a;x| zusammenhiingen. Die Gesammtheit der linearen Substitutionen (5), 
die allen tiberhaupt méglichen Umliufen von x entsprechen, bildet offenbar 
eine (endliche oder unendliche) discontinuirliche Gruppe, welche nach einer 
von Herrn Klein vorgeschlagenen Benennung als_,,Monodromiegruppe“ 
der vorgelegten Differentialgleichung bezeichnet wird*). — Im Raume 
R,. der homogenen Coordinaten y; stellen derartige Substitutionen 
gewisse projective Transformationen dar, bei welchen jeder Punkt der 
betrachteten Integralcurve in eine Reihe getrennter Punkte derselben tiber- 
geht. Wir haben es daher mit einer discontinuirlichen Gruppe von Collinea- 
tionen des Rawmes R,1 zu thun, welche die Integralcwrve der vorgelegten 
Differentialgleichung in sich iiberfiihren. 


*) Schlesinger: a. a. O.; Bd. II, 8. 102. Diese Gruppe ist stets abzdhlbar, 
wenn sich das von den reguliren Stellen der Functionen y,(«) in der «-Ebene gebildete 
Continuum durch eine abzihlbare Menge von Querschnitten in ein einfach zusammen- 
hiingendes Gebiet verwandeln lisst (Schlesinger, a. a. O., Bd. Il, 8S. 10). 
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Solche Curven kénnte man, nach Klein’s Vorschlag, als_,,projectiv- 
periodisch* bezeichnen, insofern eben, den geschlossenen Umliiufen von x 
entsprechend, jedes Gebiet (Stiick?) der Curve in ein projectiv-iquivalentes 
iibergeht. Insbesondere kénnte man sich ganz leicht ,,additiv-periodische“ 
oder auch ,,multiplicativ-periodische* Curven denken. — Diese projectiv- 
periodischen Curven kénnen wir gewissermassen als eine Verallgemeinerung 
der algebraischen Curven ansehen (und auf solche reduciren sie sich eben, 
falls die vorgelegte Differentialgleichung, oder irgend eine ihrer iiquivalenten, 
algebraische Integrale besitzt). Es wurden ja sogar iiber die Integrale 


der Liésungen y; (fy;dx) — welche den Abel’schen Integralen im Falle 
einer algebraischen Integralcurve entsprechen — gewisse Untersuchungen 





aufgestellt. Abel selbst (Oeuvres, t. II, p. 54—65) hat dariiber einen 
Satz gegeben, welcher demjenigen iiber Vertauschung von Argument und 
Parameter bei Abel’schen Integralen 3" Gattung entspricht. Jacobi 
(Crelle’s. Journal, t. 32) gab dem Abel’schen Beweise eine leichter iiber- 
sichtliche Form, und weitere Aenderungen fiihrten auch Fuchs (ibid., t. 76) 
und Frobenius (ibid., t. 78) ein. Herr Fuchs hat auch die durch In- 
version dieser Integrale entstehenden Functionen untersucht (Crelle’s 
Journal, t. 89; Berliner Ber., 1892). Und zuletzt hat noch, auf Klein’s 
Veranlassung, 8. Kempinski die Integrale /y,dx weiter verfolgt (Krakauer 
Ber., XXV, 8S. 264 u. ff., 1893). 

Ks ist aber keineswegs meine Absicht auf diese functionentheoretischen 
Untersuchungen niiher einzugehen. Es kam hier bloss darauf an, den 
Begriff der ,,.Integraleurve“ einzufiihren, obgleich auch letzterer, wie sich 
bei dem in Nr. 10 zu besprechenden allgemeineren Problem ergeben wird, 
in unserer Untersuchung keine wesentliche Rolle spielt. 


8. Wir wollen nun annehmen, dass die Fundamentallésungen y, , Yy,---Yn 
der vorgelegten linearen Differentialgleichung (A) eine gewisse Anzahl 
algebraischer Gleichungen mit constanten Coefficienten erfiillen: 

(1) fei Ya Yn) = 9. (= 1,2,---h) 

Durch diese Gleichungen wird im Raume R,_; eine gewisse h-dimensionale 
algebraische Mannigfaltigkeit V;, (h>n—1—k) dargestellt, in welcher 
die Integraleurve y der vorgelegten Differentialgleichung enthalten sein 
muss. Ist insbesondere h = 1, so wird durch die Gleichungen (1) eine 
algebraische Curve dargestellt, und y fallt dann mit letzterer oder auch 
mit einem (analytisch trennbaren) Theil derselben zusammen; sie ist folg- 
lich auch algebraisch. 

Geniigen die y; keiner algebraischen Gleichung, die nicht eine Foige 
des Systems (1) ist, (und das diirfen und wollen wir auch stets annehmen), 
so geht letzteres, wie in Nr. 4 bereits bemerkt wurde, bei jeder Operation 
33* 
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der zur vorgelegten Differentialgleichung (A) zugehdérigen Rationalitiits- 
gruppe in sich selbst iiber. Und indem wir uns diese Operationen durch 
Collineationen des Raumes R,_, gedeutet denken, ergiebt sich sofort: 

1. dass die Mannigfaltigkeit V,, allgemein zu reden, eine gewisse 
(algebraische) Gruppe projectiver Transformationen gestatten wird; 

2. dass die Rationalitétsgruppe der vorgelegten Differentialgleichung, als 
Collineationsgruppe des R,1 gedeutet, in dieser die Mannigfaltigkeit V;, in 
sich selbst iiberfiihrenden projectiven Gruppe enthalten sein muss. 

Ks erhellt nun, welcher Zusammenhang zwischen den folgenden beiden 
Fragen besteht: Untersuchung der linearen Differentialgleichungen n' Ord- 
nung mit algebraischen Relationen zwischen den Fundamentallisungen — 
und Bestimmung der algebraischen Mannigfaltigkeiten des Rauwmes R,_, 
welche eine Gruppe von projectiven Transformationen zulassen. Jede lineare 
Differentialgleichung, welche die angegebene Eigenschaft besitzt, fihrt, 
allgemein zu reden, auf die Betrachtung algebraischer Mannigfaltigkeit mit 
projectiven Transformationen in sich; und jede Curve, welche auf einer 
algebraischen Mannigfaltigkeit der letztgenannten Art liegt, kann als Inte- 
graleurve einer Classe von einander iiquivalenten Differentialgleichungen 
angesehen werden, deren Fundamentallésungen ein bestimmtes System 
algebraischer Gleichungen mit constanten Coefficienten (niimlich die Glei- 
chungen der betrachteten Mannigfaltigkeit) erfiillen, und deren Rationalitiits- 
gruppen in der projectiven Gruppe dieser Mannigfaltigkeit enthalten sind. 
Insbesondere wird die anfangs iiber lineare Differentialgleichungen »'**Ord- 
nung aufgestellte Frage auf die beiden folgenden Probleme zuriickgefiihrt: 

1. Bestimmung der algebraischen Mannigfaltigkeiten eines Raumes 
R,1, welche irgend eine Gruppe projectiver Transformationen gestatten; 

2. Bestimmung der Zusammensetzungen, insbesondere von Normal- 
zerlegungen, dieser projectiven Gruppen (um das Integrationsverfahren der 
entsprechenden Differentialgleichungen zu iibersehen). 


9. Wir wollen hier einige Bemerkungen einschalten, welche die weitere 
Untersuchung erleichtern werden. 

I. Ueber den Isomorphismus zwischen linearen und ,projectiven Gruppen. 
Die linearen Transformationen von 2” Veriinderlichen lassen sich bekannt- 
lich als projective Transformationen, und zwar als Collineationen, des 
Raumes R,_, geometrisch deuten: doch ist die*aligemeine lineare Gruppe 
in » Verinderlichen mit der projectiven Gesammtgruppe des R,_; keines- 
wegs holoedrisch isomorph*), insofern erstere n*, letatere n? — 1 Parameter 
enthalt. Vielmehr ist die Sache so, dass jede Collineation des R,—; durch 
eine oco'-Schaar von linearen Substitutionen der homogenen projectiven 


*) Lie: Theorie der Transformationsgruppen, Bd. I, Cap. 17, 8. 292. 





Pun 
eing 
Isor 
der 

Gru 
forr 
heit 


glei 
(A) 
best 
ist ¢ 
ode) 
Fu 


fort 


y = 
fici 


Ge 


elr 


be 
In 


‘its- 
rch 


Sse 


als 


iden 
Ird- 


- 
pare 
hrt, 
mit 
iner 
nte- 
gen 
tem 
rlei- 
ats- 
ind. 
)rd- 
hrt: 
mes 
ten; 
nal- 


der 


tere 


nnt- 

des 
ppe 
nes- 
eter 
irch 
ven 








Ueber lineare homogene Differentialgleichungen. 517 


Punktcoordinaten (insbesondere die identische Transformation durch die 
eingliedrige Gruppe y; = ¢y;) analytisch dargestellt wird. Ein holoedrischer 
Isomorphismus (im Lie’schen Sinne) tritt aber ein, wenn wir an Stelle 
der allgemeinen linearen Gruppe die specielle oder wnimodulare lineare 
Gruppe in » Veranderlichen*) einfiihren, welche der identischen Trans- 
formation in R,_; nur die endliche Gruppe y; = éy;, unter ¢ eine n® Kin- 
heitswurzel verstanden, zuordnet. 

Die Rationalititsgruppe einer beliebig vorgelegten linearen Differential- 
gleichung n‘* Ordnung: ; 
(A) ¥ + ry + pry +--+ my = 0 
besteht im Allgemeinen nicht aus lauter unimodularen Substitutionen; es 
ist das aber der Fall, wenn der Coefficient p, des zweiten Gliedes verschwindet, 
oder auch nur gleich der logarithmischen Ableitung einer rational bekannten 
Function ist**). Und das kénnen wir stets durch eine geeignete Trans- 
formation y = gy erreichen: insbesondere gehen wir durch die Substitution 


nd 

——|p,dx ° os : 4 
y=2-e "/ aur sogen. ,canonischen Form“ iiber, in welcher der Coef- 
ficient von 2"— geradezu verschwindet. Durch Adjunction der Exponential- 


- 
grisse e— = me ‘veducirt sich folglich die Rationalitétsgruppe der linearen 
Differentialgleichung (A) auf’ eine unimodulare Untergruppe. 

Ist dieselbe r-gliedrig, so wird sie durch eine ebenfalls r-gliedrige 
projective Gruppe des Raumes R,_; gedeutet; und das wird oft kein un- 
hedeutender Vortheil sein. Doch wird dadurch nicht behauptet, dass die 
oo” Operationen dieser beiden Gruppen einander ein-eindeutig entsprechen; 
das wird, allgemein zu reden, nicht der Fall sein, und auch nicht immer 
sich herstellen lassen, da es nicht immer méglich ist, die Operationen 
einer projectiven Gruppe des R,_; auf diejenigen einer linearen Gruppe 
in » Veranderlichen ein-eindeutig zu beziehen. 

Il. Beschréinkung auf den Fali continuirlicher nicht-integrabler Gruppen. — 
Gestattet die durch Gleichungen (1) dargestellte Mannigfaltigkeit V, nur 
eine discontinuirliche, und folglich auch endliche***) Gruppe projectiver 
Transformationen, so ist die Rationalititsgruppe der, vom zweiten Gliede 
befreiten, entsprechenden Differentialgleichung (A) ebenfalls endlich; ihre 
Integration wird daher nur algebraische Operationen ertordern. Und die 


*) Bestehend aus siimmtlichen linearen Substitutionen G:= S46: deren 
Determinante |a;,| = 1 ist. . 

**) Schlesinger: a. a. O., Bd. Il, 8. 148. 

***) Da die Gesammtgruppe der projectiven Transformationen der Mannigfaltig- 
keit V, in sich offenbar algebraisch ist, so ist sie nothwendigerweise, falls discon- 
tinuirlich, zugleich auch endlich. 
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Integration von (A) wird, von letzteren abgesehen, nur die in der Exponential- 


— 
grisse e- nd ma enthaltene Quadratur verlangen. 

Bilden andrerseits die simmtlichen projectiven Transformationen, welche 
die Mannigfaltigkeit V;, in sich iiberfiihren, eine Gruppe, deren umfassendste 
(eventuell mit ihr selbst zusammenfallende) continuirliche Untergruppe 
integrabel ist, so ist das auch mit der gréssten continuirlichen Unter- 
gruppe aus der Rationalitiitsgruppe von (A) der Fall. Die Differential- 
gleichung (A) ist folglich durch algebraische Operationen und Quadraturen 
integrirbar. Und zwar ist die Auflésung von héchstens einer algebraischen 
Gleichung mit rational bekannten Coefficienten erforderlich, um die Ratio- 
nalitiitsgruppe auf eine continuirliche und integrable Gruppe zu reduciren; 
und weiter noch, zur vollstiindigen Integration, eine gewisse Anzahl von 
Quadraturen, wie das bereits in Nr. 5 angezeigt wurde. 

Sehen wir nun die Auflésung algebraischer Gleichungen mit rational 
bekannten Coefficienten, sowie auch die Quadraturen rational bekannter 
Differentiale und den Uebergang zu den entsprechenden Exponentialfune- 
tionen als ,,ausfiihrbare Operationen“ an, so concentrirt sich das Interesse 
der aufgestellten Frage auf diejenigen Fille, in welchen die durch Glei- 
chungen (1) dargestellte algebraische Mannigfaltigkeit V;, eine continuirliche 
nicht-integrable Gruppe projectiver Transformationen zuldsst. Auf diesen 
einzigen Fall diirfen wir daher unsere kiinftigen Untersuchungen be- 
schrinken. — Als charakteristische Eigenschaft der nichtintegrablen 
Gruppen hat sich ergeben*), dass dieselben stets eine dreigliedrige ein- 
fache Untergruppe**) enthalten. Und die dreigliedrigen einfachen pro- 
jectiven Gruppen eines beliebigen Raumes sind heutzutage auch simmtlich 
bekannt***). 

Ill. Ueber algebraische Mannigfaltigkeiten mit unendlich vielen pro- 
jectiven Transformationen in sich. — Klein und Lie haben bereits seit 
1870+) die Frage nach den sogenannten W-Curven, d. h. Curven mit 
einer continuirlichen Schaar von projectiven Transformationen in sich, 
aufgenommen, und ffir ebene Curven und Raumeurven vollstiindig gelist. 
Von modernem Standpunkte aus diirfen wir sagen dass dieselben nichts 
anderes als die Bahn.-urven eingliedriger projectiver Gruppen sind. — Sind 


*) Engel: Kleinere Beitrége zur Gruppentheorie Il; Leipziger Ber., 1887. 
Man vergl. auch Lie: Theorie der Transformationsgruppen; Bd. III, 8. 757. 
**) D. h. eine Gruppe, welche mit der projectiven Gesammtgruppe eines ein- 
férmigen Gebildes gleich zusammengesetzt (holoedrisch isomorph) ist. 
***) Dieses Resultat verdanken wir Herrn Study. Vgl. Lie, a. a. O., 8. 785, 
sowie auch diese Abh., Nr. 15. 
+) Compt. Rend. de l’Ac. d. Sc., t. 70 (4870). Vgl. auch den Aufsatz: Ueber 
diejenigen ebenen Curven ...; Math. Ann. Bd. 4 (1871). 
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diese Curven algebraisch, so sind sie zugleich auch rational (d. h. vom 
Geschlecht Null); da algebraische Curven irgend eines Geschlechtes p> 1 
nur eine endliche Anzahl birationaler (d. h. algebraischer und cindeutiger) 
Transformationen zulassen*); und die oo'-Gruppe der birationalen Trans- 
formationen einer elliptischen Curve auch nur eine endliche Anzahl von 
Collineationen enthalten kann**). Wir brauchen auch kaum daran zu 
erinnern, dass man die rationalen Curven m‘* Ordnung eines beliebigen 
Raumes R,, (m>n—1) durch Projectionen der méglichst gekriimmten 
Normaleurven derselben Ordnung eines R,, erhalten kann. Letztere (d. h. 
die Normalcurven) gestatten eine dreigliedrige einfache projective Gruppe; 
die tibrigen héchstens eine eingliedrige***), 

Von Flichen mit oo* vertauschbaren projectiven Transformationen in 
sich ist bereits in der erwaihnten Klein-Lie’schen Mittheilung aus dem 
Jahre 1870 die Rede. Im Jahre 1882 stellte sich Lie die Aufgabe (Norw. 
Archiv Bd. VII, 8. 179—93), die Flichen mit mindestens drei unabhiingigen 
infinitesimalen linearen Transformationen zu bestimmen; doch wurde dabei 
die Cayley’sche Linienfliche 3'** Ordnung iibersehen (vgl. Christ. Forhandl., 
1884, Nr. 9). Und im Jahre 1893 erreichten die Untersuchungen iiber 
Flichen mit einer continuirlichen Schaar projectiver Transformationen, einer- 
seits durch Lie+), andrerseits durch Herrn Enriques7}7}), einen gewissen 
Umfang. Kurz nachher gelang es mir}}}), mit Einschriinkung auf alge- 
braische Flichen, auch den (von Herrn Enriques ausgeschlossenen) Fall 
der Collineationen mit zusammenfallenden Doppelpunkten zu _beriick- 
sichtigen, und zugleich auch Flichen héherer Riume in Betracht zu ziehen. 
Insbesondere ergab sich dabei: 

1. dass jede algebraische Fliiche mit unendlich vielen projectiven 
Transformationen in sich ein-eindeutig auf eine Regelfliiche abgebildet 
werden kann; 

2. dass diejenigen algebraischen Flichen, welche eine transitive*}) 





*) Schwarz: Crelle’s Journal, Bd. 87 (1879); Klein: in einem Briefe an 
Herrn Poincaré (man vgl. eine Arbeit des Letzteren in den Acta Math., Bd. 7, 1884; 
8. 16); Noether: Math. Ann., Bd. 20, 21 (1882—83). 

**) Segre: Math. Ann., Bd. 27, S. 297; Klein: Abhandl. der K. Sachs. Ges. d. 
Wiss., Bd. 13 (1885); Klein-Fricke: Vorlesungen wiber elliptische Modulfunctionen. 
Bd. II, S. 242. 

**) Man vgl. Loria: Giornale di Matem., t. 26 (1888), sowie auch Arbeiten 
von Cayley, Cremona, Bertini,.... 

+) Theorie der Transformationsgruppen, Bd. III, 8. 190 ff. 

+t) Atti del R. Ist. Veneto, ser. 74, t. IV, V (1893—94). 

+++) Rend. della R. Acc. dei Lincei, 1° sem. 1895. 

*+) D. h. eine Gruppe, bei welcher zwei Punkte allgemeiner Lage der vorgelegten 

Flache stets in einander tibergehen kénnen. 
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Gruppe projectiver Transformationen zulassen, zugleich auch rational (d. h, 
ein-eindeutig auf die Ebene abbildbar) sind. Diese Fliche kann man 
auch entweder auf die Ebene, oder auf eine nicht ausgeartete Fiche 
2%" Grades, oder endlich auf eine rationale normale Kegelfliche m‘* Ord- 
nung eines Raumes R,,4; in der Art abbilden, dass der vorgelegten pro- 
jectiven Gruppe eine ebenfalls projective Gruppe auf dieser zweiten Fliche 
entspricht. Seine analytischen Untersuchungen hat ausserdem Lie in dem 
Aufsatze: Bestimmung aller Flichen... (Leipz. Ber. 1895) weiter verfolgt; 
insbesondere wird dort die Bestimmung aller Flichen, die bloss eine zwei- 
gliedrige projective Gruppe gestatten, vollstiindig ausgefiihrt. Die bez. 
Resultate kommen aber hier nicht zur Anwendung. 

Ueber Mannigfaltigkeiten von einer grésseren Anzahl von Dimensionen, 
welche projective nicht-integrable Gruppen zulassen, habe ich auch seit 
1896 gewisse Untersuchungen angestellt*). Es ergab sich dabei ein 
merkwiirdiger Zusammenhang zwischen diesen Untersuchungen und der 
gewohnlichen Invariantentheorie der biniren Formen. Unter den genannten 
Mannigfaltigkeiten habe ich diejenigen, welche einem vierdimensionalen 
Raume angehéren, einzeln angegeben. In einer weiteren Abhandlung*) 
habe ich fiir den Raum R, auch die dreidimensionalen algebraischen 
Mannigfaltigkeiten bestimmt, welche eine projective, integrable, transitive, 
mindestens viergliedrige Gruppe gestatten. 


Capitel 3. 


Ueber eine verallgemeinerte, rein gruppentheoretische Auffassung 
des vorgelegten Problems. 


10. Wir haben gesehen, dass das Bestehen von algebraischen Rela- 
tionen mit constanten Coefficienten zwischen den Fundamentallésungen 
einer linearen Differentialgleichung einen gewissen Gruppencharakter letzterer 
bedingt; ihre Rationalitiitsgruppe darf nimlich nur solche lineare Trans- 
formationen enthalten, welche das System jener Gleichungen in sich iiber- 
fiihren und folglich als projective Transformationen gedeutet werden 
kénnen, bei denen die durch obige Gleichungen dargestellte algebraische 
Mannigfaltigkeit invariant ist. 

Wir haben es daher mit linearen Differentialgleichungen n'” Ordnung 
zu thun, deren Rationalititsgruppen, als projective Gruppen des R,_; gedeutet, 
eine diesem Raume angehdrige invariante Mannigfaltigkeit Vi, zulassen. 

Erscheint nun dieser als der eigentliche Kern des ganzen Problems, 
so entsteht die Frage, ob wir nicht etwa denselben an die Spitze setzen 


*) Mem. della R. Acc. di Torino, ser. 2%, t. 46 (1895 —96). 
**) Atti del R. Ist. Veneto, ser. 79, t. VII (1896). 
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und als Ausgangspunkt nehmen kénnten, indem wir uns die Aufgabe 
stellen, alle diejenigen linearen Differentialgleichungen n'” Ordnung zu 
untersuchen, deren Rationalititsgruppen, als projective Gruppen des R,_1 
gedeutet, irgend welche algebraische Mannigfaltigkeiten in sich iiberfiihren. 

Es ist dies ein viel allgemeineres Problem als dasjenige, welches wir 
von Hause aus uns vorgelegt hatten; doch lisst sich die neue Frage in 
durchaus einfacher Weise auf die vorangehende (und bereits durch 
Herrn Fuchs aufgestellte) zuriickfiihren.— Wir wollen niimlich annehmeu, 
dass die Rationalititsgruppe der linearen Differentialgleichung: 
(A) tar +a +--+ rye 
aus linearen Transformationen besteht, welche ein gewisses System alge- 
braischer Gleichungen mit constanten Coefficienten: 
(1) fe(mi g++ %)=9 x=1,2,---k 
in sich iiberfiihren, doch ohne dass diese Gleichungen identisch erfillt zu 
sein brauchen, falls man an Stelle der unbestimmten Gréssen 1, 7, --- 1x 
ein geeignetes Fundamentalsystem y,, ¥,,---Yy, der Differentialgleichung 
(A) einfiihrt. Anders ausgesprochen: es soll iiber die Integraleurve y 
von (A) keine Festsetzung getroffen, sondern nur die Invariantivitiit (gegen- 
iiber der Rationalitiitsgruppe) der durch die Gleichungen (1) dargestellten 
Mannigfaltigkeit verlangt werden. 

Wir betrachten nun die Reihe der successiven Osculationsriiume 
R,, R, --- (Tangente, Osculationsebene, u. s. w.) von y, und nehmen an, 
dass die Osculations-R, allgemeiner Lage die invariante Mannigfaltigkeit 
V, je in einer endlichen Anzahl von Punkten treffen (was jedenfalls fiir 
irgend einen Werth 1<»—h—1 geschehen wird). Offenbar sind die 
Coordinaten eines beliebigen Punktes eines Osculations-R, von y in der Form: 
(2) Ni = MyYi + ay’ + ay” +--+ ay (¢=1,2,---M) 
darstellbar, wo y; die Coordinaten des zu y gehdrigen Osculationspunktes, 
Yi, Yi'y+++ die suecessiven Ableitungen von y;(#) bedeuten. Fiihren wir 
nun diese Ausdriicke an Stelle der »; in die Gleichungen (1) ein, so ergiebt 
sich ein System algebraischer Gleichungen in den homogenen Unbekannten 
Wy, @,°*+ ey, Welches, nach der gemachten Voraussetzung, eine endliche 
Anzahl von Lésungen besitzen muss. Die Coefficienten dieser Gleichungen 
sind offenbar Polarformen der einzelnen /, (in Bezug auf y’,y”,---), und 
folglich rationale Differentialfunctionen der y;; und das System dieser 
Gleichungen wird (zugleich mit dem System (1)) bei jeder Operation der 
Rationalititsgruppe von (A) in sich selbst tibergehen. Eliminiren wir 
nun die Unbekannten a, «,,--- bis auf zwei derselben, d. h. bis auf deren 
Verhiiltniss, so wird sich fiir letzteres cine algebraische Gleichung ergeben, 
welche ebenfalls in Bezug auf die obigen Transformationen invariant sein 
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wird; und deren Coefficientenverhiilinisse einerseits invariante Functionen 
von x, andrerseits aber immer noch rationale Differentialfunctionen der y; 
sind, und folglich rational bekannte Functionen von x sein werden. 

Nach Auflésung dieser einen algebraischen Gleichung werden sich 
die gegenseitigen Verhiiltnisse der simmtlichen «, allgemein zu reden, 
durch rationale Operationen bestimmen lassen. 

Die Verhiiltnisse von je zweien der Grissen a, a, +--+ a&% lassen sich 
daher durch Auflésung einer algebraischen Gleichung mit rational bekannten 
Coefficienten und durch rationale Operationen in der Art bestimmen, dass 
die durch die Gleichungen (2) definirten Functionen u(x) die k Gleichungen 
(1) identisch erfiillen. Ueber den noch unbestimmt bleibenden gemeinsamen 
Factor der « darf man dabei nach Belieben verfiigen. 

Diese Functionen »;(7) sind offenbar Lésungen einer neuen linearen 
Differentialgleichung, welche, nach Bestimmung der «, durch blosse Dif- 
ferentiationen und Eliminationen sich berechnen liisst. Dieselbe ist auch 


n‘* Ordnung (folglich mit (A) cogredient, und hat dann die 7;(z) als: 


Fundamentallésungen), falls (A) selbst mit der linearen Differential- 
gleichung: 

(3) HY tay’ + ay” +---+ ay =0 

keine gemeinsamen Liésungen hat*). Und das wird insbesondere dann 
zutreffen, wenn (A), nach Adjunction der « zu dem friiheren Rationalitits- 
bereiche, irreducibel ist. Nach Integration dieser neuen Differentialglei- 
chung werden sich offenbar die y; durch »— 1-malige Differentiation der 
Gleichungen (2) und darauf folgende Eliminationen rational berechnen 
lassen. — Ist dagegen die Differentialgleichung in y niedriger als n'* 
Ordnung (was eben dann zutrifft, wenn (A) mit (3) gemeinsame Lésungen 
hat), so bedeutet ihre Integration nur einen Schritt in derjenigen von (A); 
und es eriibrigt dann noch diejenigen Liésungen y zu bestimmen, welche 
den beiden Differentialgleichungen (A) und (3) gemeinsam sind. 

Kin héchst einfaches Beispiel dieser Reduction liefert der Fall einer 
einzigen in Bezug auf die Rationalitiitsgruppe von (A) invarianten Glei- 
chung m'*" Grades: 

f (0) =f M2 +++ In) = 9. 
Wir brauchen dann bloss (da h = n — 2, folglich 1 = 1 ist) 


m= ey: + By 
zu setzen, und in die obige Gleichung einzufiihren. Wir erhalten: 


m ° 4 
> () fp (?,) a"—P BP — 0, 
p=0 


*) Man vgl. beispielsweise Schlesinger, a. a. O., Bd Il, 8. 114. 
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unter f, (?,) die p® Polarform von y’ in Bezug auf f(y) verstanden. 


Dieselbe ist offenbar, nach Division durch f(y)- fA", eine algebraische 
Gleichung m‘” Grades mit rational bekannten Coefficienten und der 
einzigen Unbekannten <- Bestimmen wir « und f in der Weise, dass 
ihr Verhiltniss dieser Gleichung geniige leistet, und fiihren auf die vor- 
gelegte Differentialgleichung die Transformation » = ay + By’ aus, so 
erhalten wir fiir » eine lineare Differentialgleichung, allgemein zu reden 
auch n* Ordnung, deren Fundamentallésungen y; die Gleichung f(y) = 0 
erfiillen. Und durch die y; und deren Ableitungen lassen sich auch die 
y; rational berechnen. 

Als Wichtigstes in unserer Untersuchung erscheint folglich die Existenz 
eines in Bezug auf die Rationalitiétsgruppe der vorgelegten Differential- 
gleichung invarianten Systems von Gleichungen f(y) = 0 (da. h., falls man 
die Rationalitiitsgruppe als projective Gruppe des R,_, deutet, einer in 
Bezug auf letztere invarianten algebraischen Mannigfaltigkeit). Ob aber 
die Gleichungen f,(y4) = 0 auch erfiillt werden, falls man an Stelle der 
yn ein geeignetes System von Fundamentallésungen y; der vorgelegten 
Differentialgleichung einfiihrt (d. h. ob die durch jene Gleichunger dar- 
gestellte Mannigfaltigkeit V,, "eine geeignete Integralcurve dieser Differen- 
tialgleichung enthilt) oder nicht, das ist bloss etwas Unwesentliches. Ist 
diese Bedingung nicht erfiillt, so kénnen wir nimlich, durch Adjunction 
der Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit rational bekannten Coef- 
ficienten, stets auf einen Fall zuriickkommen, in welchem dieselbe Be- 
dingung erfiillt ist. 

Dieser letzte Fall, d. h. die Aufgabe, die wir im Anfang uns vorgelegt 
hatten, erscheint folglich als eine Art ,,Normalform“ der allgemeineren, 
die wir in diesem Capitel neu aufgenommen haben. Diese allgemeinere 
Form lasst ganz klar einsehen, dass es sich hier um eine Anwendung der 
Picard-Vessiot’schen Integrationstheorie handelt: Unter den projectiven 
Gruppen des Rawmes R,_1 greifen wir diejenigen heraus, welche durch die 
Existenz einer diesem Raume angehorigen invarianten algebraischen Mannig- 
faltigheit charakterisirt sind; und untersuchen diejenigen linearen Differential- 
gleichungen n” Ordnung, deren Rationalitétsgruppen als derartige projective 
Gruppen gedeutet werden. — Die obige Auseinandersetzung gestattet uns 
aber das neuere Problem bloss in seiner ,Normalform“ aufzunehmen, 
d. h. uns auf das friihere zu beschriinken. Die materielle Durchfiihrung 
der angedeuteten Reduction auf die Normalform kann offenbar nur fiir 
jeden einzelnen Fall angegeben werden: ausser dem bereits beriicksichtigten 
Falle einer einzigen Gleichung f(7) = 0 wird ein weiterer héchst wichtiger 


Fall in Nr. 14 behandelt werden. 
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Capitel 4. 


Ueber lineare homogene Differentialgleichungen 3 Ordnung mit 
einer quadratischen Relation zwischen den Fundamentallésungen. 


11. Eine lineare homogene Differentialgleichung 3'* Ordnung 
(A) y+ ry” + ry’ + Psy = 9 


hat als Integraleurve eine ebene Curve. Besteht zwischen den Funda- 
mentallésungen y,, Y¥., Ys eine homogene algebraische Relation mit con- 
stanten Coefficienten (und héheren als ersten Grades): 


FY: Ys Ys) = 9, 
so fallt die Integralcurve mit der durch diese Gleichung dargestellten 
algebraischen Curve, oder, falls letztere reducibel ist, mit einem (irredu- 
ciblen) Theil derselben zusammen: sie ist also auch algebraisch. 

Nun sind — abgesehen von den geraden Linien — die Curven 2** 
Ordnung (d. h. die Kegelschnitte) die einzigen ebenen Linien f= 0, welche 
eine continuirliche nicht-integrable (und zwar eine dreigliedrige einfache) 
projective Gruppe gestatten. Wir schliessen daher, nach Nr. 9, Il: 

Besteht zwischen den Fundamentallisungen einer linearen Differential- 
gleichung 3"° Ordnung eine homogene algebraische Relation mit constanten 
Coefficienten und hoheren als zweiten Grades, so ist die vorgelegte Differen- 
tialgleichung durch algebraische Operationen und Quadraturen integrirbar. 

Es eriibrigt folglich, als einziger interessanter Fall, derjenige einer 
quadratischen Relation (deren Discriminante wir als nicht verschwindend 
voraussetzen diirfen, da sonst die vorgelegte Gleichung sich in zwei lineare 
spalten wiirde). Wir kénnen dann die Fundamentallésungen y,, y., ys 
stets in der Art wihlen, dass diese Relation folgende einfache Gestalt 
annimmt: 

Ys’ — th Ys = 9. 


Dieselbe ist bekanntlich in Bezug auf die linearen Transformationen: 


y, = ay, + 2ab Y, + b*y;, 
Yn = acy, + (ad + be) y, + bdys, 
Ys = Cy, + 2ed ¥ + @ys 
mit den Parametern a, b,c, d invariant; und mit dieser viergliedrigen 
Gruppe (welche als dreigliedrige einfache projective Gruppe der Ebene 
gedeutet werden kann) wird im allgemeinsten Falle die Rationalitiitsgruppe 
von (A) zusammenfallen. 
Ist aber in der vorgelegten linearen Differentialgleichung der Coef- 
ficient p des zweiten Gliedes gleich der logarithmischen Ableitung einer 
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rational bekannten Function, so besteht ihre Rationalitiitsgruppe (vgl. 
Nr. 9, I) aus lauter wnimodularen Substitutionen, d. h. die Determinante 
(ad—be)® dieser Substitutionen ist stets —1, und ad — be folglich 
gleich einer dritten Einheitswurzel (was im Allgemeinen eine gemischte 


Gruppe ergeben wird). Und ist zugleich auch aS p, gleich der logarith- 


mischen Ableitung einer rational bekannten Function — was beispielsw. 
bei verschwindendem p, der Fall ist — so ist (wie sich weiter unten 
ergeben wird) ad —be=—1, und die Rationalititsgruppe folglich eine 
continuirliche, dreigliedrige, einfache. 

Nun enthilt eine derartige Gruppe oo! zweigliedrige (gleichberechtigte) 
Untergruppen, deren einzige gemeinsame Operation die identische Trans- 
formation ist; und diese bildet zugleich auch die einzige invariante Unter- 
gruppe der obigen dreigliedrigen Gruppe. — Die Rationalitiitsgruppe der 
vom zweiten Gliede befreiten linearen Differentialgleichung: 

(A) y” + day’ + Psy = 0 

muss sich folglich, nach der allgemeinen Theorie, durch Integration einer 
Differentialgleichung 1‘* Ordnung (und zwar einer sogen. ,,Riccati’schen 
Gleichung“) auf die identische Transformation reduciren, d. h. ihre Inte- 
gration wird dadurch vollzogen sein. Und wir schliessen: Die Integration 
der linearen Differentialgleichung (A) mit einer quadratischen Relation 
zwischen den Fundamentallisungen erfordert im allgemeinsten Falle die 


1 
Adjunction der Exponentialgrisse e— aJ' ma und die Integration einer Riccati’- 
schen Differentialgleichung. 

Die dazu nothwendigen Rechnungen hat Vessiot in seiner Abhand- 
lung (S. 274 ff.) vollstindig durchgefiihrt, und zwar auch fiir den all- 
gemeineren Fall, in welchem die quadratische Form y,? — y,y, als Function 
von « bloss rational bekannt ist, und nicht geradezu verschwindet (wobei, 
nach Nr. 10, noch die Adjunction der Quadratwurzel aus einer rational 
bekannten Function erforderlich wird*)).— Wir wollen uns aber auf den 
Fall y,2— y,y3 = 0 beschrinken, und zugleich auch Vessiot’s Auseinander- 
setzung nicht genau folgen. Wir behaupten dagegen zuvérderst: 

Die lineare Differentialgleichung (A) mit einer quadratischen Relation 
zwischen den Fundamentallisungen wird durch die Quadrate der stimmtlichen 
Lisungen einer linearen Differentialgleichung 2" Ordnung mit rational be- 
kannten Coefficienten befriedigt**). 





*) Es liegt hier niimlich eine einzige invariante Gleichung f(y) = 0 zweiten 
Grades vor. 


**) Diesen Satz hat bereits Herr Fuchs in seinen genannten Arbeiten auf- 
gestellt. 
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Setzen wir niimlich y, = A,°, y= 4,4,, so folgt y,—4A,*. Unsere 
inepicenemibientatians + lassen sich en auch folgendermassen schreiben : 


‘ —_ (aa, +ba,)* ” 


so a (ad, + bA,) (cd, + dA,), 

i? = (cd, + da)? 
Wahlen wir nua fiir : sles eine der beiden Bestimmungen, die sich 
aus der Gleichung y, = 4,° ergeben, so kénnen wir stets die Vorzeichen 
der Parameter in der Art festlegen, dass die beiden Functionen 4,, a, bei 
jeder Operation der betrachteten Rationalititsgruppe die entsprechende 


binire Substitution: ; 
A, = ad, + bA,, 


A, = cd, + dd, 


erleiden. Dieselben geniigen folglich einer linearen Differentialgleichung 
2" Ordnung: 
(1) a” yd + mr=0, 
deren Coefficienten: 
9, =e 4») re oe) 
1 Qi)? 3 (A, 49’) 
sich leicht als rationale Differentialfunctionen der y; ausdriicken lassen*), 
und zugleich auch, als Functionen von 2, bei simmtlichen Operationen 
der Rationalitiitsgruppe von (A), d. h. bei biniren Substitutionen der 
A,, 4g, ungeiindert bleiben: sie sind daher rational bekannte Functionen. 
Und das Quadrat der allgemeinen Lisung der Differentialgleichung (1) 
lautet: 

(CA, + GAP = Cy, + 26, Cy, + C,? ys 
und geniigt folglich der Differentialgleichung (A). Damit ist der obige 
Satz bewiesen. 

Setzen wir nun y= A*, wo A die allgemeine Lésung von (1) be- 
zeichnet, sO ergiebt sich fiir y die lineare homogene Differentialgleichung 
3" Ordnung: 

2) 0 y+ Bry" + Ar try +2r%)y' + Ary +4r7)y = 0 
und die vorgelegte Differentialgleichung (A) muss folglich in dem hier 
untersuchten Falle diese Gestalt haben. Daraus sind die Coefficienten 7, 


*) Sie lassen sich nimlich durch >. -¥ ae, - ausdriicken; die beiden 
a 2 a, he 
ersten dieser Grissen sind bezw. = Hi und ye. und daraus ergeben sich sofort 
2y 2y,° 8 
1 


auch die anderen. 
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und r, von (1) sofort rational zu berechnen. Durch Wegschaffen ihres 
zweiten Gliedes erhiilt (2) die héchst einfache Form: 

2’ y’” + 4sy’ + 2s'y =0, 

welche durch die Quadrate der Lésungen von 4” + s4 =O befriedigt 
wird*). Dabei sei noch bemerkt, dass, wie bereits oben erwihnt wurde, 
die Rationalitiitsgruppe von (A) dann und nur dann aus lauter Trans- 
formationen besteht, fiir welche ad — be = 1 ist, wenn die Rationalitits- 
gruppe von (1) eine unimodulare ist, d. h. eben wenn 7, = A die logarith- 
mische Ableitung einer rational bekannten Function ist. 

Wird umgekehrt eine lineare Differentialgleichung 3° Ordnung durch 
die Quadrate der simmtlichen Lésungen ¢,4, + ¢,4, einer linearen Dif- 
ferentialgleichung 2‘* Ordnung befriedigt, und hat sie folglich die Gestalt 
(2), so gestattet sie auf unendlich viele Weisen drei linear unabhingige 
Liésungen y, = 4,°, yy = 4,4, Ys = 4,", welche die quadratische Glei- 
chung y,”— y,y; = 0 erfiillen. 

Wir schliessen daher: Jede lineare Differentialgleichung 3" Ordnung, 
deren Fundamentallisungen einer algebraischen Gleichung mit constanten 
Coefficienten geniigen, ist durch algebraische Operationen und Quadraturen 
integrirbar, den einzigen Fall einer quadratischen Gleichung von nicht ver- 
schwindender Determinante ausgenommen. In diesem Falle wird die vor- 
gelegte Differentialgleichung durch die Quadrate der sdémmtlichen Lésungen 
einer linearen Differentialgleichung 2" Ordnung mit rational bekannten 
Coefficienten befriedigt; und zu ihrer Integration ist bloss diejenige dieser 
letzten Differentialgleichung erforderlich (welche ihrerseits bekanntlich auf 
eine Riccati’sche Gleichung, eine Quadratur, und eine Quadratwurzel 
zuriickgefiihrt werden kann). 

Haben wir nimlich aus (A) die Differentialgleichung (1) berechnet, 
so kénnen wir ; =u setzen. Es ergiebt sich dann fiir w die Riccati’sche 
Gleichung: 

(3) w= —(wW+ru+r) 
d. h. die Differentialgleichung 1" Ordnung, von welcher bereits oben die 
Rede war. Nach Integration derselben, und falls wir zugleich auch die 


1 
Function my ee eg 8" ** dem Rationalititsbereiche adjungiren, muss 
sich die Rationalitiitsgruppe von (1) auf die umfassendste lineare Gruppe 


in A,, 4, reduciren, fiir welche die beiden Differentialfunctionen u = 7 


*) Diese ist zugleich auch die allgemeinste lineare Differentialgleichung 3tT 
Ordnung, welche mit ihrer Adjungirten zusammenfillt. 

**) Unter 4 eine beliebige Lisung der Differentialgleichung (1) verstanden, da die 
Riccati’sche Gleichung (3) als vollstiindig integrirt vorausgesetzt wird. 
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— frdz 


und é = 4,4,’ —4,'4, mugleich invariant sind. Nun sind Letztere 


charakteristische Differentialfunctionen bezw. der beiden Gruppen: 
A, = ka, a, = ad, + ba, 
- una _ 
A, = ka, A, = cl, + da, 
welche die endliche Gruppe 
A=+A, A= +4, 
als gemeinsame Untergruppe haben. Die Integration von (1) wird folglich 
noch das Ausziehen einer Quadratwurzel verlangen — welche allerdings 
fiir die Integration von (A), wo es sich nur um die Grissen 4,7, A,dg, a,* 
handelt, keineswegs nothwendig sein wird. 
Bezeichnen wir in der That mit u,, uw, irgend zwei Liésungen von (3), 
so wird (1) zwei Lésungen 4,, A, gestatten, fiir welche: 
4,’ A,’ 
=p B73 


ad — be = 1, 


und die in 4,, 4, noch unbestimmten constanten Factoren kénnen wir in 
der Weise bestimmen, dass zugleich auch: 
, , — fra 4, 4-4, 
Ady — Ay ay = J *, “a? 
wird, unter w eine beliebige dritte Lésung von (3) verstanden. Wir 
erhalten dann (Vessiot, S. 261): 


= sae om Pa ys. ee A he 
1 ee 5 ? me 
e—-h°A — & wb — by: at 


12. Der Begriff eines Kegelschnittes, als ebener Curve, kann in 
zweierlei Art auf einen beliebigen Raum R,_, iibertragen werden. Einer- 
seits kénnen wir an dem Curvenbegriff festhalten, und haben dann als 
entsprechendes Gebilde im R,_,; die rationale méglichst gekriimmte Normal- 
curve (n—1)** Ordnung, welche ebenfalls eine dreigliedrige einfache 
Collineationsgruppe zulasst. — Andrerseits aber kénnen wir den analytischen 
Begriff der ,,einzigen Gleichung zweiten Grades zwischen den y,“ festhalten, 
und kommen dadurch zum Falle der in einer ,n — 2-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit 2‘* Ordnung“ enthaltenen Integraleurve. — Verschwindet die 
Discriminante der betr. Gleichung 2°" Grades nicht, so ist diese Mannig- 
faltigkeit , nicht ausgeartet“, d. h. kein Kegel (oder auch: sie besitzt keine 
»Doppelpunkte“). Lassen wir aber, allgemeiner, auch das Verschwinden 
der Discriminante zu, und zugleich auch ihrer Unterdeterminanten bis 
zur (h-+ 1)" Ordnung (h>2) inclusive, so hat die betreffende Mannig- 
faltigkeit einen R,_,-; von lauter Doppelpunkten, und kann durch Pro- 
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jection emer nicht ausgearteten Mannigfaltigkeit zweiten Grades eines 
R,-1 aus diesem R,_,—,; erhalten werden. Man bezeichnet sie dann als 
R,-»—1-Kegel, oder auch Kegel (nm —h)*"™ Art. 

Kine nicht ausgeartete Mannigfaltigkeit 2°" Grades des R,_, gestattet 


eine nt —* gliedrige Collineationsgruppe*). Im Falle eines R,—,—1- 


Kegel erhéht sich die Anzahl der bez. Parameter um “~— = _ ae 
Kinheiten. 

In den beiden niichstfolgenden Capiteln wollen wir bezw. die beiden 
Fille untersuchen, in welchen die Integralcurve einer linearen Differential- 
gleichung héherer als 3°" Ordnung entweder eine rationale Normalcurve 


(n—1)** Ordnung des R,_, ist, oder aber einfach auf einer Mannig- 
faltigkeit 2°" Grades V2. liegt. 





Capitel 5. 


Ueber lineare homogene Differentialgleichungen nn‘ Ordnung mit 
rationaler normaler Integralcurve, 


13. Es sei eine lineare Differentialgleichung von beliebiger Ordnung 
n vorgelegt: 


(A) 9 + ry + py + +++ + pry = 0, 
deren Integraleurve y eine rationale Normaleurve (m — 1)" Ordnung ist. 
Analytisch kommt dies bekanntlich darauf hinaus, dass » derartige Funda- 


mentallésungen ¥,, Y,°** Yn existiren miissen, fiir welche die simmtlichen 
azweireihigen Determinanten der Matrix: 


Y: Yo Ys °° * Yn— 
Yo Ys Ya * > Yn 
verschwinden: das Nullsetzen der einzelnen Determinanten liefert die 
Gleichungen ebensovieler linear unabhiingiger Mannigfaltigkeiten 2°" Grades, 
welche die Integraleurve y enthalten**). 

Setzen wir y, = 4"—! (wobei fiir A, irgend eine der »—1 sich daraus 
ergebenden Bestimmungen auszuwiihlen ist) und y, = A"—-*A,, folglich 
auch allgemein y; = 4"—‘A‘-', so lassen sich die linearen Transformationen 








*) Vgl. Segre: Studio sulle quadriche in uno spazio lineare ad un numero 
qualunque di dimensioni; Mem. della R. Acc. di Torino, ser. 2%, t. 34 (1884); § 2. 

**) Und jede durch y gehende Mannigfaltigkeit 2te" Grades gehirt dem 
(“= ——_ _ 1 |-fachen Linearsystem, welches durch die obigen Mannigfaltig- 
keiten erzeugt wird, an. 


Mathematische Annalen, LIL, 34 
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der y;, welche die Curve y in sich iiberfiihren, in folgender Weise kurz 
darstellen: 


je = AY Ay = (ad, +,)"* (ea, + da,). 

Die daraus entstehende viergliedrige Gruppe mit den Parametern a, b, ¢, d 
(falls man auf der rechten Seite die einzelnen Producte 4*~'44— durch 
y, ersetzt) wird folglich im allgemeinsten Falle mit der Rationalitiits- 
gruppe von (A) zusammenfallen, oder jedenfalls letztere als Untergruppe 
enthalten. Und durch Wegschaffen des zweiten Gliedes von (A) wird sich 
diese Rationalitiitsgruppe auf eine unimodulare Untergruppe — allgemein 
zu reden, auf die dreigliedrige einfache Gruppe ad — be = 1 — reduciren. 
Wir kommen dadurch, wie bereits in Nr. 11, zum Resultat, dass zur 
Integration von (A) eine Quadratur, die Integration einer Riccati’schen 
Gleichung, und eventuell (niimlich, falls m eine gerade Zahl ist) auch das 
Ausziehen einer Quadratwurzel erforderlich sind. 

Dieses vorausgesetzt, wollen wir auch hier an die Spitze folgenden 
Fundamentalsatz stellen, welcher aus demjenigen von Nr. 11 durch eine 
leicht iibersichtliche Verallgemeinerung entstebt: 

Die lineare Differentialgleichung n'” Ordnung (A), deren Fundamental- 
lésungen Y,,Y2,-** Yn die quadratischen Gleichungen: 


reid tet —o8 
| Yo Ys Ya 


identisch erfiillen, wird durch die (n — 1)" Potenzen der séimmilichen 
Lisungen einer linearen Differentialgleichung 2%" Ordnung mit rational be- 
kannten Coefficienten befriedigt**). 

Wir kénnen namlich die Parameter a, b, c, d der obigen Transfor- 
mationsgleichungen, welche nur bis auf eine (n—1)* Einheitswurzel als 
gemeinsamer Factor bestimmt sind, stets in der Art festlegen, dass die 
beiden Functionen 4,, 4, die biniire Substitution: 


A, = ad, + bA,, 

i, = ci, + da, 
erfahren; und daraus folgt, wie in Nr. 11, dass sie Lésungen einer und 
derselben linearen Differentialgleichung 2** Ordnung: 


(1) a” + ra’ + 1,4 = 0° 


*) Unter dieser Schreibweise verstehen wir, dass die siimmtlichen zweireihigen 
Determinanten (allgemeiner diejenigen der grésstmdglichen Ordnung) der obigen Matrix 
verschwinden miissen. 

**) Dieser Satz wurde zuerst durch Herrn G. Wallenberg gegeben (Anwendungen 
der Theorie der Differentialinvarianten...; Crelle’s Journal, Bd. 113 (1893): p. 14—15). 
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mit rational bekannten Coefficienten r,, r, sind; wihrend andrerseits (A) 
durch die simmtlichen Functionen: 


(6,4, Og Ag)*—? = Cf ty, + met—* egy, +--+ + lyn, 

d. h. durch die (n — 1)" Potenzen der Lésungen von (1) befriedigt wird. 
Die Integration von (A) ist folglich auf diejenige von (1) zuriickgefihrt: 
d.h., wie bereits gezeigt wurde, auf eine Quadratur, eine Riccati’sche 
Gleichung und eine Quadratwurzel (welche iibrigens, bei ungeradem n, 
fiir die Integration von (A) unwesentlich ist). 

Bringen wir die Differentialgleichung (1) durch die Transformation 
» -s Si rjdx 
A=A-e 
(1’) a” +si=0, 


so ergiebt sich fiir y—=A"~' die lineare Differentialgleichung n‘* Ordnung: 
(A) ym e ’) sy) + 2 Pz ‘) 9-3) 
PCE) lea 


+ 4 oe {sp Sete ss‘ gy” -) +... = 0%), 


und diese wird offenbar mit (A) ,,iiquivalent“ sein, da die allgemeine 
n—1 
: -— Snax ; : 
Lisung y von (A) =A"-'=y-e : ist. Wir sehen zugleich 
dass die Differentialgieichung (A) bereits die canonische Form besitzt, 
n—1 
2 


auf die canonische Form: 


und folgern daraus, dass die obige Transformation y = #-e 

. «a 
der anderen y= g-e — 
sein) muss. 

Die vorgelegte lineare Differentialgleichung (A) muss in diesem Falle, 
durch Wegschaffen ihres zweiten Gliedes in der iiblichen Weise, die Gestalt 
(A) annehmen. 

Setzen wir: 





Snax 5 
mit 
n—1 


zusammenfallen (und folglich p, = r; 


B= 4, B,=y, 
B, = Bis + (kK—1) (n—k +1) sBy-2, (k = 2,3,---,n) 


so lisst sich die Differentialgleichung (A) in der abgekiirzten Form 
B, = 0 schreiben. In der That ergiebt sich aus 9 = a*—* durch 
successive Ableitungen und Beriicksichtigung von (1’): 


oe 1 
*) Schlesinger, a.a.0., Bd. I, 8. 203. Dabei ist aber p, = at - 8. 





34* 
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cna - f : 

= =(n—1)4""*1, 

B, = 9" + (n—1) sy = (n— 1) (n—2) "5", 


||| 
7) 


B, 
B, 


B, = (m—1) (mn—2)---(m—k) a" * 24", (kn). 
Und diese letzte Gleichung lasst sich durch vollstindige Induction be- 
weisen, da durch nochmalige Ableitung (falls k << » — 1 ist): 
By = (n—1)---(n—k—1)a*—*—*4°*** — (wn —1)---(n—B) ks a" * 48" 
d. h. 
Bry = By + k(n—k)s Bes = (n—1) --- (mn—&—1) a * FP, 

daraus folgt (dagegen, fir k —n—1, B, = 0). 

Ludw. Schlesinger hat in seinem mehrmals erwihnten ,,Handbuch“ 


(Bd. Il, 8. 197—98) auch gezeigt, dass durch Anwendung auf (A) der 
Transformation: 


on ~~ *d 
g=a"-s, &@) =f S, 


we A immer noch der Differentialgleichung (1’) geniigt, eine neue lineare 
Differentialgleichung in z, & von derselben Gestalt entsteht, in welcher 
zugleich auch das Glied mit der (m— 2)*" Ableitung der abhingigen 
Variablen z fehlt. Es muss folglich das neue s =O sein, und die ent- 
sprechende Differentialgleichung reducirt sich auf die héchst einfache Form 
d"z 
dg" 
bar den obigen quadratischen Gleichungen. 

Da die Coefficienten p; dieser Differentialgleichung alle gleich Null 
sind, so folgt weiter noch dass fiir dieselbe, sowie auch fiir (A) und 
(A), die stimmtlichen Differentialinvarianten ebenfalls verschwinden. 

Wir kénnen dies alles in einem Satze zusammenfassen, indem wir sagen: 
Die folgenden vier Eigenschaften einer linearen homogenen Differential- 
gleichung n*" Ordnung (n > 3): 

1. Kin System von Fundamentallisungen y,, Yo,--*) Ya 2 
haben, welche die Gleichungen 2°" Grades 





= 0. Ihre Fundamentallésungen 1, z, z*,---, 2"—! geniigen offen- 














% Ye Ys °° * Yn—1 = 
Yo Ys Ye = * * Yn z 
erfiillen ; 
2. Eine rationale Normalcurve (n— 1)" Ordnung als Integral- 
curve zu haben; 


3. Dass ihre siimmtlichen Invarianten verschwinden (wozu 
auch das Verschwinden der ,,linearen Invarianten“ hinreichend ist); 
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4. Mit der linearen Differentialgleichung “ = 0 durch eine 


Transformation y = 02, x= (&) dquivalent zu sein; 
sind alle gleichbedeutend. 


14, In Folge der in Nr. 10 enthaltenen allgemeinen Bemerkung lisst 
sich die Integration einer jeden linearen Differentialgleichung n‘* Ordnung: 


(B) 2”) + gq 2"—) + q2"-) +--- + ane =0, 


deren Ratignalititsgruppe als dreigliedrige projective Gruppe des R,—1 mit 
invarianter Normalcurve y"—1 gedeutet werden kann, durch Auflésung 
einer algebraischen Gleichung, auf diejenige einer Differentialgleichung 
von der Gestalt von (A) im vorigen Nr. 13 -—— und folglich auch einer 
linearen Differentialgleichung 2" Ordnung — reduciren. 

Das dazu erforderliche Verfahren, welches bereits Herr Marotte 
auf die beiden Fille n= 3 und n= 4*), und ich selbst auf den Fall 
n= 5 **) angewendet haben, wollen wir hier fiir ein beliebiges » vorlegen. 

Wir setzen, nach der allgemeinen Regel von Nr. 10 (da hier 
1=n— 2 ist): 

Y = az + a, 2 “fp ata 4+ On—9 2"—*); 
und stellen uns die Aufgabe, die « als Functionen der unabhingigen 
Variablen x in der Art zu bestjmmen, dass die fiir y sich ergebende 
lineare Differentialgleichung n‘** Ordnung ***) die Gestalt der Differential- 
gleichung (A) des vorigen Nr. 13 habe; d. h. dass » Fundamentallésungen 
Yi» Yoy°**, Yn Gerselben die Gleichungen: 


| Ye Ys °° Yama 
Yo Ys Ys * + Yn 





- 
identisch erfiillen. 


Zu dém Zwecke fiihren wir in diese e ‘) Gleichungen die » Aus- 
driicke: 


, (n—2) 
Y;, = %%, + a2, oe @,_ 92; 





*) Les équations différentielles linéaires et la théorie des groupes; Ann. de la 
Fac. d. Sc. de Toulouse, XII (1898); S. 69 ff., 84 ff. 

**) Sulle equazioni differenziali lineari del 5° ordine le cui curve integrali sono 
contenute in una varieta algebrica; Rend. del R. Ist. Lomb., ser. 24, XXXII (1899); 
Nr. 4. 

***) Diese Differentialgleichung wird jedenfalls mn‘*™ (und nicht niedrigerer) 
Ordnung sein, da die Rationalitiitsgruppe von (B) — oder eventuell ihre umfassendste 
continuirliche Untergruppe — keine ebenen Mannigfaltigkeiten niedrigerer Dimension 
innerhalb R,_ , fest lisst. 
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ein und eliminiren daraus » — 3 der Gréssen @ durch einen sogen. 
ydialytischen Process“, d. h. indem wir diese Gréssen, ihre Quadrate und 
ihre Producte zu je zweien, deren Gesammtzahl gleich 
oo te9t (gs )=(5))— 

ist, als unabhingige, linear auftretende Verinderliche ansehen. Wir er- 
halten dadurch, fiir das Verhiiltniss der beiden iibrigen «, eine Gleichung 
(wn —1)*" Grades*), deren Coefficientenverhiltnisse invariante rationale 
Differentialfunctionen der Fundamentallésungen 2,, 2,,---, 2, von (B), 
und folglich rational bekannte Functionen von x sind. — Diese Coeffi- 
cienten sind namlich Determinanten oder Summen von Determinanten 


i. 1\ tor Ordnung, deren Elemente, falls wir der Kiirze halber 


a *% | 





Bix (2) =| 
[41 S+1| 
setzen, die allgemeine Gestalt a?) (ce) haben, wobei die beiden Zahlen 
i, k, bezw. p, q, fiir die simmtlichen Elemente einer und derselben 
Horizontalreihe, bezw. einer und derselben Verticalreihe, stets dieselben 


(¢,k& = 1,2,---,n—1) 


sind. Nun erleiden diese “es Functionen (2), bei einer jeden 


Collineation des Raumes F,,_,, welche die Curve y*~—! in sich itiberfiihrt, 
auch eine lineare Substitution mit constanten Coefficienten (da durch 
lineare Verbindung der Gleichungen @;,(2) = das ganze Linearsystem 
der durch y*~! gehenden quadratischen Mannigfaltigkeiten erzeugt wird); 
und in derselben Weise werden auch die Functionen #2)(2) (fiir feste 
p, q) unter einander transformirt. Die obigen Determinanten und deren 
Summen fndern sich daher bloss um einen und denselben constanten 
Factor (den Modul der letztgenannten linearen Substitution), und ihre 
Verhiltnisse bleiben folglich ungeindert. 

Adjungiren wir nun dem friiheren Rationalitiitsbereiche die Wurzeln 
dieser Gleichung (m — 1)*" Grades, so lassen sich die iibrigen Verhilt- 
nisse der Gréssen @ durch rationale Operationen bestimmen (falls nur 
die beiden ersten « nicht — was immer zu vermeiden ist — in specieller 
Weise unter den »— 1 ausgewihlt worden sind). Verfiigt man dann 
noch ganz beliebig iiber den bisher unbestimmten gemeinsamen Factor 
der « selber, so wird sich durch blosse Differentiationen und Elimina- 
tionen die lineare Differentialgleichung n‘** Ordnung ergeben, welcher die 
allgemeinste Function: 








*) Entsprechend den » — 1 Schnittpunkten der Curve y"~' mit einem jeden 
Osculations- R,__, der Integralcurve von (B). 





Genii 


(A) 1 
einer 
Nach 


niet ( 


ergel 
Ratic 
Lésu 


an § 


vorg 


wo 
die « 


die 

Man 
R, d 
die ( 
spre 
Diffe 
Geni 
form 


erge 
Bezi 
sow] 


nung 


Me... 


t. 10 
belie 
Gleic 
Forn 
Falle 
sche’ 











Ueber lineare homogene Differentialgleichungen. 535 


Y = 2 + ae +--+ a2 e"—9 
Geniige leistet; und diese wird eben die Gestalt der Differentialgleichung 
(A) von Nr. 13 haben, d. h. durch die (nm — 1)" Potenzen der Lésungen 
einer linearen Differentialgleichung 2" Ordnung befriedigt werden. — 
Nach Integration dieser neuen fiir y erhaltenen Differentialgleichung 
n‘* Ordnung, wird sich die allgemeinste Lésung z von (B) in der Gestalt: 
= Boy + By +--+ + Ba-iy"—” 
ergeben, wo die -Functionen 6 dem durch Adjunction der « erweiterten 
Rationalitatsbereiche angehéren. Und bezeichnen wir mit 4 die allgemeine 
Lésung der obigen linearen Differentialgleichung 2" Ordnung (so dass 
an Stelle von y jede Potenz 4"~' gesetzt werden kann) so geniigen der 
vorgelegten Differentialgleichung (B) die siimmtlichen Functionen: 


ar, Att rd V+. tard, 


wo die r ganz bestimmte Functionen sind, welche ebenfalls dem durch 
die « erweiterten Rationalitatsbereiche angehéren. 


Anmerkung. Fiihren wir insbesondere die Voraussetzung ein, dass 
die Integraleurve der vorgelegten Differentialgleichung (B) derjenigen 
Mannigfaltigkeit V.., angehdrt, welche durch die siimmtlichen Osculations- 
R, der invarianten Curve y"—! erzeugt wird, und bezeichnen mit @;(x) 
die (bis auf einen gemeinsamen Factor bestimmten) Coordinaten des ent- 
sprechenden Osculationspunktes, so miissen die 9;(7) auch einer linearen 
Differentialgleichung n** Ordnung von derselben Gestalt als (A) in Nr. 13 
Geniige leisten; und aus dieser wird sich zugleich (B) durch eine Trans- 
formation: 

a= 0+ 40 +--+ + He” 
ergeben miissen*). Es lasst sich aber a priori nicht einsehen, in welcher 
Beziehung die Coefficienten der fiir 9 sich ergebenden Differentialgleichung, 
sowie auch die Functionen ¢, zum friiheren Rationalitatsbereiche stehen. 


15. Die projective Gruppe einer rationalen Normaleurve (nm — 1)** Ord- 
nung ist die einzige projective dreigliedrige nicht-integrable Gruppe des 
R,—1, bei welcher keine ebene Punktmannigfaltigkeit niedrigerer Dimension 


*) Von diesem Standpunkte aus hat Goursat (Compt. Rend. de l’Ac. d. Sc., 
t. 100 (1884), S. 233) den Fall n=4, &=1 untersucht, und zugleich auch, fiir ein 
beliebiges n, den Fall k = n — 3 in’s Auge gefasst (d.h. den Fall einer einzigen 
Gleichung zwischen den z,, deren linke Seite mit der Discriminante einer biniren 
Form (nm — 1)" Grades zusammenfillt). Eine ganz verschiedene Behandlung des 
Falles n = 4, k =1 (welche auf héhere Werthe von m nicht iibertragbar zu sein 
scheint) hat Ludw. Schlesinger gegeben (Diss. Berlin, S. 30 ff.; Handbuch der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen, Bd. Il, 8. 240 ff.). 
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invariant bleibt. Sehen wir aber von dieser Beschrankung ab, so erweist 
sich auch eine ganze Reihe anderer Fille als méglich. Es lasst sich 
zeigen, dass bei jeder dreigliedrigen, nicht-integrablen (und folglich ein- 
fachen) projectiven Gruppe eines R,_; gewisse zu einander windschiefe 
ebene Mannigfaltigkeiten E,,,E,,,---,€,, invariant bleiben, welche so be- 


schaffen sind, dass die Summe Ds (q.+ 1) ihrer Stufenzahlen = n ist, 
h 


und innerhalb einer jeden von ihnen keine ebene Mannigfaltigkeit niedrigerer 
Dimension, dagegen aber, falls q, > 1 ist, eine rationale Normalcurve q,'*" Ord- 
nung fest bleibt*). Umgekehrt kénnen diese siimmtlichen Fille, welche 
den verschiedenen Weisen entsprechen, die Zahl » als Summe von ganzen 
positiven Zahlen darzustellen, alle auch wirklich auftreten. Eine derartige 
dreigliedrige projective Gruppe kann man durch folgende Gleichungen 


darstellen: 
ai , h=1,2,---,k 
a 
¢=0,1,2,---% 


wobei auf der rechten Seite die einzelnen Producte afa~™ dy’ durch y, 
zu ersetzen sind, und die Parameter a,b,c,d die Gleichung ad—be=—1 
identisch erfiillen**). 

Das Integrationsverfahren einer linearen Differentialgleichung, deren 
Rationalitatsgruppe durch eine derartige projective Gruppe gedeutet oder 
allgemeiner auch durch die Gleichungen: 


ni = On(ad, + BA.) (cA, + dd,’ 


dargestellt wird, unter 9,, 0,,---, @x, 4,6, c,d ebensoviele Parameter (mit 
der Bedingung ad — bec = 1) verstanden, lisst sich nun auch ganz leicht 
iibersehen ***), 


Eine derartige Differentialgleichung ist nimlich reducibel, da_ ihre 
Rationalititsgruppe, innerhalb R,_,, eine gewisse Anzahl von ebenen 
Mannigfaltigkeiten niedrigerer Dimension fest lisst. Und zwar ge- 
niigen die q, unabhingigen Lésungen %0, Ya1,- ++; Yio, (k= 1,2,---, k) 
je fiir sich einer linearen Differentialgleichung (q,-+-1)** Ordnung mit 


*) Lie: Theorie der Transformationsgruppen, Bd. Ill, 8. 785. Dieser Satz 
stammt aber, wie bereits erwiihnt wurde, aus Untersuchungen von Study. 

**) Man vgl. hieriiber meine Abhandl.: Sulle varieta algebriche con wn gruppo 
continuo non integrabile di trasformazioni proiettive in sé (Mem. della R. Acc. di 
Torino, ser. 2%, t. 46; 1895—96). 

***) Da, nach einem bereits erwiihnten Engel’schen Satze, jede nicht- inte- 
grable Gruppe mindestens eine dreigliedrige einfache Untergruppe enthilt, und 
folglich die dreigliedrigen einfachen Gruppen in der Zusammensetzung aller nicht- 
integrablen Gruppen eine héchstwichtige Rolle spielen, so schien es mir der Miihe 
werth, tiber obigen Fall ein Paar Worte zu sagen. 
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rational bekannten Coefficienten. — Aus den obigen Transformations- 
gleichungen (welche, fiir ein constantes h, die projective Gruppe eines 
Raumes Ry, mit invarianter Normalcurve y* darstellen) erkennen wir 


auch sofort, dass eine jede dieser k linearen Differentialgleichungen (falls 
gq. > 2 ist) die Beschaffenheit der Differentialgleichung (B) von Nr. 14 
haben muss, und ihre Integration folglich (durch Auflésung einer alge- 
braischen Gleichung q,‘*" Grades) auf diejenige einer linearen Differential- 
gleichung 2". Ordnung zuriickgefiihrt werden kann — das Gesammt- 
problem daher vermuthlich auf die Integration von k linearen Differential- 
gleichungen 2** Ordnung. — Aus der allgemeinen Theorie folgt aber 
andrerseits dass, nach Integration einer einzigen dieser Differentialglei- 
chungen 2** Ordnung, diejenige der iibrigen nur je eine Quadratur 
erfordern kann (da die Rationalititsgruppe auf eine Untergruppe mit den 
blossen Parametern g, herabsinkt). Und in der That, denken wir uns 
diese Differentialgleichungen von den bez. zweiten Gliedern befreit — 
wodurch die Rationalititsgruppe auf ihre Untergruppe oe, —9,=---=o.=1 
f herabsinkt —; bezeichnen ferner mit 2,, 4, bezw. u,, Me ,,cogrediente“ 
Fundamentalsysteme von irgend zwei jener Differentialgleichungen und 


setzen: 
n wy = ad, + Bay’, 
, . ly = ad, + BA,’, 
woraus sich: 
gan fh — A,’ p= Ay tty — Ay 








~ ie - * i a 


t ergiebt, so erscheinen a, 8 als rationale Differentialfunctionen der 4, u, 

t welche in Bezug auf die reducirte Rationalititsgruppe invariant, und 
folglich (in dem betreffenden Rationalitiitsbereiche) rational bekannte 

° Functionen sind. Die beiden Differentialgleichungen gehen daher aus- 

a einander durch die Transformation u = «A + BA’ (mit rational bekannten 

4 a, B) hervor*), 

7 ‘ 

it Capitel 6. 

tz Ueber lineare homogene Differentialgleichungen n‘** Ordnung mit 
einer quadratischen Relation zwischen den Fundamentallésungen. 

a 16. Wir wollen jetzt annehmen, es bestehe zwischen den Funda- 
mentallésungen y, , ¥,,°+-, Yn einer linearen Differentialgleichung »'** Ordnung: 

0 (A) tae +a 4 +: ae 

n en 


it- *) Man vgl. das Beispiel n= 5, gq, = 1, q. =2 in Nr. 5 meines Aufsatzes: 
he Sulle equazioni differenziali lineart del 5° ordine.... (Rend. del. R. Ist. Lomb., 
ser. IT, t. XXXII, 1899), 





————— 
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eine homogene quadratische Relation mit corstanten Coefficienten: 

F (U2 *** Yn) =9, 
welche bei allen Operationen der Rationalitatsgruppe von (A) in sich 
iibergeht. Und das wird jedenfalls der Fall sein, wenn die y; keiner 
anderen quadratischen Gleichung Geniige leisten. 

Nach den allgemeinen Erérterungen von Nr. 10 brauchen wir kaum 
daran zu erinnern, dass, falls die quadratische Form f(y), als Function 
von x, auch nicht geradezu verschwinden sollte, sondern nur rational 
bekannt wire — oder auch nur eine rational bekannte logarithmische 
Ableitung hatte —, die einfache Anwendung auf (A) einer Transformation: 


a= ay + py, 
wobei «, 6 die quadratische Gleichung: 


f(y) + + 2f(7) -aB + f(y’): Bp? =0 


mit rational bekanrten Coefficientenverhiltnissen erfiillen, das vorgelegte 
Integrationsproh!em auf dasjenige der Integration einer linearen Differential- 
gleichung x‘** Ordnung im z mit der Relation f(z, 2, --- 2.) = 0 zwischen 
den Fundamentailésungen 2; reduciren wiirde. 

Und ferner bemerken wir noch, dass wir unsere Aufmerksamkeit 
auf den Fall einer quadratischen Gleichung von nicht verschwindender 
Discriminanie beschriinken diirfen. Verschwindet niimlich die Discrimi- 
nante von / zugleich mit ihren Unterdeterminanten bis zur (h-+ 1)*" Ord- 
nung inclusive (2 <h<m) — nicht aber mit allen denjenigen h'* Ord- 
nung —, so stellt dic Gleichung f = 0 einen R,_,—1-Kegel (od. Kegel 
(nm — h)** Art) dar, welcher aus lauter Riumen R,_, durch einen und 
denselben R,_,—, besteht. In diesem Falle lasst sich bekanntlich die 
Gleichung f = 0 durch eine lineare Substitution der y; — d. h. durch 
geeignete Auswahl eines zweiten Fundamentalsystems 2,, 2, +--+, 2, — in 
eine andere o(z) =O iiberfiihren, welche rur h der Gréssen 2;, beispw. 
2,,2,,°**, 2, enthalt, und in Bezug auf dieselben eine nicht verschwindende 
Discriminante besitzt. Bei jeder Operation der Rationalitiitsgruppe von 
(A) bleibt danr, zugleich mit der Gleichung g(z) = 0, auch die lineare 
Mannigfaliigkeit der Lésungen C,2, + C,2.-+-----+ Cy invariant, und 
es folgt daraus dass (A) reducibel ist und dass die Functionen 2, , 2,,°**) 2, 

‘undmentcllisungen einer linearen Differentialgleichung h” Ordnung mit 
rational bekannten Cuefficienten sind und zugleich auch die quadratische 
Relation p(<) = 0 von nicht verschwindender Discriminante erfiillen. 

Die Bestimmung der weiteren »—h unabhiingigen Lésungen der 
vorgelegten Differentialgleichung (A) erfordert dann noch die Integration 
einer linearen Differentialgleichung (m — h)** Ordnung mit rational be- 
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kannten Coefficienten und eine gewisse Anzahl von Quadraturen. Fiir 
h=n—1 bleibt eine einzige Fundamentallésung iibrig, welche durch 
blosse Quadraturen herzustellen ist. 

Verschwindet daher die Discriminonte von f, so ist die vorgelegte Auf- 
gabe auf die entsprechende fiir einen Ileineren Werth h von n und eine 
quaudratische Relation » = 0 von nicht verschwindender Discriminante, und 
auf die Integration einer mdglichst allyemeinen linesren Differentialgleichung 
(n —h)*" Ordnung nebst einer gewissen Anzahl von Quadraturen zuriick- 
gefithrt. Wir diirfen folglich die Discrimimante von f als nicht ver- 
schwindend voraussetzen. 

Fiir diesen Fall lisst sich aber keine allgemeine (d. h. fiir ein be- 
liebiges » giiltige) Integrationstheorie aufstellen, wie wir es im Falle 
der rationalen normalen Integraleurve gethan haben. Sehen wir von 
dem Falle » = 3 ab, welcher bereits durch Herru Fuchs behandeit und 
hier in Nr. 11 besprochen wurde, so hat den Fall n= 4 zuerst Goursat*) 
eingehend untersucht; und die beiden folgenden »=—5 und n= 6, fiir 
welche nur eine kurze Andeutung in einer Mittheilumg Halphen’s an 
die Pariser Academie**) vorlag, habe ich neulich mit Hiilfe linien- 
geometrischer Betrachtungen ausfiihrlich behandelt***). Das alles soll 
in diesem Capitel Platz finden. Fiir » > 6 werde ich mich auf ein Paar 
allgemeine Bemerkungen beschriinken diirfen. 

Von rein gruppentheoretischen Betrachtungen ausgehend, hat auch 
Lie in seiner Arbeit: Die linearen homogenen gewdhnlichen Differential- 
gleichungen (Leipz. Ber., 1891; 8. 267) Goursat’s Resultat fiir den Fall 
n=4 und Halphen’s Behauptungen fiir die beiden Fille »=—5 und 
n == 6 bis auf einen kleinen Unterschied bestiitigt. Er hat aber zugleich 
noch ausgesprochen dass, fiir » = 6, Halphen das Problem nicht auf’ seine 
einfachste Form zuriickgefiihrt hatte, insofern letzterer zugleich mit einer 
linearen Differentialgleichung 4'* Ordnung auch eine iiberfliissige lineare 
Differentialgleichung 2‘* Ordnung brauchte. Die Richtigkeit dieser Lie- 
schen Behauptung wird sich in Nr. 26 ergeben. 

Anmerkung. Was in dieser Nr. fiir den Fall einer in einem Kegel 
2" Grades und (m — 2)*" Dimension enthaltenen Integralcurve gesagt 
wurde, lasst sich unmittelbar auf jeden anderen » — 2-dimensionalen 
Kegel (sowie auch auf einen Kegel niedrigerer Dimension) des R,_, iiber- 
tragen. Ein n— 2-dimensionaler R,—,~1-Kegel des R,—1 lésst sich 


*) Compt. Rend. de l’Ac. d. Sc., t. 97 (1883), S. 31; Bull. de la Soc. Math. 
de Fr., t. 11 (1882 —83). 


**) Compt. Rend. de l’Ac. d. Se., t. 101 (1885), S. 663. 


**) Sulle equazioni differenziali lineari del 5° e del 6° ordine.... (Atti della 
R. Acc. di Torino, vol. 34, 1898—99). 
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immer durch eine Gleichung darstellen, welche nur h der n homogenen 
Punktcoordinaten enthilt. Ist die Integralcurve einer linearen Differential- 
gleichung (A) in einem solchen (bei ihrer Rationalitatsgruppe invarianten) 
Kegel enthalten, so ist (A) reducibel, und ihre Integration lisst sich auf 
diejenige: 

1. einer linearen Differentialgleichung h** Ordnung mit einer alge- 
braischen Relation (die Gleichung des obigen Kegels) zwischen den Funda- 
mentallésungen ; 

2. einer méglichst allgemeinen linearen Differentialgleichung (m—h)** 
Ordnung; 

und endlich noch auf eine gewisse Anzahl von Quadraturen zuriick- 
fiihren. Dass die beiden letztgenannten Differentialgleichungen rational 
bekannte Coefficienten haben, braucht kaum erwaihnt zu werden. 

Im Falle eines Kegels niedrigerer Dimension wird es sich, an Stelle 
einer einzigen Gleichung, um ein invariantes Gleichungssystem zwischen 
den h <m obigen Variabeln handeln. 


Der Fall n= 4. 


17. Wir bezeichnen mit y,, y., Ys, y, Vier unabhingige Lésungen 
einer linearen Differentialgleichung 4‘ Ordnung: 


(A) y+ py” + py” + psy + my =9, 
welche einer (einzigen, und folglich in Bezug auf die Rationalitiatsgruppe 
von (A) invarianten) quadratischen Gleichung f(y) = 0 von nicht ver- 
schwindender Discriminante geniigen. Diese Liésungen kénnen wir stets 
in der Art auswiihlen, dass die genannte Relation die einfache Gestalt: 

1 Y2 — ¥s¥s = 0 
annimmt. — Diese Gleichung stellt eine nicht ausgeartete Fliche 2°" Grades 
des dreidimensionalen Raumes dar, welche bekanntlich eine 6- gliedrige 
projective Gruppe G gestattet*); und zwar ist letztere eine gemischte 
Gruppe, welche aus zwei continuirlichen Schaaren besteht, deren eine 
die beiden Systeme von Erzeugenden auf der Fliche fest lasst, wih- 
rend die andere dieselben unter einander vertauscht. Die erste Schaar 
ist zugleich die umfassendste invariante (und continuirliche) Untergruppe 
G, von G. Und als umfassendste Untergruppen von G, ergeben sich 
zwei dreigliedrige einfache Gruppen, welche dadurch gekennzeichnet sind, 
dass sie die saimmtlichen Erzeugenden je eines der beiden Systeme auf 
der vorgelegten Fliiche in Ruhe lassen. Bezeichnen wir irgend eine dieser 
beiden Gruppen mit G,, so ist: 

G, G,, G,, 1 


*) Lie: Theorie der Transformationsgruppen, Ill. Bd., Cap. 9, Satz 5. 
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eine ,,Normalzerlegung“ von G. Die Rationalitiitsgruppe der vorgelegten 
Differentialgleichung (A) wird sich daher, im allgemeinsten Falle zuniichst 
durch eine Quadratur auf eine unimodulare, in Lie’schem Sinne mit G 
isomorphe Untergruppe reduciren. Die Reduction auf G, wird dann bloss 
das Ausziehen einer Quadratwurzel verlangen. Und da G, und G, oo! bezw. 
5-gliedrige (G, enthaltende) und 2-gliedrige Untergruppen enthalten, so 
wird die Integration von (A) noch diejenige von zwei Differentialgleichungen 
1** Ordnung, und zwar Riccati’schen Gleichungen, erfordern; und dazu 
noch das Ausziehen von zwei weiteren Quadratwurzeln, dem Umstande 
entsprechend, dass in den Transformationsgleichungen der Gruppe G, 
zwei verschiedene Vorzeichen geiandert werden kénnen, ohne dass die 
dargestellte projective Transformation sich fandert*). 

Wir gehen nun dazu iiber zu zeigen, wie sich dies alles ausfiihren 
lasst**); dabei wird, der Bequemlichkeit wegen, die obige Quadratur als 
letzte auftreten. — Auf der Fliche y,y,—y,y,—=0 sind die beiden 
geraden Linien y, = y, = 0 und y, = y, =O Erzeugende verschiedener 
Systeme; und zwar kann man die oo’ Erzeugenden dieser einzelnen 
Systeme bezw. durch die Ebenenbiischel y, = yy, und y, = fy, aus- 
schneiden. Nun kann auf der genannten Fliiche die allgemeinste pro- 
jective Umformung ,erster Art“ (d. h. der continuirlichen Gruppe G,) 
dadurch bestimmt werden, dass man innerhalb eines jeden der beiden 
Systeme von Erzeugenden in allgemeinster Art eine projective Trans- 
formation angiebt. Dabei werden die beiden Parameter y und € (die wir 





*) Ist die invariante Fliche 2te" Grades durch die Gleichung y, y, — y,y, = 9 
dargestellt, so lauten die Gleichungen der 6-gliedrigen continuirlichen Gruppe G, 
folgendermassen: 

¥ = a (ay, + by.) + Bays + bys), 
Y2 = 7(Cy, + dy) + O(Cy, +4y,), 
Ys = y(ay, + by,) + O(ay, + by), 
: Y¥, = acy, +4y,) + BCY, + 42) 
mit den Bedingungen ad — be = ad — By = 1; wobei eben zu bemerken ist, dass 
einer jeden Transformation der projectiven Gruppe G, vier verschiedene Werthsysteme 


der Parameter a,b, ... entsprechen: der identischen Transformation insbesondere 
die Werthe a=d=+1, a=d=+1, b=c=fP=y=0. Und die Gleichungen 
der dreigliedrigen invarianten Untergruppen G, lauten bezw. 
str ag a aa = towed, 
¥, = cy, + dy, Ye = CY, + dy, 
ealiipesdi hoon Y= 2% + BY , a? — 2 = 1. > 
Ys = 7%, + OYs, Ye = 144 + 9Y: 


**) Man vgl. die bereits erwiihnten Arbeiten Goursat’s, sowie auch Schle- 
singer’s Dissertation, S. 26 ff., und ,,Handbuch", 8. 234 ff.; Fano: Rend. della R. Acc. 
dei Lincei, 1. Sem. 1895, S. 298. 
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als projective Coordinaten innerhalb der beiden Regelschaaren auffassen 


kénnen), als Functionen ni) bezw. nf) der unabhiingigen Variablen 2, 


je eine lineare (gebrochene) Substitution erleiden, d. h. bezw. in: 

A = a 

1 aaa C= 5 (ad — be= ad — By = 1) 
iibergehen. Dagegen werden bei einer Transformation 2** Art (d. h. 
welche die beiden Regelschaaren vertauscht) 4 und € sich ebenfalls linear 
durch €, bezw. durch y ausdriicken. 

Fiihren wir nun die sogen. ,Schwarz’schen Differentialparameter“ (od. 
wAbleitungen“) ein: 
_ id *7 1 /(n’\? oy 1d & 1 (f’\2 

(1) =a ~ ee ("-) ? (l— +a 7s (3) ? 
so erscheinen [»]| und |£] als rationale Differentialfunctionen der y;, welche, 
als Functionen von x, bei allen Operationen der Rationalititsgruppe von (A) 
— welche eben als projective Umformungen der Fliiche y,y, — y,y,=0 
gedeutet werden kénnen — entweder ungeindert bleiben, oder unter ein- 
ander vertauscht werden. Setzen wir folglich: 


Iuj=r@), [l=s@), 
so werden die Summe r(x) + s(x) und das Product r()- s(x) rational 
bekannte Functionen von x sein; und r(x) und s(x) werden sich durch 
eine Gleichung 2*" Grades mit rational bekannten Coefficienten bestimmen 
lassen, d. h. sie werden nach Adjunction der Quadratwurzel aus einer 
Function des friiheren Rationalitiitsbereiches ebenfalls rational bekannt sein. 
Setzen wir weiter: 


1 1 
dn\ = dn\ 2 
= 7 (72) ? "= (2) ’ 


d{\ 2 d 
x=) a=(R) ° 
so sind bekanntlich u,, u, bezw. v,, v, Fundamentallésungen der beiden 
linearen Differentialgleichungen 2** Ordnung: 
(2) u” + r(x)-u=0, vo” + s(x)-0=0. 

Nun werden durch Adjunction der obigen Quadratwurzel die Trans- 
formationen 2** Art bei Seite geworfen, und die Rationalitiitsgruppe 
von (A) auf ihre umfassendste continuirliche Untergruppe reducirt. Jetzt 
kommt es darauf an, die beiden Differentialgleichungen 2%" Ordnung (2) 


fs yee ;  - v 
zu integriren; und dabei wissen wir, dass, falls wir ——A = ul 
? ? ? u > 


setzen, diese Integrationen bezw. mit denjenigen der beiden Riccati’schen 
Gleichungen: 


(3) v= —B—r(z), 


w= — w— sz), 
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nebst je einer Quadratwurzel gleichbedeutend sind: das macht im Ganzen 
zwei Riccati’sche Gleichungen und zwei Quadratwurzeln, wie wir bereits 
vorher behauptet hatten. — Ist dies alles ausgefiihrt, so reducirt sich die 
Rationalititsgruppe von (A) auf eine Gruppe, welche die simmtlichen 
Erzeugenden und folglich auch die simmtlichen Punkte der vorgelegten 
Flaiche in Ruhe lisst, d.h. auf die eingliedrige Gruppe 9; = ky; (unter 
k eine Constante verstanden), deren Operationen, projectiv gedeutet, 
simmtlich die Identitiét darstellen. 
Setzen wir nun: 
Y, = Aue, 
so ergiebt sich aus den Gleichungen y=" =“ und <=“ = * sofort: 
Ya Uy Ys % 


Y4 = Aug, Ys = Au, v, 
und, da -¥, ¥ = Y,Y, sein muss: 
Yo = Aly Vy. 
Bilden wir daher die lineare Differentialgleichung 4 Ordnung, welcher 
alle Producte ¢ = uv der Lésungen der beiden Differentialgleichungen (2) 
Geniige leisten, und welche folgendermassen lautet: 


(4) 8a 4 29a" t (8-45) 26-45) LE] of 


— (= —@—s-0'" 5") 20, 





f—8 

so muss dieselbe offenbar aus (A) durch die Transformation y = Az her- 
vorgehen. Die Coefficienten dieser letzten Differentialgleichung gehédren 
alle demselben Rationalititsbereiche an, welcher durch die Coefficienten von 
(A) definirt war; wir erkennen dies einerseits aus dem Umstande, dass 
. = von Hause aus 
rational bekannt waren; anderseits aber auch daraus, dass bei jeder 
Operation der Rationalititsgruppe von (A) die Functionen u,, u,, und 
ebenso v,, %,, eine biniire Substitution erfahren, oder auch w,, uw, in 
lineare Functionen von v,, v, tibergehen und umgekehrt, und folglich 
die vier Fundamentallésungen u;v, von (4) eine quaternire Substitution 
erfahren. Die Function 4 muss daher eine rational bekannte logarithmische 
Ableitung besitzen, und zwar ist*): 
v 1 r—s 
7-7 ee 
und die Bestimmung von 4 selbst wird eben die noch iibrig bleibende 
Quadratur erfordern. 

Wir schliessen nun: Besteht zwischen den Fundamentallisungen einer 
linearen Differentialgleichung 4" Ordnung eine (einzige) quadratische Relation 


zugleich mit r-+-s auch (r — s)*, und folglich 











*) Man vgl. beisp. Schlesinger’s ,Handbuch“: Bd. II, 8. 145. 
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mit constanten Coefficienten wnd nicht verschwindender Discriminante, so ist 
diese Differentialgleichung durch eine Transformation y= Az, wo A eine 
rational bekannte logarithmische Ableitung besitet, in die Form (4) tiber- 
fiihrbar (und umgekehrt). Die wirkliche Berechnung von (4) kann aber 
nur durch diejenige von r und s, als Werthe der rationalen Differential- 
functionen [y] und [£], geschehen. 


18. Trotz der allgemeinen Bemerkungen von Nr. 16 méchten wir 
einen Augenblick bei dem Fall verweilen, in welchem zwischen den vier 
Fundamentallésungen y; derselben Differentialgleichung (A) eine quadra- 
tische Relation von verschwindender Discriminante besteht*). Die lineare 
Differentialgleichung (A) ist dann reducibel, und wird durch die siimmt- 
lichen Lésungen einer linearen Differentialgleichung 3" Ordnung mit 
rational bekannten Coefficienten befriedigt, wahrend andrerseits die all- 
gemeine Lésung letzterer (nach Nr. 11) als binaére Form zweiten Grades 
der Fundamentallésungen einer linearen Differentialgleichung 2** Ordnung 
darstellbar ist. Dieser Satz ist auch umkehrbar; und die allgemeinste 
lineare Differentialgleichung 4" Ordnung, welche diese Eigenschaft besitzt, 
wird sich durch eine Transformation y =z (wo @ eie rational bekannte 
logarithmische Ableitung hat) auf die Form: 


(2’ + rz) (2 + 482 + 2s'z) = 0**), 
d. h. 


(1) a¥ 4 re!” + 452” + (6s' + 4rs) 2’ + (28” + 2rs')z = 0 
bringen lassen. Dieses Resultat laisst sich auch unter demjenigen der 
vorigen Nr. (den Fall einer quadratischen Relation von nicht verschwin- 
dender Discriminante betreffend) mitbegreifen, indem wir die dabei auf- 
tretenden zwei linearen Differentialgleichungen 2°" Ordnung (2) als zu- 
sammenfallend ansehen und an Stelle der Producte wo ihrer Lésungen 
die Quadrate der Lésungen der einzigen iibriggebliebenen einfiihren***). Es 
entspricht dies offenbar dem geometrischen Umstande, dass, wenn eine 
gewohnliche Fliche 2°" Grades sich auf einen Kegel reducirt, ihre beiden 
Systeme von Erzeugenden zur Deckung kommen. 


*) Doch in der Art, dass nicht auch die siimmtlichen Unterdeterminanten 
3t Ordnung derselben zugleich verschwinden; sonst wiirde sich die quadratische 
Relation in zwei lineare spalten. : 

**) Diese Klammern sind hier als Symbole von Operationen anzusehen, deren 
erstere auf das Resultat der zweiten auszufiihren ist. 

***) Lassen wir in der Gleichung (4) der vorigen Nr. die Function r mit s zu- 


——§ 


sammenfallen, doch in der Weise dass : . gleich einer ganz bestimmter Function 





wird, die wir mit — r bezeichnen, so identificirt sich eben die gen. Gleichung mit 
Gleichung (1) dieser Nr. 
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Eine eingehende Untersuchung dieser beiden Fille findet sich in 
Halphen’s Abhandlung: Sur les invariants des équations différentielles 
linéaires du 4 ordre*). U. a. wird dort gezeigt, dass jede lineare 
Differentialgleichung mit einer (einzigen) quadratischen Relation zwischen 
den Fundamentallésungen durch eine Substitution: 


y =z, ines: y (§) 
(d. h. wenn auch iiber die unabhiangige Variabele in geeigneter Weise 
verfiigt wird) auf die Form: 
4 x 2 
Spt sodh +2 E+ (e+ Meme 
gebracht werden kann, wo g eine Function der neuen unabhingigen 
Variablen € und ¢ eine Constante bedeutet. Diese Gleichung wird durch 
die Producte uv der Lésungen der beiden linearen Differentialgleichungen 
2‘ Ordnung: 
2 2 
cat (9+ 4e)u=0, cat (9—Fee—0 
befriedigt. Insbesondere verschwindet die Constante c dann und nur dann, 
wenn die obige quadratische Relation eine ebenfalls verschwindende Diseri- 
minante besitzt; und die beiden letzten Differentialgleichungen sind dann 
eben identisch. 

Halphen hat auch, mit Hiilfe der bez. Invarianten, die nothwendige 
und hinreichende Bedingung aufgestellt, damit eine lineare Differential- 
gleichung 4** Ordnung eine quadratische Relation zwischen den Funda- 
mentallésungen gestatte. Wir gehen aber nicht naher darauf ein.. 


Die Falle n=5 und n=6. 


19. Besteht zwischen den Fundamentallésungen y,, y,,---, Yn einer 
linearen Differentialgleichung »*™ Ordnung eine quadratische Relation mit 
constanten Coefficienten: 

F(Y.Ye- > + Yn) = 95 
so kann es vorkommen, dass dieselbe noch erhalten bleibt, falls man an 
Stelle der y; ihre Ableitungen einer und derselben Ordnung & (bis zu einem 
gewissen Werthe von k) einfiihrt; d. h. dass auch simmtliche Gleichungen: 


Fy? y? --- y) =0 
1 42 n 
fir O<k<s erfillt sind. Ist zugleich f(y y”---y) +0, so sagen 


2 
wir: die vorgelegte lineare Differentialgleichung habe in Bezug auf die 
quadratische Form f den Rang s**). 


*) Acta Math., Bd. III (1883), 8S. 321—380: man vgl. insbes. S. 344 ff. 
**) Halphen: Sur les formes quadratiques dans la théorie des équations diffé- 
rentielles linéaires. (Compt. Rend. de l’Ac. d. Sc., t. 101 (1885), S. 665). 
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Geometrisch heisst dies einfach, dass die quadratische Mannigfaltigkeit 
f=O0 zugleich mit der Integralcurve der vorgelegten Differentialgleichung 
auch deren Tangenten, Osculationsebenen u. s. w., bis zu den Osculations- 
R,_, inclusive (und nicht weiter) enthilt. 

Der Rang s einer linearen Differentialgleichung n** Ordnung in Bezug 


auf eine quadratische Form f kann den Werth a nicht iibersteigen. — 


Es geniigt das fiir den Fall einer Form f von nicht verschwindender 
Discriminante zu zeigen, da andernfalls f durch lineare Transformation 
in eine Form mit einer kleineren Anzahl »’ von Verinderlichen und einer 
(in Bezug auf dieselben) nicht verschwindenden Discriminante iiberfiihrbar 
ist; wihrend die vorgelegte Differentialgleichung zugleich durch die siimmt- 
lichen Lésungen einer linearen Differentialgleichung »’** Ordnung befriedigt 
wird, welche in Bezug auf die transformirte Form noch denselben Rang s 
besitzt. Ist dann s<* >, so ist auch a fortiori s<*. — Nu 
enthalt eine nicht ausgeartete quadratische Mannigfaltigkeit f—0 des 
Raumes R,,—, keine ebene Mannigfaltigkeiten héherer als CS =)yer Dimen- 
sion*); enthilt sie folglich die Osculations-R,_, irgend einer Curve, so 
ist jedenfalls s << > Ist insbesondere » eine gerade Zahl, so bilden die 
auf f= 0 liegenden Riume R,_, zwei getrennte Systeme; und zwar 











2 
schneiden sich zwei R,_, eines und desselben Systems stets in einem 


2 
R,_, , wo h ebenfalls eine gerade Zahl ist**). Sollen darunter die 
h 





2 
Osculations-R,_, irgend einer Curve enthalten sein, so miissen dieselben 





2 
aus Continuititsgriinden einem und demselben Systeme angehéren; ander- 
seits aber miissen sich je zwei aufeinanderfolgende von ihnen in einem 
Osculations-R,_, der betreffenden Curve schneiden, was nun als un- 





2 
méglich erscheint ***). 
Der grésstmégliche Werth s = 1 wird in der That auch erreicht, 
und zwar (wie sich in Nr. 28 ergeben wird) bei linearen Differential- 


*) Man vgl. die bereits erwiihnte Arbeit Segre’s:- Studio sulle quadriche..., § 3. 
**) Ebenda, § 4. 


***) Diese etwas unvollstindige Begriindung kann durch das Inbetrachtziehen 
der Osculations- R, unserer Integralcurve ersetzt werden. Letztere miissen niimlich 
die Mannigfaltigkeit f— 0 in den zweifach gewihlten entsprecherden Osculations- 


R,_, schneiden, und das ist eben fiir s= > nicht miglich. Ein indirecter Beweis 


ist auch aus einem in Nr. 28 auszusprechendem Satze zu folgern. 
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gleichungen von ungerader Ordnung, welche mit den bez. ,,Adjungirten“ 
zusammenfallen. 

Fiir n= 4 ist nun s<1; die Tangenten einer beliebigen Raumcurve 
kénnen namlich auf keiner Flaiche 2%" Grades liegen. Dagegen ist fir 
m=5 und n=6, s<2; und wir werden daher zwei Fille unterscheiden 
miissen, je nachdem zugleich mit der Integralcurve der vorgelegten linearen 
Differentialgleichung auch ihre Tangenten auf der gegebenen Mannigfaltig- 
keit zweiten Grades liegen, oder nicht. Bei dieser Untersuchung kommen 
liniengeometrische Betrachtungen ganz besonders zu Hiilfe, und dieselben 
gestatten zugleich die beiden Fille s == 1 und s=2 von diesem neuen 
Standpunkte aus in ganz einfacher Weise geometrisch zu charakterisiren. 

Die Gesammtheit der cot geraden Linien des dreidimensionalen Raumes 
erscheint bekanntlich, bei Zugrundelegung der allgemeinen projectiven 
Gruppe (die dualistischen Umformungen einbegriffen), als eine (ebenfalls 
projectiv zu behandelnde) nicht ausgeartete quadratische Mannigfaltigkeit 
des R,*); und jeder nicht specielle lineare Complex kann als Schnitt 
derselben mit einem R, allgemeiner Lage, und folglich als eine ebenfalls 
nicht ausgeartete quadratische Mannigfaltigkeit dieses R, aufgefasst werden. 
Wir kénnen daher die Integralcurve einer jeden linearen Differentialgleichung 
5*" oder 6% Ordnung mit einer (in Bezug auf deren Rationalitiétsgruppe 
invarianten) quadratischen Relation von nicht verschwindender Discriminante 
zwischen den Fundamentallisungen als eine oo'-Geradenschaar, d.h. als 
eine Regelfliiche des Raumes R, auffassen; und diese Regelfliche wird im 
Falle » = 5 in einem (einzigen) nicht speciellen linearen Complexe ent- 
halten sein**), 

Sind nun die Tangenten der Integralcurve in der betreffenden Mannig- 
faltigkeit 2°" Grades enthalten, so miissen die Gréssen y;-+ Ay,’ fiir jeden 
Werth von 4 die Gleichung f= 0 erfiillen, d. h. als Coordinaten einer 
geraden Linie gedeutet werden kénnen. Diese oo! geraden Linien bilden 
dann einen Strahlenbiischel, welcher die beiden aufeinander folgenden 
Erzeugenden (y) und (y-+-dy) der Integral-Regelfliche enthalt; letztere 
miissen folglich sich treffen, d. h. die Integral-Regelschaar ist eine deve- 
loppable oder abwickelbare Fliache (und umgekehrt). Wir schliessen daher: 
Lineare Differentialgleichungen 5” und 6" Ordnung mit einer quadratischen 
Relation f = 0 von nicht verschwindender Discriminante zwischen den 


*) Klein: Ueber Liniengeometrie wnd wmetrische Geometrie (Math. Ann., 
Bd. 5, 1872). 

**) Diese Regelfliiche wird, der Monodromiegruppe der vorgelegten Differential- 
gleichung entspreck +. bei einer gewissen discontinuirlichen Gruppe von projectiven 
(d. h. collinearen u. « ~ell auch dualistischen) Umformungen in sich tibergehen. 
35* 
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Fundamentallésungen und vom Range s=2 in Bezug auf die Form f, 
haben abwickelbare Flichen als Integral-Regelfliichen, und wmgekehrt. 

Wir gehen nun dazu iiber, diese beiden Faille s—2 und s=1 
nach einander zu behandeln; indem wir dabei noch bemerken, dass die 
- Rationalitiitsgruppen der betreffenden Differentialgleichungen jetzt, all- 
gemein zu reden, als ,einfache“ (bezw, 10- und 15-gliedrige, je nachdem 
m=5 oder » = 6 ist) projective Gruppen des R, oder R, gedeutet 
werden*), und das vorgelegte Problem folglich zwar in interessanter 
Weise wmgestaltet werden kann, keineswegs aber auf eine Reihe von ein- 
facheren (etwa wie es fiir »—4 der Fall war) zuriickfiihrbar ist**). 
Diesen Umstand werden wir in Nr. 27 nochmals hervorheben. 


20. Es sei nun eine lineare Differentialgleichung 5‘* oder 6%" Ord- 
nung vorgelegt: 
(A) a) + p, 2@—) + pra) 4 --- + pre = 0. (n = 5, 6), 
von welcher wir voraussetzen, dass irgend ein System von Fundamental- 
lésungen eime quadratische Relation von nicht verschwindender Discrimi- 
nante erfiillen, und dass dieselbe Relation noch erhalten bleibt, falls man 
an Stelle dieser Lésungen ihre ersten Ableitungen nach der unabhiingigen 
Variablen z einfiihrt. Wir kénnen dann stets sechs derartige (fiir n = 6 


unabhingige, und fiir » = 5 durch eine lineare Gleichung > 4 2, = 0 


verbundene) Lésungen z,, 2, -- -, % einfiihren, dass die betreffenden 
quadratischen Relationen folgende Gestalt annehmen: 

f (2) = 41% + %%, + %% =, 

f (2) = #14 + 2324 + 2525 = 0. 
Wir denken uns zugleich im Raume R, irgend ein System von homogenen 
projectiven Punkt- und Ebenencoordinaten (y,, «,) eingefiihrt; und die 
geraden Linien dieses Raumes wollen wir in der iiblichen Weise durch 
die 6 homogenen Coordinaten: 


(1) 1, = (Y, He) = (Ms %,); 13 = (Yrs) = (Mgiy) 5 5 = (Yr. Ya) = (My %), 
1, = (YsHu) = (My); = (Yan) = (Hy); TE = (Yes) = (UL ) 

bestimmen, unter (y) und (y), bezw. (w) und (#) irgend zwei der geraden 

Linie angehérige Punkte oder Ebenen verstanden. Die 7; erfiillen dann 


*) Lie: Theorie der Transformationsgruppen, Bd. I, S. 560; Bd. Tl, 8. 460; 
Bd. III, 8. 357. 

**) Die Auseinandersetzungen der folgenden Nr. bis Nr. 26 inclusive sind, in 
etwas verschiedener Anordnung, auch in meinem bereits erwiihnten Aufsatze: Sulle 
equaziont differenziali lineari del 5° e del 6° ordine.... (Atti della R. Acc. di 
Torino, vol. 34, 1898—99) zu finden, 
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bekanntlich die Gleichung f(r) 0; und wir kénnen folglich die Lésuugen 
z:(x) der Differentialgleichung (A) als derartige Coordinaten deuten, wo- 
durch wir eben die Integral-Regelfliche R von (A) construiren werden; 
und zwar wird letztere in diesem Falle eine abwickelbare Flache sein. 

Bezeichnen wir nun durch (y) und (u) bezw. irgend einen Punkt 
der Riickkehreurve von R und die entsprechende Osculationsebene dieser 
Riickkehreurve, welche zugleich Tangentenebene von R ist, so kénnen 
wir diese beiden Elemente bezw. als Schnittpunkt und Ebene der beiden 
(gleichzeitig verinderlichen) geraden Linien (4) und (¢’) ansehen. Die be- 
treffenden Coordinaten y, und w sind dann, je fir sich, bis auf einen 
(von « abhangigen) gemeinsamen Factor bestimmt; und es ergibt sich 
durch einfache Rechnungen, dass wir: 





we 18a $Me H+ 8 Be [2,26'] [25 24'] 
gee ee. ae 
[2 2, % ] 7 [2 2, % i] - [2 2, & i] 
[25 2,'] 
oe R= 
[2 2," 25] 
4, =e ay + ety + Mote uy = [#5 #5] U; = [25 2,'] 
: [z, 4’ 25") 2 2 [ey es 5°)? [z, 2 2," )? 
u, = [2, 25'] 
’ [2 25 25°] 


setzen diirfen. Es folgt dann: 
(1’) 2: = (Yay) = (Matin), 
wo die Indices i, h,1,k,m wie in den Gleichungen (1) zu gruppiren sind. 

Wir fragen nun, wie sich die Functionen y,(«), u(x) bei den Opera- 
tionen der Rationalitatsgruppe von (A) verhalten. 

Eine solche Operation — welche analytisch auf eine lineare Sub- 
stitution der z; hinauskommt, bei welcher die Gleichung f(z) 0 und 
eventuell auch bs a;2;= 0 in sich tibergehen*) — kann stets als eine 
projective (collineare oder dualistische) Transformation des Raumes R, 
gedeutet werden, welche die abwickelbare Regelfliche R in eine eben- 
solche R iiberfiihrt**). Die Riickkehrcurve y und das System [ der co! 
Tangentenebenen von R gehen zugleich auch in die entsprechenden auf 
R beziiglichen Gebilde y und [ iiber, falls die Transformation eine colli- 


*) Die Rationalititsgruppe von (A) besteht nimlich im allgemeinsten Falle, 
fiir n= 6, aus den *® linearen Substitutionen der z;, welche die Gleichung f(z) = 0 
in sich tiberfiihren; fiir n = 5 haben wir es mit einer 11-gliedrigen Gruppe zu thun, 
welche durch die Gesammtheit der linearen Substitutionen der z, dargestellt werden 
kann, bei denen die beiden Gleichungen f(z) = 0 und La;z; = 0 je in sich tibergehen. 
**) Fiir n= 5 bleibt bei dieser projectiven Transformation der lineare Complex 


2a;z; = 0 invariant; letzterer enthilt folglich auch die Regelfliche R. 
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neare ist; dagegen bezw. in [ und y bei einer dualistischen Umformung. 
Es miissen sich daher die Coordinaten y,(x) eines verinderlichen Punktes 
von y, bis auf einen gemeinsamen Factor, linear und mit constanten 
Coefficienton durch die y,(x) oder durch die (x) ausdriicken, d. h. es 
miissen Gleichungen: 


Cr a? iy oder oY +2 Oni Uy 


und folglich auch: 
t Uy — Dy ham oder TU, — Dru 


bestehen (wo die A;,; wohlbekannte Unterdeterminanten der nicht ver- 
schwindenden Determinante |@,,| bezeichnen). Dabei ist noch zu bemerken, 
dass die Factoren 6, t nothwendigerweise Constanten sind, da in Folge 
von (1’) die 2; die ,,associirte‘ Substitution*) der vorangehenden erleiden, 
und letztere nach Voraussetzung constante Coefficienten hat. 

Die Determinanten 4°” Ordnung einer jeden der beiden Matrices: 


“nr ” , 
gi? 9.” 9,” wy, 
iv one ” , 4 
Yo Yo Yo Yo Me 
Iv nr ” , 
Ys ¥; Ys Ys Ys 
V id ” , Iv ” , 
an on on ae —_e™y & & & 


sind folglich rationale Differentialtunctionen der 2; (imsofern die einzigen 


iv rig 
ur” ul Ul OC, 


Iv , 
Us” Uy Uy Uy My 





Iv ° 
|e” Mt, = Ug hy hy 





1 1 
irrationalen Ausdriicke [2,2,'2,"] ® und [2,2,'¢,"] 2 nur mit geradem 
Exponenten auftreten), deren Verhilinisse, als Functionen von 2, bei 
allen denjenigen Operationen der Rationalitiitsgruppe von (A) ungeiindert 
bleibex, welche Collineationen des Raumes 2, darsiellen; dagegen werden 
bei den iibsigen Operationen derselben Gruppe, welche dualistische Um- 
formungen darstellen, die entsprechenden Determinantenverhiltnisse der 
beiden Matrices uniter einander vertauscht. Bezeichnen wir folglich mit 
Y;, U; die beidea Determinanten, die sich bezw. aus letzteren durch Ab- 
sonderung der (¢-++- 1)*" Verticalreihen ergeben, so werden die Summen 


¥, a v, und Producte yu rational bekannte Functionen von 2% 


Y, 
sein; und die Verhiltnisse zr » o Selber werden sich, nach Adjunction 
0 0 


der Quadratwurzel aus einer (einzigen) rational bekannten Function, in 
ebenfalls rationaler Form ergeben. — Durch Adjunction dieser Quadrat- 
wurze!l reducirt sich offenbar die Rationaliiiitsgruppe von (A) auf eine 
continuirliche Gruppe, welche in R, als blosso Collineationsgruppe ge- 





*) Man vgl. beispw. Schlesinger’s ,,Handbuch“, Bd. II, 8. 130. 
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deutet wird. Wir erkennen aber zugleich dass diese Quadratwurzel fiir 
n=5 nicht auftreten wird (d. h. es werden auch die obigen Determi:anten- 
verhiltnisse von vornherein rational bekeunt sein), da wir es in diesem 
Falle mit projectiven Transformationen zv thun haben, welche einen nicht 
speciellen linearen Complex in sich iiberfiihren; und letztere ergeben fir 
das System der bez. co® Complexgeraden bereits an sich eine continuir- 
liche Gruppe*). 
, Y; » JY; (2) , ; . 

Setzen wir nun > oa qi T=, 9 diirfen wir schliessen: 

Die Fumctionen yn(x) und u(x) sind beew. Fundamentallisungen »on 
2wei linearen Differentialgleichungen 4° Ordnung: 

2) ys gy + Py” + By + ay = 0, 

: WP gu" + gy” + qu’ + gPu = 0, 

deren Coefficienten im Falle »=5 rational bekannt sind, und im Falle 
n = 6 evst nach Adjunction cer Quadratwurzel aus einer rational bekannten 
Function sich in ebenfalls rutionaler Form ergeben. 

21. Wir imiip%n hier noch folgende Bemerkungen an: 

1. Aus den Gleichungen (<') ergiebt sich sofort, dass die beiden linearen 
Differentialgleichwngen (2) die vorgelegte Differe:tialgleichung (A) zur ge- 
meimsamen .zweiten associirter” haben. Diese Bemerkung wird uns in den 
Stand setzen, bei gegebener Differentialgleichung (.4) die beiden Gleichungen 
(2) sofort hinzuschreiben (und das wird eben in Nr. 23, 24 geschehen). 

It. Da die Functionen (7) als Coordinaten der Osculationsebene 
an die durch den Punkt (y) beschriebenen Curve y gedeutet werden 
kénnen, so folgt weiter, dass die Lésungen einer jeden der beiden Diffe- 
rentialgleichungen (2) sich von denjenigen der ,,Adjungirten® oder auch der 
yersten Associirten“ der anderen nur wm einen (von x abhdngigen) gemein- 
samen Factor unterscheiden kinnen. 

III.- Im Falle » = 6 folgt bereits aus dem Gesagten, dass die Coeffi- 
cienten gq, q®) der beiden Differentialgleichuagen (2) sich nur im Vor- 
zeichen der in denselben auftretendgn Quadratwurzel unterscheiden. 

Im Falle n=5 sind aber die beiden Dijfferentialgleichungen (2) durch- 
aus identisch. In diesem Falle gehen niamlich bei der Polaritét in Bezug 


*) Die dualistischen Umformungen, die einen nicht speciellen linearen Complex 
in sich tiberfiihren, ergeben sich niimlich als Producte der Collineationen, die letzteren 
fest lassen, mit der Polaritiit in Bezug auf denselben. Da nun diese Polaritit 
eine jede der «»* Complexgeraden in sich iiberfiihrt, so wird die Gesammtheit der- 
selben durch dic obigen dualistischen Umformungen in derselben Weise wie durch 
die gen. Collineationen transformirt. 
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auf den linearen Complex a;2; =O (in welchem die abwickelbare 
Regelflache R enthalten ist) die Punkte (y) der Riickkehreurve y von R 
in die entsprechenden Osculationsebenen iiber, und umgekehrt. Die Coordi- 
naten «(z) sind folglich, bis auf einen (eventuell auch von x abhiingigen) 
gemeinsamen Factor, gleich linearen Functionen der y,(x) mit constanten 
Coefficienten; d.h., bis auf den genannten Factor, zugleich auch Lésungen 
der ersten der beiden Differentialgleichungen (2). Und da, nach Be- 
merkung I, die beiden Gleichungen (2) dieselbe zweite associirte, namlich 
(A), besitzen, so kann jener Factor die unabhiingige Variable x nicht 
enthalten, und die beiden Differentialgleichungen (2) sind folglich in 
diesem Falle identisch. 

Das Hauptresultat unserer Untersuchung liisst sich nun in folgenden 
Worten zusammenfassen: 

Die linearen Differentialgleichungen 5" und 6" Ordnung, deren Funda- 
mentalldsungen eme quadratische Relation f = 0 mit constanten Coefficienten 
und nicht verschwindender Determinante erfiillen und deren Rang in Bezug 
auf die Form f gleich zwei ist, sind sémmilich ,,weite associirte“ von 
linearen Differentialgleichungen 4 Ordnung. Und zwar sind sie, fiir 
n= 5, zweite associirte je einer einzigen Differentialgleichung 4‘ Ord- 
nung, mit rational bekannten Coefficienten; fiir n= 6 dagegen von je 
zwei Differentialgleichungen, deren Coefficienten sich auch rational bis 
auf eine einzige Quadratwurzel ergeben (und sich von einander um das 
Vorzeiche dieser Quadratwurzel unterscheiden). 

Dieser Satz ist auch umkehrbar, da die sweite Associirte einer 
linearen Differentialgleichung 4°" Ordnung: 


y+ Hy + EY + BY + UY =9, 
mit den Fundamentallésungen y,, ¥,, Y¥3, Y¥, die sechs Lésungen: 
2: = (yy) 


(die Indices wie in den Gleichungen (1) gruppirt) besitzt, welche offenbar 
die beiden Gleichungen: 

@ &, + 23%, + 2%, = 0, 

4, fy + 25 2, + £, 8g = 0 
erfiillen. Diese zweite Associirte ist im allgemeinsten Falle von der 
6" Ordnung (und hat die 6 Gréssen z; als Fundamentallésungen); sie 
reducirt sich aber auf die 5” Ordnung, wenn die 2; einer linearen Gleichung 
mit constanten Coefficienten geniigen, d. h. eben wenn die Tangenten 


der Integralcurve der vorgelegten Differentialgleichung 4°" Ordnung einem 
(nothwendigerweise nicht speciellen) linearen Complexe angehéren. Halphen 
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hat in einer bereits erwahnten Abhandlung*) gezeigt, dass die Bedingung 
dafiir durch das Verschwinden einer einfachen Invariante (nimlich der 
Invariante a, von Forsyth) gegeben wird, und dass die vorgelegte Diffe- 
rentialgleichung 4“* Ordnung dann, bis auf einen allen Lésungen gemein- 
samen Factor, mit ihrer Adjungirten zusammenfiallt. 


22. Zur wirklichen Berechnung der Differentialgleichungen (2), falls 
(A) gegeben ist, empfiehlt es sich, tiber den in den y, enthaltenen will- 
kiirlichen Factor in etwas verschiedener Weise zu verfiigen, als das in 
Nr. 20 geschehen ist. Wir wollen nimlich diesen (von x abhingigen) 
Factor in der Art bestimmen, dass die Determinante 


D(Y,Y2¥s¥s) == [Yr Ye’ Ys" Ya”) 


gleich einer Constante, beispw. = 1 wird. In der entsprechenden Dif- 
ferentialgleichung 4" Ordnung (2) wird dann das zweite (die Ableitung 


or 


y’” enthaltende) Glied wegfallen; und diese Differentialgleichung wird die 
einfache Form: 

(2’) y" + bay” + 4asy' + ay =9 

annehmen, deren Adjungirte (und 1” Associirte) folgendermassen lautet: 
2") wl? + 6 qu" + 4(3q,'—9s)u! + (G4 — 445’ + 692" )u = 0. 

Als 2 Associirte der linearen Differentialgleichung (2’) und zugleich auch 


von (2”)**) ergiebt sich, falls 29, -— 3q,’4=0, die lineare Differential- 
gleichung 6** Ordnung: 


‘ ’ 2q,,— 39,” ‘ , " , 
(M) — ee = ie” Z— 2(29,—34,') (2" + 64,2 +4952) =0 
wo, der Kiirze halber: 

Z = (2 +6952 +4052)" + 6q9(2” +6 qp2’ +4452) — 4q,2’ — 2q,'2 
gesetzt worden ist. Ist dagegen 29,— 3q,,—0, so ergiebt sich die 
lineare Differentialgleichung 5%" Ordnung: 

(N) Z=0. 


*) Acta Math., Bd. III (1883); 8. 321—80. 
**) Dies folgt aus directer Rechnung, sowie auch aus folgender Bemerkung. 
Als Fundamentallésungen von (2”) kénnen wir die den Elementen y;” von D(y, Ys Ys 4) 


zugehérigen Unterdeterminanten Y,, auswihlen. Da nun offenbar Y,;, = — Yj, 


(a. h. gleich der negativ genommenen Unterdeterminante von y;’) und zugleich D = 1 
ist, so werden die zweireihigen Determinanten 


Ys Yis— Yas Yis= Yao Yes — Yas Yes 
bezw. = (y Yn) sein, unter hklm irgend eine gerade Permutation der vier Indices 
1, 2, 3, 4 verstanden. 
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In diesem Falle sind die beiden Differentialgleichungen (2’) und (2”) 
offenbar unter einander identisch, und haben zugleich auch die Gestalt 
(2”) y'” + bay" + 6q)'y' + Gy = 9. 

Haben wir nun iiber die y, in obiger Weise verfiigt, so werden die 
sechs Determinanten (y,y’) die vorgelegte Differentialgleichung (A), all- 
gemein zu reden, nicht befriedigen; doch werden sie ebensovielen (fiir » = 6 
unabhiangigen) Liésungen 2; derselben proportional sein. Setzen wir daher: 

2 = e(Yy) 
(die Indices wie in den Gleichungen (1) von Nr. 20 vertheilt), so ergiebt sich: 


4 = @ (Yay!) + O(a’), 
ai = 9" (Yay) + 20 (Yam) + 0? (am) + (y'm’)) 
und folglich: 
Fe) 94 By" a5 04" 2526" = 0? DY, ¥2 Ys Ys) = 0”. 
Nun ist die linke Seite f(2”) dieser Gleichung eine in Bezug auf die 
Rationalititsgruppe von (A) multiplicative rationale Differentialfunction 


der s;; ihre logarithmische Ableitung 2r(:.): f(e") =2£ wird folglich 
gleich einer rational bekannten Function von x sein*). Und wenn wir 
auf (A) die Transformation =z anwenden (wo = ebenfalls rational 


bekannt ist), so wird offenbar die hervorgehende Differentialgleichung: 
(A’) 2) + pe) + pe) 4+ +--+ prez =O (n=5, 6) 

(in welcher wir, der Kiirze halber, nochmals z an Stelle von 2 schreiben) 
die simmtlichen Lésungen (y,y) gestatten, d.h., je nachdem » = 5 oder 
n = 6 ist, die Gestalt (M) oder (N) haben. 

Wir sagen daher: Die vorgelegte Differentialgleichung (A) ldsst sich 
durch eine Transformation z= 2, bei welcher @ eine rational bekannte 
logarithmische Ableitung besitzt, auf eine der beiden Formen (M) und (N) 
bringen. Dadurch ist die Gestalt von (A) vollstiindig bestimmt; und die 
Coefficienten der entsprechenden Differentialgleichung (M) oder (N) werden 
auch stets dem gegebenen Rationalitiitsbereiche angehéren. 


23. Schreiben wir die Differentialgleichung (N) ausfiihrlich, so 
ergiebt sich: . 
a + 12q,2”” + (129, +495) 2” + (69," +895 +369,? —4q,)2 
+ (495° + 24934;—24,)2 = 9, 


*) Diese Function kann man, durch mehrmalige Differentiation der Gleichungen 
f(z) = 0 und f(z’) =O und darauf folgende Elimination der Ableitungen von 4 
hdherer als 5'** Ordnung, durch die Coefficienten p, von (A) wirklich ausdriicken. 
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oder auch, falls wir die Relation 2g, — 3\g,’ = 0 beriicksichtigen: 


(N’)) eV $12 qa” + 18q5'2” + (18q5" +36q,'—4q,) 2" 
+ (69,"" +369,9, —2q,)2 = 0. 


Da hier kein Glied mit der Ableitung 2’” auftritt, so ist in diesem 
Falle (d. h. fiir n = 5) die obige Transformation z =z mit derjenigen 


1 
(. rs nae) identisch, welche das zweite Glied von (A) zum Weg- 
fall bringt. 
Vergleichen wir nun letztere Gleichung mit (A’), so ergiebt sich sofort: 


a 1/3 -», 1 . _ 
(3) Gs = {a Ps u=z (Fh + +P: —p,) 
und weiter noch die beiden Bedingungsgleichungen (zugleich mit p, 0): 


on  - , - i s , 1 = 

B= sh, P= = (b — oP: ); 

welche mit dem Verschwinden der beiden Invarianten a, und a, der Dif- 
ferentialgleichung (N’) — d. h. ihrer beiden linearen Invarianten von un- 
geradem Index — gleichbedeutend sind. Letztere muss folglich, nach 
einem von Brioschi aufgestellten Satze*), mit ihrer Adjungirten zusam- 


menfallen (was sich auch durch einfache Rechnung bestiitigen lisst). 

Wir schliessen daher: Eine lineare Differentialgleichung 5 Ordnung, 
welche in Bezug auf eine bei ihrer Rationalititsgruppe invariante quadratische 
Form von nicht verschwindender Discriminante den Rang zwei besitzt, muss 
sich durch Wegschaffen ihres zweiten Gliedes auf die Form (N’) reduciren. 
Und die Gleichungen (3) setzen uns in den Stand, die lineare Differential- 
gleichung 4'** Ordnung (2”), welche (N’) als zweite Associirte hat, sofort 
hinzuschreiben. Die Integration von (A) ist folglich in diesem Falle, von 
einer Quadratur abgesehen, auf diejenige einer Differentialgleichung (2””) — 
d. h. einer speciellen linearen Differentialgleichung 4°" Ordnung — zuriick- 
gefiihrt. 

Wir bemerken zugleich an dieser Stelle, dass die Differentialgleichung 
(N’) die allgemeinste lineare Differentialgleichung 5° Ordnung ist, welche 
mit threr Adjungirten zusammenfiallt. 


24. Anderseits lautet die Differentialgleichung (M), ausfiihrlich ge- 
schrieben, folgendermassen: 


*) Acta Math., Bd. 14 (1890—91), S. 237. 
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1 2% —3%" yp ( ’ 7 i) m 
7. == 2 v IV a8, 
2 2q,—34," * + 12q,2'” + (309, — 124, 2q,— 84,7) * 


” , an 2q,°— 3q % , ” 
+ [ 189 + 124,’ + 369,?— 4q,— 2q,— 3a, (129,'+ 49s) & 


(M’) + [6 G+ 129,” + 1084, q,’— 64,’ 
2 ‘_— 3 ‘a ” , , 

me * “a (6q2” + 8q5'+ 364,?— 4q,) | 2 

+ [ 400” + 249,95 + 4845'¢3 — 169,” — 29,” 
2q, — 394,” ” 9,’ 

- ea (493° — 249,93;— 24, ) |e =0 
und diese ist zugleich (wie bereits erwihnt wurde) zweite Associirte von 
(2’) und (2”). Setzen wir folglich die Coefficienten der einzelnen Ab- 
leitungen 2”, 2’",--- bezw. gleich den Coefficienten p,,p,,--- von (A’) 
(im Falle » = 6), so werden wir ein System von Gleichungen bekoranten, 
aus welchen die gq; sich berechnen lassen. Und zwar werden sich fiir 
letztere, den beiden Gleichungen (2’) und (2”) entsprechend, zwei ver- 
schiedene Werthsysteme ergeben miissen. 

Die Coefficienten der Ableitungen 2” ergeben zuniichst: 











c- 
Gs = {9 Ps- 
und diejenigen von 2”: 
eB —- T. 
3 — te =—p, dh 29¢,—3q,—e : 


Nun besteht die Rationalitiitsgruppe von (A’) aus linearen Trans- 
formationen der Fundamentallésungen z; = (y,y;’), welche die rationale Dif- 
ferentialfunction f(z”), deren Werth jetzt — 1 ist, invariant lassen, und 
welche folglich die Determinante + 1 haben (und zwar, wie sich leicht 
erkennen lisst, +1 oder —1, je nachdem die betreffende Substitution 
als eine collineare oder dualistische Umformung gedeutet werden kann*)). 


Es folgt daraus, dass die Determinante D(z, 2, --- 2,) = e SMa in Bezug 
auf die genannte Rationalititsgruppe bis auf das Vorzeichen invariant ist; 
und ihr Quadrat wird daher gleich einerrational bekannten Function (2) 


sein. Anders ausgesprochen, ist, zugleich mit p,, auch o = e Inds 
rational bekannt; d. h. p, ist die logarithmische Ableitung der Quadratwurzel 


aus der rational bekannten Function - . ; 





*) Aus Continuitiitsgriinden geniigt es, die Richtigkeit der obigen Behauptung 
an je einem Beispiele zu priifen; und als derartige Beispiele kénnen wir einerseits 
die identische Transformation, anderseits die einfache Vertauschung von z, und 2, 
(ohne die iibrigen z, zu ‘indern) nehmen. Letztere entspricht nimlich der Polaritit 
in Bezug auf den linearen Complex z, — 2, = 0. 
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Ueber lineare homogene Differentialgleichungen. 
Es wird folglich: 
2qy — 3g, = I* = Vo 


_ sein, unter @ eine rational bekannte Function verstanden, welche sich 


leicht berechnen lasst*), und iibrigens auch durch p, bis auf einen 
constanten Factor bereits bestimmt wird. 
Hieraus folgt weiter: 


ds = + (3a + Vo) = > (2 + V9) 


und wir bekommen in der That fiir g,, dem doppelten Vorzeichen der 
Quadratwurzel entsprechend, zwei verschiedene Werthe q, g?, welche 
(wie Gleichung (2”) erfordert) durch die Relation: 


gf = 4 —Ve = 34, — g 
zusammenhiingen. — Das Gleichsetzen der Coefficienten von 2” liefert 
nur die Bedingungsgleichung: 
- —_—— 

= 7 Ps + APs) 
welche die p; (fiir » — 6) identisch erfiillen miissen, falls (A’) zweite 
Associirte einer Differentialgleichung (2’) ist. 

Die Coefficienten von 2” ergeben ferner: 


DP, = 189," + 1295 + 369, — 4q,+ p, (12q," + 44s) 
und folglich: 


3 -» t . - (8 ., a 1 
= Gi + gh +d (FB —V9)—F Hm 


d. h. nochmals zwei Werthe gq), g@ fiir welche: 


a? = a + 2p, Vo = @ + 2p, 2a—Bay’) = ? — 44h” + 64” 
ist, wie nach Gleichungen (2’) und (2”) erforderlich. 

Fiihren wir endlich diese Ausdriicke von g, und qg, in die Coefficienten 
von z und ¢ in (M’) ein, und setzen letztere bezw. gleich p, und j,, so 
erhalten wir zwei neue Bedingungsgleichungen, deren erstere folgender- 
dermassen lautet: 

Pee Sel ee ee ee ee 

Ps = DiPs — y Pa — y Pa” — | (PrP) — g PC” +3 Py/); 

wihrend die zweite folgende Gestalt erhalten kann: 


*) Man erhilt niimlich m, bis auf das Vorzeichen, als Product der beiden 
Determinanten D(z, 2,2,2,2,2,) und D(¢,2,2,%,%,2,); und folglich, durch Multipli- 
cation nach Horizontalreihen, als Determinante 6te™ Ordnung, deren Elemente rational 


(m) 
bekannte Polarformen 2/7 (0) sind. 
z 
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S48. ¢ — TY a 7- = ap Sw - _— $,— — np rT -- 
p = 5 gPs?— Pel” — 4 (DDL) + 5B” — Pi [P.” +4 Pre) — 521 |—Ps} 
wodureh die Function » ohne irgend welche Rechnungen bereits eindeutig 
bestimmt wird. 


Wir schliesen daher: Ist die Differentialgleichung (A) (n= 6) mit 
den Bedingungen f(z) =f ®) = A vorgelegt, so brauchen wir nur die 


rational bekannte Function *& — © « log f(2”) 2u berechnen, und die Trans- 


formation z= 92 ninidlven » um ‘ae entsprechenden Differentialgleichungen 
(2°) und (2”) hinzuschreiben. Die Integration von (A) wird dadurch auf 
eine Quadratur, eine Quadratwurzel (Vp), und auf die Integration einer 
méglichst allgemeinen linearen Differentialgleichung 4‘* Ordnung ohne 
zweites Glied zuriickgefiihrt (offenbar kénnten wir auch sagen: auf eine 


Quadratwurzel und eine méglichst allgemeine lineare Differentialgleichung 
4" Ordnung). 


25. Wir kommen jetzt zu dem allgemeinen Falle, in welchem die 
(fiir » = 5 durch die lineare Gleichung 2a;z;—=0 verkniipften) Lésungen 
z; der Differentialgleichung (A) zwar immer die Gleichung 


f (2) = &% + 5% + 2%, = 0 
erfiillen; dagegen aber: 
f (2) = 4% + es %' + 8 26 + 0 
und die Integralregelfliche von (A) folglich nicht abwickelbar ist. 

Wir zeigen zuniichst, wie dieser Fall, fiir » = 5, sich auf den voran- 
gehenden f(z’) = 0 reduciren lasst. 

Nach einem bekannten Lie’schen Satze*) ist auf jeder in einem 
linearen Complex enthaltenen und nicht abwickelbaren Regelfliche R eine 
asymptotische Curve s vorhanden, deren Tangenten obigem Complexe 
angehéren, und geradezu dessen Durchschnitt mit der Congruenz der 
dreipunktigen Tangenten (oder Haupttangenten) von FR bilden. Diese 
asymptotische Linie s trifft jede Erzeugende von R in zwei Punkten, 
welche nur fiir die sogen. (getrennt liegenden) ,,singuliiren Erzeugenden“ 
zusammenfallen**). Die abwickelbare Flaiche der Tangenten von s wollen 
wir mit S bezeichnen. 


*) Ueber Complexe, insbesondere Linien- wnd Kugelcomplexe ...; Math. Annalen, 
Bd. 5 (1872), 3. 179. 

**) D. b., falls f(z’) fir den entsprechenden Werth von x verschwindet. Es 
kann niimlich f(z’), als Function von x, obgleich nicht identisch verschwindend, doch 
immer fiir einzelne getrennte Werthe von x verschwinden. 
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Es wiire nun die Frage, ob wir durch eine einfache Transformation 
von der vorgelegten Differentialgleichung (A) zu einer anderen (B) iibergehen 
konnen, deren Integralregelfliche mit S zusammenfallt. Es wird sich dann 
(B), durch Wegschaffen ihres zweiten Gliedes, auf die Form (N’) von 
Nr. 23 reduciren miissen. 

Die beiden Haupttangenten (€) von R, welche die Erzeugende (z) 
allgemeiner Lage treffen und dem linearen Complexe 2a;z; = 0 (folglich 
auch der abwickelbaren Flache S) angehéren, werden durch folgende 
Gleichungen bestimmt: 


(1) (=. r(¢) =0, r(z) —0, 
Zaiti = 0, f(€) = 9; 


und hieraus ergeben sich fiir die Verhiltnisse der £; zwei Werthsysteme, 
welche bei nicht singuliren Erzeugenden (z) auch nicht zusammenfallen. 
Dass die in dieser Weise bis auf einen (von 2 abhiingigen) gemeinsamen 
Factor bestimmten €; zugleich auch die Gleichung /f(§’) = 0 identisch 
erfiillen, folgt bereits aus dem erwihnten Lie’schen Satze, und kann 
iibrigens auch durch analytische Betrachtungen bewiesen werden*). — 
Ueber diesen noch unbestimmien Factor der €; diirfen wir ganz beliebig 
verfiigen. Insbesondere empfiehlt es sich zu bemerken, dass bei jeder 
Operation der Rationalitiitsgruppe von (A) die 2; und die §; (welche eben- 
falls Coordinaten einer geraden Linie sind) lineare Substitutionen mit 
einander proportionalen Coefficienten erfahren: und wir kénnen sie folg- 
lich geradezu cogredient werden lassen, indem wir beispielsweise die (in 
Bezug auf die §; nicht homogene) Bedingungsgleichung 


i(f)=re 


aufstellen. Die € werden sich dadurch als rationale Differentialfunctionen 
der z; bestimmen lassen, in Bezug auf denjenigen Rationalititsbereich, 
welecher aus dem friiheren durch Adjunction der Quadratwurzel aus der 
(rational bekannten) Discriminante des Systems (1) entsteht. 


Anderseits aber gestattet die identische Gleichung > % &; = 0, eine 
t 


der £;, beispielsweise €, zu eliminiren, und die Gesammtheit der linearen 
Transformationen, welche die §; bei der Rationalitétsgruppe von (A) 
erfahren, als eine lineare Gruppe in den fiinf Veranderlichen §,, §,---§, 
darzustellen. Bilden wir dann die Matrix: 

*) Man vgl. beispielsw. Voss: Zur Theorie der windschiefen Flichen. Math. 
Ann., Bd. 8, 1875, S. 783—79). 
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so sind die Verhiltnisse der betreffenden Determinanten 5** Ordnung 
rationale Differentialfunctionen der z;, welche, als Functionen von 2, bei 
allen Operationen der Rationalititsgruppe von (A) ungeiindert bleiben; 
sie werden.daher, nach Adjunction der bereits genannten Quadratwurzel, 
rational bekannte Functionen von x sein. Die Functionen £;(x) (§ ein- 
begriffen) sind folglich Lésungen einer und derselben linearen Differential- 
gleichung 5** Ordnung (B), deren Coefficienten, bei gegebener Differential- 
gleichung (A), nach Adjunction einer geeigneten Quadratwurzel sich rational 
bestimmen lassen. Diese Differentialgleichung hat offenbar die abwickel- 
bare Flache S als Integralregelfliche, und es ist folglich (wie bereits 
erwahnt wurde) f(€)=/(€)—=90. Das Problem der Integration einer 
derartigen Differentialgleichung ist bereits in Nr. 20—23 behandelt worden. 

Bezeichnen wir nun mit ¢, ¢@) die beiden Erzeugenden von S, 
welche eine und dieselbe Erzeugende (z) allgemeiner Lage von R treffen, 
so gehért (2) offenbar den beiden Strahlbiischeln an, welche €) und £@) je 
mit der niichstfolgenden (unendlich benachbarten) Erzeugenden von S 
bestimmen; zwischen den Coordinaten 2;, €{), €@) miissen daher Glei- 
chungen folgender Gestalt bestehen: 

i = AE + DE’ = a, 62 + 0,6,’ (i =1,2,---6) 
unter a,, b,, a, 5, geeignete Functionen von 2 verstanden. — Nun sind, 
in Bezug auf eine jede Operation der Rationalititsgruppe von (A), die 
Functionen ¢) und §@) mit den z,, folglich auch mit einander, und mit 
den Ableitungen ¢’ und §@)’ cogredient; und es folgt daraus, dass bei 
den genannten Operationen nicht nur die geraden Linien ¢) und £®) bezw. 
in die entsprechenden €” und €° iibergehen, sondern auch eine jede 
gerade Linie ¢° + kg’ oder ¢@ 4+ hE’ beaw. in €% + hE’ oder 
¢ + k¢®' tibergeht. Die beiden Functionen z und z , welche bezw. die 
beiden Doppelverhiltnisse 
[¢%, 6M’, 6%) a gm’, z| und [¢®), g@)", £@) “1 £0)’, 2| 

angeben, werden folglich, als Functionen von x, in Bezug auf die obigen 
Operationen invariant sein. Anderseits aber lassen sie sich aus den 
letztgeschriebenen Gileichungen als rationale Differentialfunctionen der 


zi, §, &@ und folglich auch der z; allein bestimmen: sie sind daher 
rational bekannte Functionen. 
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Wollen wir endlich auch die Bestimmung von a, } vollziehen; d. h. 
den in den 2; noch unbekannten Factor berechnen, so brauchen wir bloss 
die Differentialgleichung (A), welcher die 2; geniigen miissen, und die 


Relation f 7 ) = f(z’) zu beriicksichtigen. Diese Bestimmung lasst sich 


dadurch auch rational ausfihren. 

Wir schliessen daher: Die linearen Differentialgleichungen 5” Ordnung 
G (2) = 0 mit einer quadratischen Relation f =0 von nicht verschwindender 
Discriminante zwischen den Fundamentallisungen ergeben sich séimmtlich 
aus denjenigen Differentialgleichungen H(€)—=0, welche in Bezug auf die 
quadratische Form f den Rang zwei besitzen, durch Transformationen 
2—=at-+ bg’. Ist die Differentialgleichung G(z) = 0 beliebig vorgelegt, 
so lisst sich die entsprechende Gleichung H(£) = 0, nach Adjunction der 
Quadratwurzel aus einer rational bekannten Function, durch rationale 
Operationen berechnen; und die Functionen a, b gehéren ebenfalls dem 
so erweiterten Rationalitiitsbereiche an. 

Wir brauchen kaum daran zu erinnern, dass die Differentialgleichung 
H(§) = 0, falls man ihr zweites Glied wegschafft, sich auf die Form (N’) 
reduciren muss. Will man G(z) =O direct aus einer Differentialgleichung 
(N’) durch eine Substitution z= af + bf’ ableiten, so erfordert die Be- 
stimmung von @ und b auch eine Quadratur. 


26. Wir miissen zuletzt noch den Fall einer linearen Differential- 

gleichung 6" Ordnung: 
(A) a" + ya" + pel’ + +--+ pee = 0 
beriicksichtigen, deren Fundamentallésungen 2,, 2,,--- 2, die quadratische 
Gleichung: 

f (2) = &%%, + 25% + 25%, = 0 
erfiillen, wihrend aber zugleich f(z’) + 0 ist: die entsprechende Integral- 
regelfliche R ist dann keine developpable Fliche, und auch nicht in einem 
linearen Complexe enthalten. 

Nach einer kurzen Andeutung in der mehrmals erwaihnten Mittheilung 
an die Pariser Akademie*) scheint Halphen sich die Behandlung der 
vorliegenden Frage in der Weise gedacht zu haben, dass zuerst durch 
Integration einer linearen Differentialgleichung 2" Ordnung die asympto- 
tischen Linien der Regelfliche R bestimmt werden**), und dann durch 


*) Compt. Rend. de l’Ac. d. Se. t. 101 (1885); S. 664—66. 

**) Diese lineare Differentialgleichung 2** Ordnung ist bekanntlich auch auf 
eine Riccati’sche Gleichung nebst einer Quadratur und einer Quadratwurzei zuriick- 
fiihrbar. Die entsprechende Riccati’sche Gleichung hat, fiir ein allgemeines System 
von Liniencoordinaten, Herr Voss ausgerechnet (Ueber die Hawpttangentencurven der 


Mathematische Annalen. LIII. 36 
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Integration der linearen Differentialgleichung 4'* Ordnung, deren Integral- 
curve mit einer der letztgenannten Linien zusammenfiel, das vorgelegte 
Problem zum Abschluss gebracht werde. Wir finden es aber einfacher, 
an Stelle der asymptotischen Linien, die Curve vierpunktiger Beriihrungen 
auf R in Betracht zu ziehen.*) 

Auf jeder Erzeugenden (2) allgemeiner Lage sind bekanntlich zwei 
(eventuell auch zusammenfallende) Punkte vorhanden, in welchen die 
Haupttangenten der Regelfliiche R mit letzterer eine vierpunktige Be- 
riihrung haben (d. h. vier aufeinanderfolgende Erzeugende treffen). Diese 
beiden Punkte werden nur dann unbestimmt, wenn diese vier Erzeugende 
einer und derselben Flaiche 2" Grades angehéren, was offenbar nur bei 
specieller Lage von (2) zutreffen kann (falls R selbst keine Fliiche 2 
Grades ist). 

Die Coordinaten £; einer Tangente vierpunktiger Beriihrung von R 
lassen sich, als Functionen der z; und ihrer Ableitungen (und folglich 
auch der unabhingigen Variablen x), bis auf einen gemeinsamen Factor, 
durch folgende Gleichungen bestimmen: 


ay ()=% FG)=% 4G)=—% 1%) =o 
f(E) = fb + bh + && = 0. 
Fiihren wir dazu noch die Hiilfsvariabele: 


Iv Vv 
e——f(*;):7(4) 
ein, und bezeichnen mit Z; die dem Elemente (sn) der Determinante 


D(é,%,:++%) zagehérige Unterdeterminante, so diirfen wir setzen: 


&=Z:+ eZ;; 
und es ergiebt sich zugleich, dass g der Gleichung 2" Grades: 
(2) ef(Z) + 20f(F) +72) =0 


geniigt, deren Coefficientenverhiltnisse rationale Differentialfunctionen der 
2; sind, welche in Bezug auf die Rationalitiitsgruppe von (A) ungeiindert 
bleiben: dieselben sind folglich rational bekannte Functionen von 2. 
Adjungiren wir nun dem friiheren Rationalitiitsbereiche die Quadratwurzel 


windschiefen Flichen; Math. Ann., Bd. 12, 1877; S 491f€); und fiir dieselbe hat er 
Coefficienten gefunden, deren logarithmische Ableitungen in unserem Falle rational 
bekannte Functionen sein wiirden. 

*) Dabei wird sich zugleich ergeben, dass Halphen’s lineare Differentialglei- 
chung 2** Ordnung «iberflissig ist, wie schon lingst Lie aus gruppentheoretischen 
Griinden behauptet hat (vgl. Nr. 16). 
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aus der (rational bekannten) Discriminante der Gleichung (2) — d. h. 
des Gleichungssystems (1) —, so wird auch g rational bekannt sein, und 
die €; werden dadurch rationale Differentialfunctionen der 2;. 

Die Erzeugende (2) und die vierpunktige Tangente (£) bestimmen 
nun je einen Punkt (y) und eine Ebene (wu), deren Coordinaten bis auf 
gemeinsame Factoren leicht zu berechnen sind. Sind die Indices 1,2,---6 
auf die Fundamentallésungen z,, 2,,--- 2, von (A) in der Weise vertheilt, 
% _ 4% __ %s 


ic a —e 
dass nicht geradezu z. (oder bezw. tf 2) ist, so diirfen 


& 8 


wir setzen: 


— §1%2 + 85% + b5% — —_[% be) — — [obo] 
~- —-_ * = 1-4? Ys = y+? 
[%#2Z,2,] * [2,242Z,'] [@2,2Z,'] 
Y= [2&4] 
(3) * [f.ZZe7t’ 
ee tbthhthe Inkl 4. (et) 
a ae ? - 7-4? a 4? 
[4,2,2,] * [2,25 2, | [#,2,2,'] 
2, &| 


y= aE HY ° 
[2, 2,25 '] 

Und bezeichnen wir endlich mit @,,¢@, die beiden Wurzeln der Glei- 
chung (2), mit €%, €@) die entsprechenden vierpunktigen Tangenten von R, 
welche eine und dieselbe Erzeugende (2) allgemeiner Lage treffen, mit 
y und y®, bezw. uw” und u®) die beiden Punkte, bezw. die beiden Ebenen 
2€ und 2€®, so sind (falls 9,9, ist) die zweireihigen Determinanten 
(y y”) und up ue), welche in einer gewissen Reihenfolge den 2; pro- 
portional sein miissen, geradezu gleich den mit der Differenz oe, — 9, 
multiplicirten 2;. 

Wir fragen nun wie sich die y, und %, als Functionen von z, bei 
den Operationen der Rationalititsgruppe von (A) verhalten. 

Auf R bilden die Punkte (y) die ,,Curve vierpunktiger Beriihrungen“ 
y, wahrend die Ebenen (w) die langst dieser Curve ihr umgeschriebene 
Developpable [ erzeugen. Die Beziehung dieser beiden Gebilde y und [ 
zu R ist eine projective; und zwar gehen bei collinearen Transformationen, 
die R in eine neue Regelfliche R iiberfiihren, y und [ in die entsprechenden 
auf R beziiglichen Gebilde y und [ iiber; dagegen bei dualistischen Um- 


formungen bezw. in f und y. Bei jeder Operation der Rationalititsgruppe 
von A m‘issen folglich, wie es bereits in Nr. 20 der Fall war, irgend 
welche Gleichungen: 


oy, = a On i Yi oder oy, = 2a Ani Ui 
é t 


und zugleich: 
36* 
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tig = >) Ani ti oder tiie = >) Aviv 


mit constanten @ und A bestehen. Und wir erkennen auch sofort dass 
die Factoren 6 und t ebenfails Constanten sind, insofern (falis 9, + 9, ist) 
die der Vorangehenden ,,associirte‘ lineare Substitution, wegen der Re- 
lationen: 
(0, —0,) 2, = (yy) = (ul? ui), 

mit derjenigen der z; zusammenfillt, und folglich constante Coefficienten 
hat. (Fiir den Fall 9, = 9, folgt dann dasselbe aus Continuititsgriinden.) 

Hieraus ergiebt sich, wie aus Nr. 20, dass die Functionen y, und % 
bezw. Fundamentallésungen von zwei linearen Differentialgleichungen 4** 
Ordnung sind, deren Coefficienten, allgemein zu reden, erst nach Adjunction 
einer zweiten Quadratwurzel aus einer rational bekannten Function auch 
rational bekannt werden (und sich von einander um das Vorzeichen der 
neuen Quadratwurzel unterscheiden). Wir kénnen sie auch als Lésungen 
einer einzigen linearen Differentialgleichung 4" Ordnung: 


(4) yi tay” + ay” + ay’ + ay = 0 


ansehen, deren Coefficienten aus 2, den Coefficienten p; von (A), deren 
Ableitungen, und den beiden adjungirten Quadratwurzeln rational zusam- 
mengesetzt sind. Innerhalb eines hinreichend kleinen Gebietes des friiheren 
Rationalitatsbereiches hat jede Liésung y (den doppelten Vorzeichen der 
beiden Quadratwurzeln entsprechend) vier allgemein zu reden verschiedene 
Bestimmungen; und die analytisch fortgesetzten Bestimmungen irgend 
eines Fundamentalsystems y,, ¥,, Ys, y¥, liefern die Coordinaten der beiden 
Punkte (y) und der beiden Ebenen (uw), welche der Erzeugenden (2) einer 
geeigneten Integralregelfliiche von (A) angehéren. 

Bilden wir nun, falls 9, + 9, ist, aus zwei zweckmiissig ausgewihlten 


dieser Bestimmungsweisen die sechs Determinanten (yy y”) , und dividiren 


dieselben durch g, —,, so erhalten wir ebensoviele unabhiingige Lésungen 
von (A); und es sind folglich, nach Integration von (4), auch die Lésungen 
von (A) rational bekannt. 

Verschwindet aber die Discriminante der Gleichung (2), als Function 
von x, identisch*), so ist uns augenblicklich fiir jede Erzeugende (z) von 
R nur ein Strahlenbiischel (yw), welchem sie angehért, bekannt. Diesem 


*) In diesem Falle reduciren sich die vier Bestimmungsweisen eines jeden 
Fundamentalsystems von (4) auf zwei; und dieselben liefern bezw. die Coordinaten 
des einzigen Punktes (y) vierpunktiger Beriihrung auf (z), und diejenigen der ent- 
sprechenden Tangentenebene (uv) an R. 
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Strahlenbiischel gehéren zugleich die beiden geraden Linien, deren Coordi- 
naten bezw. den zweireihigen Determinanten: 


Gi = (yry’) und 4 = (ten), 
gleich sind; und deren erstere die Tangente von y im Punkte (y), die 
zweite dagegen die durch (y) gehende Erzeugende der Developpablen [ 
ist. Da dieselben offenbar in Bezug auf R conjugirte Tangenten sind, so 
miissen Relationen folgender Gestalt bestehen: 


a= —E+xm), &=oi—xmn), 
unter m, ~, x irgend welche Functionen von x verstanden. 

Die Gleichungen (1) — welche noch erhalten bleiben, falls man die 
€; oder auch die z; mit einem und demselben (eventuell auch von x ab- 
hingigen) Factor multiplicirt — und das Verschwinden der Discriminante 
von (2) gestatten uns, die Function x sofort zu bestimmen. — Die drei 
ersten der Gleichungen (1), sowie auch die letzte, sind fiir die obigen 
Werthe der z; und §; identisch erfiillt (wie sich auch aus einfachen geo- 
metrischen Betrachtungen ergiebt*)). Dagegen erhalten wir aus der 
vierten, von den Factoren m und w abgesehen: 


(& — xm) (Be + uma” + Bx m9” + Bx" Me + ng) ++ = 0. 


Beriicksichtigen wir dabei noch die identischen Gleichungen: 


Go)=% FQq)= 9 Pte<8 


t: (§ 
r() =, r(;) =o 
deren letztere daraus folgt, dass der Strahlenbiischel (y-+ ky’) zugleich 
mit der geraden Linie (€) in der Ebene (wu) liegt — obgleich sein Mittel- 


punkt keineswegs mit (y) zusammenfallt —, so nimmt die letztgeschriebene 
Gleichung folgende Gestalt an: 


? \f (;) at ()] bi 31'f( 7) wh 


’ 


und hieraus lisst sich . als Quotient von Polarformen von f mit zwei 


Reihen von je cogredienten Variabeln, und folglich als rational bekannte 
Function von x bestimmen. 


*) Namlich daraus, dass die durch die gerade Linie (+ yn) erzeugte Regel- 
fliche — was fiir eine Function yx auch sein mag — stets die (uns bekannten) 
geraden Linien (€) und () als conjugirte Tangenten, und folglich die geraden Linien 
(§—yz) als Haupttangenten hat. 
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Anderseits kann die Discriminante der Gleichung (2) — d. h. des 


Gleichungssystems (1) — als Determinante 4" Ordnung folgendermassen 
geschrieben werden: 
gi?) 
If (0) 


Durch Nullsetzen derselben, Einfthrung der Gréssen & + yy; an Stelle 
der z;, und Elimination der simmtlichen Ableitungen von x vermittelst 





p,q = 9, 1, 2, 3. 


des rational bekam:ten Werthes von , ergiebt sich fiir x eine algebraische 


Gleichung 4°" Grades, welche noch den Factor y? enthilt, und folglich 
auf den 2%" Grad herabsinkt. Die Bestimmung von x erfordert daher 
bloss das Ausziehen einer Quadratwurzel. (Es sei an dieser Stelle noch 
darauf hingewiesen, dass in diesem Falle die Auflésung der Gleichung (2) 
keine Quadratwurzel erfordert.) 

Die in dieser Weise bestimmten Grissen &; + yy; kénnen sich von 
ebensovielen unabhingigen Lésungen 2; der Differentialgleichung (A) nur 
um einen und denselben Factor m unterscheiden. Bilden wir daher die 
lineare Differentialgleichung 6%" Ordnung, welcher die & + yy; Geniige 
leisten: 

a + pa” +--- = 0, 
so muss dieselbe durch die Transformation 2 => in (A) iibergehen, und 
es ist folglich: ° h—?D, 


Q 6 

Fiihren wir endlich die Producte p(&:-+- yy) an Stelle der 2; in irgend 
eine der Gleichungen (3) ein (wobei die €; auch als Functionen der 4;, 
namlich = Z;-+ @Z;, anzusehen sind), und eliminiren die siimmtlichen 
Ableitungen von durch die letztgeschriebene Gleichung und die anderen, 
die sich daraus ergeben, so lisst sich gm selbst daraus in rationaler Form 
herstellen. 

Wir sagen daher: Die Integration einer linearen Differentialgleichung 
6" Ordnung mit einer (einzigen) quadratischen Gleichung von nicht ver- 
schwindender Discriminante zwischen den Fundamentallisungen liisst sich 
auf zwei successive Quadratwurzeln und auf die Integration einer méglichst 
allgemeinen linearen Differentialgleichung 4° Ordnung reduciren. 





Allgemeine Bemerkungen, die Faille »>6 betreffend. 


27. Ueber lineare Differentialgleichungen hédherer als 6%" Ordnung 
mit einer quadratischen Relation zwischen den Fundamentallésungen sind 
bisher keine Untersuchungen aufgestellt worden. Wir diirfen uns daher 
auf ein Paar allgemeiner Bemerkungen beschrinken. 
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I. Lie hat seit 1885 den Satz aufgestellt*), dass «ie* continuirliche 
projective Gruppe eimer nicht ausgearteten Mannigfaltigkeit 2" Grades im 
Rawme von n—1 Dimensionen fiir n> 4 stets einfach ist. Es folgt 
daraus, dass die Integration der allgemeinsten linearen Differentiaigleichung 
n** Ordnung mit einer quadratischen Relation von nicht verschwindender 
Discriminante zwischen den Fundamentallésungen, falls » > 4 ist, nachdem 
man durch Wegschaffen ihres zweiten Gliedes, und eventuell auch (bei 
geradem m) durch Adjunction der Quadratwurzel aus einer rational be- 
kannten Function, ihre Rationalitatsgruppe auf eine wnimodulare continuir- 
liche Gruppe reducirt hat, welche mit der obigen projectiven Gruppe des 
R,-1 holoedrisch isomorph und folglich einfach sein wird, ‘stets ein 
irreducibles Problem ist (d. h. ein Problem welches nicht durch eine Reihe 
einfacherer gelést werden kann**)) Das Problem kann gewissermassen 
umgestaltet werden, und das haben wir eben fiir » 5 und » = 6 oben 
gesehen: die Integration einer beliebigen linearen Differentialgleichung ist 
nimlich mit derjenigen irgend einer ihrer Associirten gleichbedeutend. — 
Dagegen liess sich fiir » — 4 das vorgelegte Problem auf die Integration 
von zwei linearen Differentialgleichungen 2** Ordnung reduciren (d. h. es 
fand eine eigentliche Zerlegung in einfachere Probleme statt). 

II. Fiir »>6 enthilt die grésste continuirliche projective Gruppe Gy 
(wv = nin) einer nicht ausgearteten Mannigfaltigkeit 2" Grades im 
R,-1 keine Untergruppen mit mehr als N —(n—2) Parametern***). Und 
bis auf eine fiir »—8 auftretende Ausnahme sind ihre saimmtlichen 
Untergruppen von der angegebenen grésstméglichen Anzahl von Parametern 
mit einander gleichberechtigt und dadurch gekennzeichnet, dass bei jeder 
von ihnen ein gewisser Punkt der Mannigfaltigkeit (und zugleich auch 
der bez. Tangenten-R,_2) in Ruhe bleibt. Fiir » = 8 sind dagegen in der 
Gesammtgruppe G,, auch Untergruppen G,,. enthalten, bei welchen je 
ein auf der Mannigfaltigkeit befindlicher R, invariant ist. 


*) Archiv for Math., Bd. 10, S. 413 (1885); Theorie der Transformati 
Ba. Ill, S. 357. 

**) Durch Integration der Differentialgleichung niedrigster Ordnung mit rational 
bekannten Coefficienten, welcher irgend eine rationale Differentialfunction der Funda- 
mentallésungen Geniige leistet, reducirt sich niimlich die Rationalititsgruppe der vor- 
gelegten linearen Differentialgleichung auf eine invariante Untergruppe (man vgl. 
beispielsw. Schlesinger’s ,,Handbuch“, Bd. II, 8. 82); und letztere kann im vor- 
liegenden Falle nur die identische Transformation (oder héchstens eine endliche 
Anzahl von Transformationen 7; = y;) enthalten, d. h es miissen, nach Integration 
jener Hiilfsgleichung, auch die Lisungen der vorgelegten Differentialgleichung (oder 
mindestens gewisse Potenzen derselben) rational bekannt sein. 

***) Werner: Dissert. Leipzig, 1889; Math. Ann., Bd. 35, 8. 113—60; Lie: 
Theorie der Transformationsgruppen, Bad, III, 8. 809. 
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Wir sagen daher: Die Integration der allgemeinsten linearen Differen- 
tialgleichung n‘” Ordnung mit einer quadratischen Relation von nicht ver- 
schwindender Discriminante zwischen den Fundamentallisungen kann fiir 
n>6 auf keine auch nicht lineare Differentialgleichung niedrigerer als 
(n—2)*" Ordnung zuriickgefiihrt werden.*) Ist Y eine lineare Function der 
Fundamentallésungen, welche = 0 gesetzt einen Tangenten-R,_, der in- 
varianten Mannigfaltigkeit darstellt, so bekommt man eine — Dif- 


ferentialgleichung (n — 2)" Ordnung durch Einfiihrung von =; y als neue 
unbekannte Function. 

Dieser Satz gilt auch fiir n= 5. Dagegen kann im Falle n= 6 
das vorliegende Problem, durch successive Adjunction zweier Quadrat- 
wurzeln aus rational bekannten Functionen, auf die Integration einer 
linearen Differentialgleichung 4°" Ordnung, und folglich durch eine 
Quadratur noch auf eine nicht lineare Differentialgleichung 3**, d. h. 
(wn — 3)" Ordnung zuriickgefiihrt werden. Dies hat seinen Grund darin, 


dass eine nicht ausgeartete M,? des R° co*® ebene Mannigfaltigkeiten R, 
enthalt. 


28. Es wird vielleicht nicht unniitz sein, an dieser Stelle noch den 
folgenden Satz mitzutheilen, welcher auch auf lineare Differentialgleichungen 
mit einer quadratischen Relation von nicht verschwindender Discriminante 
zwischen den Fundamentallésungen anwendbar ist, falls man deren 
Rationalitaétsgruppe auf eine unimodulare reducirt: 

Besteht die Rationalititsgruppe einer linearen Differentialgleichung n'” 
Ordnung: 
(A) 9 + ry? + pry" + --- + pry = 0 
aus lauter Transformationen, die eine quadratische Form 

f= Z Cit Yi Ye [Cin = Cri 
von nicht verschwindender Discriminante in sich iiberfiihren, so kann die 
vorgelegte Differentialgleichung (A) durch eine Transformation: 
£= ay + ay’ +---+ ay", 

wo die a; rational bekannte Functionen sind, in ihre Adjungirte: 
(B) A — (py) + (pa) —--- + (1) ye = 0 
iibergefiihrt werden. Anders ausgesprochen, sie gehirt mit ihrer Adjungirten 
,eur selben Art***), 

Bezeichnen wir namlich mit y,, y,,---y, irgend ein System von 





*) Vgl. auch Lie: ,,Die linearen homogenen gewdhnlichen Differentialgleichungen“ 
(Leipz. Ber., 1891; 8. 268). 


**) Man vgl. Schlesinger’s ,,Handbuch“ Bd. II, S. 120, 124. 
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Fundamentallésungen der Differentialgleichung (A), und mit u,, u,,-- + tn 
das zu demselben ,,adjungirte‘ Fundamentalsystem von (B), so ergiebt 
sich bekanntlich*), dass, falls man auf die y; irgend eine lineare Sub- 
stitution: 


(1) y= » Rik Ye 
k 


von nicht verschwindender Deterrfinante |4;,|—= A ausiibt, die u; die 
sogenannte ,adjungirte“ oder ,,reciproke“ Substitution: 


(2) a; = a Nix Uk 


erfahren, wobei Aj, = * . a gesetzt wurde. Anderseits aber ist es 
ik 

auch bekannt, dass, falls die Substitution (1) die obige quadratische Form 

f in sich transformirt (und ihre Determinante folglich — -+- 1 ist), die 


durch die Gleichungen: 
(3) 5: = Ps Cik Ye 
k 


definirten Gréssen § ebenfalls die zu (1) reciproke Substitution: 
(2’) Ei = Anke 
k 


erfahren. Und das diirfen wir auch mit anderen Worten dahin aus- 
sprechen, dass die lineare Substitution (1) durch die Substitution (3) in (2'), 
d. h. in (2) transformirt wird. 

Bezeichnen wir nun mit 4,, 2, --- 2, dasjenige neue Fundamental- 
system von (B), welches mit u,,u,,---u, durch die Gleichungen: 





y= S: Cik 2 
k 


zusammenhingt, so folgt daraus dass bei jeder Operation (1), welche der 
Rationalitatsgruppe von (A) angehért, und folglich die Form f in sich 
iiberfiihrt, die Functionen z; die lineare Substitution: 


a= > Aik 2; 
k 


d. h. ebenfalls die Substitution (1) erfahren**), und folglich mit den y; 
cogredient sind. — Setzen wir daher: 
Zi = Agyi + ayyi +--+ aay? (6=1,2,---m); 


*) Schlesinger: a. a. O., Bd. I, 8S. 62—65. 
**) Diese Substitution muss nimlich die Transformirte von (2) durch die Inverse 
von (3), d. h. eben (1) sein. 
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und berechnen aus diesen Gleichungen die a (deren Coefficientendeter- 


minante = D(y, y,---Yn) ist, und folglich nicht identisch verschwindet), 
so ergiebt sich: 


a, = Dy: Dy, Yo-++ Yn), 


unter D, diejenige Determinante verstanden, welche aus D(y, y, --- Yn) 
durch Einfiihrung der z; an Stelle der Ableitungen y,“ entsteht. Die a 
erscheinen somit als rationale Differentialgleichungen der y; (insofern das 
eben mit den ; und z; der Fall ist), welche bei allen denjenigen linearen 
Substitutionen der y; ungeiindert bleiben, in Bezug auf welche die 2; mit 
den y; cogredient sind; und das geschieht eben bei simmtlichen Opera- 
tionen der Rationalitiitsgruppe von (A). Die a sind folglich rational 


bekannte Functionen von x, und die Differentialgleichung (A) wird durch 
die Transformation: 


z= ay + ay! +--+ aay 


in ihre Adjungirte (B) iibergehen, g. e. d. — Dass durch eine derartige 
Transformation auch (B) in (A) iibergefiihrt werden kann, braucht kaum 
erwahnt zu werden. 

Dieser Satz gilt auch allgemein fiir alle diejenigen linearen Differen- 
tialgleichungen, deren Rationalitiitsgruppe eine bilineare Form von nicht 
verschwindender Discriminante in sich iiberfiihren. Und in dieser all- 
gemeineren Fassung ist er auch umkehrbar; nimlich: ,Gehért eine lineare 
Differentialgleichung mit ihrer Adjungirten zur selben Art, so besteht 
ihre Rationalititsgruppe aus lauter Transformationen, welche eine bilineare 
Form von nicht verschwindender Determinante in sich iiberfiihren.“ Diese 
bilineare Form kann insbesondere auch eine symmetrische sein*). 

Dem letztausgesprochenen Satze lisst sich noch der folgende (und 
genauere) hinzufiigen — auf dessen Beweis wir an dieser Stelle nicht 
niher eingehen, indem bloss auf meinen eben erwahnten Aufsatz ver- 
wiesen sei: 

Besteht die Rationalititsgruppe einer linearen Differentialgleichung n'” 
Ordnung aus lauter Transformationen, die eine quadratische Form f von 
nicht verschwindender Discriminante in sich iiberfiihren, und bezeichnen wir 
mit s (>0) den Rang dieser Differentialgleichung in Bezug auf die Form 
f, so kann diese Differentialgleichung durch die Transformation: 


2=ay+ ay’ eee tb dys yl, 


*) Man vgl. hieriiber meinen Aufsatz: Sulle equazioni differenziali lineuri che 
appartengono alla stessa specie delle loro aggiunte (Atti della R. Acc. di Torino, 
vol. XXXIV, 1899). 
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wo die a, rational bekannte Functionen sind, deren letztere nicht identisch 
verschwindet, in thre Adjungirte iibergefiihrt werden*). 


: es tail s—1_. 
Aus diesem Satze erkennen wir wiederum, dass s << — z— sein muss. 


Und erreicht s, fiir ein ungerades m, seinen grésstméglichen Werth 

s= .>, so muss die vergelegte Differentialgleichung, bis auf einen 

allen Lésungen gemeinsamen Factor, mit ihrer Adjungirten zusammen- 

fallen. Insbesondere miissen diese beiden Differentialgleichungen geradezu 

dieselben Lésungen besitzen, falls man die Coefficienten ihrer zweiten 

Glieder zum Verschwinden bringt. Und das haben wir eben fiir » = 3, 
= 1 (Nr. 11) und fiir n= 5, s = 2 (Nr. 23) gesehen. 


* n—1 
Fir s= ; 


Differentialgleichung von ungerader Ordnung n mit ihrer Adjungirten (bis 
auf einen allen Lisungen gemeinsamen Factor) zusammenfalle, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass ihre Fundamentallisungen y,, Y)°+* Yn sowie 


auch die siimmtlichen Ableitungen y™, y,---y” derselben fiir h < .—, 


ee und dieselbe quadratische Gleichung mit constanten Coefficienten und 
nicht verschwindendender Discriminante erfiillen (und dass diese Gleichung 
zugleich in Bezug auf ihre Rationalitiitsgruppe invariant ist). 

Die Integralcurven derartiger Differentialgleichungen haben folglich 
die in R,_; charakteristische Eigenschaft, zugleich mit ihren Osculations- 


R,-s auf einer nicht ausgearteten Mannigfaltigkeit 2°" Grades zu liegen, 
2 


oder auch, was damit gleichbedeutend ist, in jedem Punkte den zugehdrigen 
Tangenten-R,,_» dieser quadratischen Mannigfaltighkeit als Osculations-R,—~2 zu 
haben**), Wir diirfen sie daher als ,,asymptotische Linien“ der quadra- 
tischen Mannigfaltigkeit bezeichnen; und als soluhe wurden sie bereits 
durch Herrn Borel untersucht***). Dabei hat sich insbesondere ergeben, 





ist dieser Satz auch umkehrbar: Damit eine lineare 


*) Diesen Satz hat bereits Halphen ausgesprochen (Compt. Rend. de l’Ac. d. 
Sc., t. 101, 1885; S. 666), doch ohne zu bemerken, dass, falls die Discriminante von 
f verschwindet, eine gewisse Aenderung erforderlich ist. 

**) Zu diesen Curven gehéren insbesondere (in Bezug auf eine ganz bestimmte 
sie enthaltende quadratische Mannigfaltigkeit) die rationalen Normalcurven von gerader 
Ordnung. Die lineare Differentialgleichung (A) von Nr. 13 ist folglich, fiir ein un- 
gerades , mit ihrer Adjungirten identisch. 

**) Sur Véquation adjointe et sur certains systémes d’équations différentielles (Ann. 
de l'Ec. Norm. Sup., t. 9, 1892; S. 72ff.). Man vgl. auch Darboux: Théorie générale 
des surfaces; Livr. IV, Chap. V. — Fiir ein gerades » giebt es dagegen auf einer 
nicht ausgearteten M? _, keine anderen asymptotischen Linien — d. h. derartige 


Linien, dass jeder R,_, durch n—1 aufeinander folgende Punkte derselben die 
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dass die allgemeinen Gleichungen einer solechen Curve eine gewisse Anzahl 
willkiirlicher Functionen enthalten; iibrigens aber ohne irgend welche 
Integration herzustellen sind. Wollen wir unter diesen Curven diejenigen 
aussuchen, welche Integralcurven einer vorgelegten linearen Differential- 
gleichung sind, so erhalten wir daraus ein System von Differentialglei- 
chungen fiir die obigen (jetzt nicht mehr willkiirlichen) Functionen, dessen 
Integration mit derjenigen der vorgelegten linearen Differentialgleichung 
aiquivalent sein wird. 

Lassen wir endlich auch das Verschwinden der Discriminante von f zu, 
und zugleich auch ihrer simmtlichen Un:erdeterminanten bis zur (h-+ 1)'™ 
Ordnung inclusive (2<h<n), so ist die vorgelegte Differentialgleichung 
reducibel, und wird durch die simmtlichen Lésungen einer Differential- 
gleichung h‘** Ordnung mit rational bekannten Coefficienten befriedigt. 
Bezeichnen wir dann immer noch mit s den Rang der vorgelegten Differen- 
tialgleichung in Bezug auf die Form f, so kann die derselben adjungirte 
Differentialgleichung durch eine Transformation: 

a= Ay + ay’ +--+ + Gray 


mit rational bekannten Coefficienten in die obige lineare Differentialgleichung 
h" Ordnung iibergefiihrt werden*) 


Capitel 7. 


Specielle Resultate iiber lineare homogene Differentialgleichungen 
Ser, 4% und 5 Ordnung mit algebraischen Relationen zwischen 
den Fundamentallésungen. 


Lineare Differentialgleichungen 3** Ordnung. 
29. Den Fall einer linearen Differentialgleichung 3°" Ordnung mit 


einer algebraischen Relation zwischen den Fundamentallésungen (und mehr 
als eine solche kann auch nicht- vorhanden sein) haben wir in Nr. 11 
bereits vollstindig besprochen. Dabei hat sich Folgendes ergeben: 


Mannigfaltigkeit M?_, an der betreffenden Stelle beriihrt — als diejenigen, welche 
in einem dieser Mannigfaltigkeit angehérigen R,_., enthalten sind (beispielsw. fiir 





n= 4 die Erzeugenden der vorgelegten Fliiche 2" Grades). — Und fiir lineare 
Differentialgleichungen von gerader Ordnung n, welche mit ihren Adjungirten zusam- 
menfallen, tritt an Stelle einer quadratischen, d. h. einer bilinearen symmetrischen 
Form, eine bilineare alternirende (invariante) Form auf: an Stelle einer quadratischen 
Mannigfaltigkeit M?_, also ein nicht ausgearteter linearer Complex. 

*) Man vgl. meinen Aufsatz: Osservazioni sopra alcwne equazioni differenziali 
lineart (Rend. della R. Acc. dei Lincei, 1° Sem. 1899). 
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Besteht zwischen den Fundamentallisungen y,, Yo, Ys emer linearen 
Differentialgleichung 3 Ordnung eine algebraische Relation hoheren als 
1" Grades mit constanten Coefficienten; 

so ist die vorgelegte Differentialgleichung immer durch algebraische 
Operationen und Quadraturen (und zwar héchstens zwei Quadraturen) 
integrirbar, falls die obige Relation auch hoheren als 2" Grades ist. 

Ist letetere dagegen 2" Grades (mit nicht verschwindender Discrimi- 
nante), so wird die vorgelegte Differentialgleichung durch die Quadrate der 
stimmtlichen Lisungen einer linearen Differentialgleichung 2 Ordnung mit 
rational bekannten Coefficienten befriedigt; und zugleich muss sie, vom 2" 
Gliede befreit, folgende Gestalt annehmen: 


y+ 4sy’ + 2s'y = 0, 
welche ihrerseits durch die Quadrate der Lésungen von wu” + su = 0 be- 
friedigt wird. 


Lineare Differentialgleichungen 4 Ordnung. 


30. Fiir » —4 muss die Integralcurve, falls zwischen den Funda- 
mentallésungen algebraische Relationen bestehen, entweder selbst algebraisch 
sein, oder auf einer algebraischen Fiche liegen. 

Beschrinken wir uns auf diejenigen Differentialgleichungen, welche 
nicht durch algebraische Operationen und Quadraturen integrirbar sind, 
so erweist sich bekanntlich als einziger Fall algebraischer Integralcurve 
der folgende: 

Die Integraleurve ist eine gewohnliche Raumcurve 3” Ordnung, und es 
bestehen folglich zwischen vier geeigneten Fundamentallésungen y,, y,, Y3, Ys 
| =. Die entsprechende Differentialgleichung, 


Y: Ye Ys 
Yo Ys Ya 
vom 2%" Gliede befreit, lautet folgendermassen: 
y’¥ + 10sy” + 10s'y’ + (88+ 9s") y = 0 

und wird durch die 3%" Potenzen der siimmtlichen Lisungen der linearen 
Differentialgleichung 2% Ordnung u” + su = 0 befriedigt. 

Anderseits giebt es im Raume R, dreierlei Flichen, welche eine nicht- 
integrable projective Gruppe gestatten, nimlich:*) 

1) Die developpable Fliche der Tangenten einer Raumcurve 3** Ord- 
nung, welche eine dreigliedrige einfache projective Gruppe zulisst. Ihre 
Gleichung lautet (in einem geeigneten Coordinatensysteme) folgendermassen: 


4(y.?— Y, Ys) (Ys"— Y2¥a) — (Yr Y¥a—Ye¥s)” = 6 Y, Ye Y5 Ys — 442°¥, — 44,45° 
— 9,24? + 3y.*ys” = 0; 


*) Dies folgt unmittelbar aus den in Nr. 9, III erwihnten Untersuchungen von 
Lie und Enriques. 


die Gleichungen | 

















574 Gino Fano. 


2) Die nicht ausgeartete Filiche 2°" Grades, mit oo® projectiven 
Transformationen in sich; 

3) Die Kegelflaiche 2°" Grades, mit oo’ projectiven Transformationen 
in sich. 

Liegt die Integraleurve einer linearen Differentialgleichung 4 Ord- 
nung auf einer Fliiche 1) oder wird auch, allgemeiner, die dieser Differen- 
tialgleichung zugehérige Rationalitaitsgruppe durch die dreigliedrige pro- 
jective Gruppe einer cubischen Raumcurve gedeutet — so gehért diese 
Differentialgleichung zu der in Nr. 14 untersuchten Classe: sie kann 
folglich durch eine Transformation 2 = ay + By’+ yy” (wo die Bestim- 
mung von a, 6, y nur die Auflésung einer Gleichung 3° Grades und 
rationale Operationen erfordert) auf den obigen Fall einer algebraischen 
Integraleurve zuriickgefiihrt werden. 

Liegt dagegen die Integralcurve auf einer Flache 2) oder 3), so haben 
wir bezw. die in Nr. 17 und 18 untersuchten Fille vor uns, und die 
entsprechende Differentialgleichung kann folglich durch eine Transformation 


y= oy (wo . rational bekannt ist) bezw. auf die beiden folgenden 


Formen gebracht werden: 





2) #” —TSS 9" + 20r+8)9" + [8¢'+8) —20¢+8) 3] 9 


f—s 





eae 


> — rs — r" +8")| 9 =0, 
(3) 9+ ry’” + 489" + (6s'+4rs)9’ + 2(s’ +rs)9 = 0, 


deren erstere durch die Producte der Lésungen von wu” + ru = 0, 
v’ + sv =O, die zweite dagegen durch die Quadrate der Lésungen von 
u” + su = 0 befriedigt wird. 


Lineare Differentialgleichungen 5 Ordnung. 


31. Die linearen Differentialgleichungen 5** Ordnung mit einer alge- 
braischen Relation zwischen den Fundamentallésungen habe ich vor kurzem 
in meinem Aufsatze: Sulle equazioni differenziali lineari del 5° ordine...*) 
untersucht. Und fiir diejenigen, welche eine gréssere Anzahl derartiger 
Relationen gestatten, und deren Integralcurve folglich entweder algebraisch 
ist, oder auf einer algebraischen Fliche liegt, habe ich auch an derselben 
Stelle kurze Andeutungen gegeben. 

Wir beschrinken uns hier auf diejenigen Falle, in welchen die 
vorgelegte Differentialgleichung nicht durch algebraische Operationen und 


*) Rend. del. R. Ist. Lomb., ser. 2%, t. 32; 1899. 
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Quadraturen integrirbar ist. Darunter ist ein einziger Fall algebraischer 
Integralcurve einbegriffen, nimlich: 

Die Integraleurve ist eine rationale Normalcurve 4 Ordnung, und es 
bestehen folglich zwischen fiinf geeigneten Fundamentallésungen die 
1% Ml Lo. Die entsprechende -Differentialgleichung 
Y2 Ys Ys Ys " 
muss, vom 2" Gliede befreit, folgende Gestalt annehmen: 

y” + 20sy”” + 30s'y” + (188” + 64s") y’ + (45 + 64ss')y = 0 
und wird dann durch die 4" Potenzen der Liésungen der linearen Differen- 
tialgleichung u” + su = 0 befriedigt. 

Wir betrachten nun, zweitens, die algebraischen Flichen und Mannig- 
faltigkeiten V, des Rawmes R,, welche nur eine 3-gliedrige einfache projective 
Gruppe gestatten. Liegt die Integralcurve einer linearen Differentialglei- 
chung 5** Ordnung auf einer derselben, so muss die zugehérige Rationali- 
tiitsgruppe (falls sie nicht-integrabel ist) durch die derselben entsprechende 
dreigliedrige projective Gruppe gedeutet werden; und die Integration der 
vorgelegten Differentialgleichung wird, von algebreischen Operationen und 
Quadraturen abgesehen, nur die Integration einer linearen Differentialglei- 
chung 2° Ordnung, oder auch einer Riccati’schen Gleichung verlangen. — 
Nur miissen wir hier dreierlei Arten projectiver G, des R, in Betracht 
ziehen*), namlich: 

1) Dreigliedrige Gruppe mit invarianter rationaler C*. In Bezug auf 
dieselbe sind folgende Mannigfaltigkeiten invariant: 

a) Dreidimensionale Mannigfaltigkeit 3" Ordnung der Doppelsecanten 
der C*, deren Gleichung folgende Gestalt annehmen kann: 


Y Yo Ys 
j =| Ye Ys Ys | =WYsYs + 2Y2Y%sYe — YrYa” — Ya"Ys — Ys = 95 
Ys Ys Ys 
b) Dreidimensionale Mannigfaltigkeiten 6** Ordnung: 
FP — ky Ys — 4424s + 3y5") = 0, 
wobei j die obige Form 3° Grades, % einen endlichen und nicht ver- 
schwindenden Parameter bedeutet. Insbesondere ergiebt sich fiir k = 4 
die Mannigfaltigkeit der Osculationsebenen der invarianten C’; 


Gleichungen 














*) Es giebt allerdings in R, noch andere nicht-integrable projective Q,; doch 
sind bei derselben nur Mannigfaltigkeiten invariant, welche noch weitere projective 
Transformationen zulassen. Man vgl. hieriiber meine Abhandlung: Sulle varieta 
algebriche con wn gruppo continuo non integrabile di trasformazioni proiettive in sé 
(Mem. della R. Acc. di Torino, ser. II, t. 46; 1895—96). 
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c) Die Fliche 6** Ordnung: 
J=NYs — 4424. + 3ys* = 0, 
welche die simmtlichen Tangenten der invarianten C* enthilt; 

d) Die Flaiche 4%" Ordnung welche die Schnittpunkte aller Paaren 
von Osculationsebenen der C* enthalt (und folglich ,,Doppelfliiche* fiir 
die V,° dieser Osculationsebenen ist). 

Liegt die Integraleurve auf irgend einer dieser Mannigfaltigkeiten, 
so gehért die entsprechende Differentialgleichung zu der in Nr. 14 unter- 
suchten Classe: sie kann folglich durch eine Transformation 


a= ay + By’ + yy” + dy” 
(wo die Bestimmung der a, B, y, 0 nur die Auflésung einer Gleichung 
4" Grades und rationale Operationen erfordert) auf den obigen Fall 
einer algebraischen Integralcurve zuriickgefiihrt werden; 
2) Dreigliedrige Gruppe mit einer invarianten C*® und einem (dem R, 
derselben nicht angehérigen) invarianten Punkte. In Bezug auf dieselbe 
sind in R, die dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten 4°" Ordnung: 


BY, Y2¥sYe— 40,99 —42°Ya— H'Ya + 3y2"ys? — kys* = 0 
invariant, welche, falls k += 0, co ist, auch keine anderen Collineationen 
zulassen. Liegt die Integraleurve auf einer derartigen Mannigfaltigkeit, 
so ist die entsprechende Differentialgleichung (nach Nr. 15) reducibel, und 
zwar gestattet sie die simmtlichen Lésungen von zwei linearen Differential- 
gleichungen bezw. 1** und 4** Ordnung mit rational bekannten Coefficienten: 

y+ py=0, 
y+ any” + ay” + ay’ + Guy = 9, 
deren letztere durch eine Transformation z= ay + By’ + yy” und darauf 
folgendes Wegschaffen des 2*" Gliedes auf die wohlbekannte Form von 
Nr. 30: 
2¥ + 10s2” + 10s'2’ + (38”+ 9s*)z = 0 

gebracht werden kann; 

3) Dreigliedrige Gruppe mit invarianter gerader Linie und invariantem 
Kegelschnitte in windschiefer Lage. Bei derselben sind folgende Mannig- 
faltigkeiten 6** Ordnung invariant: 


(Ys’— t1¥s)° — k(¥, 9s’ —2 424s +89.) = O, 
welche zugleich fiir k= 0, co auch keine weiteren Collineationen ge- 
statten. Diesem Falle entsprechend, finden wir nochmals (nach Nr. 15) 
reducible Differentialgleichungen; und zwar solche, welche die siimmtlichen 
Lésungen von zwei linearen Differentialgleichungen bezw. 2°" und 3'* 
Ordnung mit rational bekannten Coefficienten gestatten: 
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y+ ny + pry =0, 
y+ HY + ey + ey = 9. 
Dabei ist noch zu bemerken, dass die zweite dieser Differentialgleichungen 
durch eine Transformation z= ay + By’ + yy” (deren Coefficienten sich 
durch eine Quadratur bestimmen lassen) in diejenige iibergehen muss, 
welche durch die Quadrate der Lésungen der ersteren befriedigt wird*). 

Wir kommen endlich zu den algebraischen Mannigfaltigkeiten des 
Raumes R,, welche eine nicht-integrable und mehr als dreigliedrige pro- 
jective Gruppe: gestatten. Dieselben sind: 

1) Der zweidimensionale Kegel 3 Ordnung und der dreidimensionale 
Kegel 4° Ordnung**), welche durch Projection bezw. einer rationalen 
Normaleurve 3** Ordnung (des /?;) und der developpablen Fliche ihrer 
Tangenten entstehen. Dieselben gestatten eine 8-gliedrige projective 
Gruppe G, (mit invarianter integrabler G,). 

Liegt die Integralcurve einer linearen Differentialgleichung 5'* Ord- 
nung auf einem dieser beiden Kegel, so ist diese Differentialgleichung 
auch reducibel; und zwar gestattet sie die simmtlichen Lisungen einer 
linearen Differentialgleichung 4‘ Ordnung mit rational bekannten Coeffi- 
cienten, kann also folgende Gestalt annehmen: 


y+ py) (Yay + ay" + ay + uy) = 9, 

wo die Differentialgleichung 4 Ordnung y/” + qy” + ---=0 von 
derselben Beschaffenheit als im obigen Falle 2) ist, oder insbesondere 
auch selbst, vom 2%" Gliede befreit, die Gestalt y/” + 10sy” +---=—0 
annimmt***), Die Integration der vorgelegten Differentialgleichung er- 
fordert daker nur diejenige einer linearen Differentialgleichung 2‘* Ord- 
nung, eine gewisse Anzahl von Quadraturen, und, allgemein zu reden, 
auch die Auflésung einer Gleichung 3°" Grades; 

2) Die dreidimensionale Mannigfaltigkeit 3” Ordnung und 3 Classe 
mit Doppelebene (y, = y; = 0): 


Ys — 2Y2YaYs + ysys” = 0 
und die Regelfliiche 3°” Ordnung mit geradliniger Leitlinie : 
YYs — Ys = Ys — 2Y2Y.Ys + YY’ = OF), 
*) Man vgl. dariiber meinen Aufsatz in den ,,Rendiconti dell’ Istitituto Lom- 
bardo“, s. Il, t. 32 (1899); Nr. 5. 
**) Dieser dreidimensionale Kegel wird durch die allgemeine Gleichung des 
obigen Falles 2) dargestellt, falls man in derselben k = 0 setzt. 
***) Das geschieht offenbar, falls die Integralcurve auf dem obigen zweidimen- 
sionalen Kegel 3'* Ordnung liegt. 
+) Diese Regelfliiche bildet, zweifach geziihlt, den vollstiindigen Durchschnitt 
der beiden Mannigfaltigkeiten bezw. 2*" und 3" Grades, welche durch die obigen 
Gleichungen dargestellt werden. 
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‘ 


welche einander dualistisch entsprechen und eine 6-gliedrige Collineations- 
gruppe G, (mit invarianter integrabler G,) gestatten. 

Diesem Falle entsprechend finden wir auch reducible Differential- 
gleichungen; und zwar Differentialgleichungen, welche die sammtlichen 
Lésungen einer linearen Differentialgleichung bezw. 2" und 3%" Ordnung 
mit rational bekannten Coefficienten gestatten und folglich bezw. die hier 
angegebenen Gestalten annehmen miissen: 


y” + ay + ay + 99) (YY +nry + ry) =9, 
(y” +py + py) YY” + ay" + ay’ + ay) = 0. 


Dabei bemerken wir noch dass die beiden linearen Differential- 
gleichungen: ; 
y +pry +ry=O2, 
yo” + ay" + ay + oy = 0 


unter einander stets in derselben Beziehung stehen miissen, wie im obigen 
Falle 3)*). Hier auch kommt es, von algebraischen Operationen und 
Quadraturen abgesehen, nur darauf an, eine lineare Differentialgleichung 
2" Ordnung zu integriren; 
3) Die Mannigfaltigkeiten 2%" Grades, und zwar: 
a) die nicht ausgearteten Mannigfaltigkeiten, mit oo” projectiven 
Transformationen in sich; 
b) die Kegel erster Art, mit oo” projectiven Transformationen 
in sich; 
ce) die Kegel zweiter Art, mit oo” projectiven Transformationen 
in sich. 
Besteht nun zwischen den Fundamentallésungen einer linearen Differential- 
gleichung 5** Ordnung eine (in lineare Factoren nicht zerfallende) quadra- 
tische Relation mit constanten Coefficienten, so findet, den obigen Fallen 
a), b), ec) entsprechend, folgendes statt: 
a) Die vorgelegte Differentialgleichung lasst sich durch eine Trans- 
formation = ay + by’, wo die Bestimmung von a, b eine Quadrat- 
wurzel und eine Quadratur erfordert, in die zweite Associirte der linearen 


Differentialgleichung 4‘ Ordnung; 
y+ py’ + py +ay=0 


*) Man vgl. hieriiber meinen erwiihnten Aufsatz in den ,,Rendiconti dell’ Isti- 
tuto Lombardo“ d. J., Nr. 6. In allen bisher betrachteten Fallen (denjenigen der 
algebraischen Integralcurve ausgeschlossen) bleibt das gefundene Resultat offenbar 
auch dann giiltig, falls wir nur voraussetzen, dass die Rationalitiitsgruppe der vor- 
gelegten Differentialgleichung durch die betreffende projective Gruppe des R, ge- 
deutet wird. 
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iiberfiihren, und ihre Integration ist demnach auf diejenige dieser letzten 
Differentialgleichung zuriickgefiihrt; 


b) Die vorgelegte Differentialgleichung kann (nach Nr. 16,17) durch 


eine Transformation y = 92 (wo 3 rational bekannt ist) auf folgende 
Gestalt gebracht werden: 





(f+pe} {or —"—E ot 2-+5)e"4 [B0'+9)— 20+) —"]¢ 
—[S=8— a o'tsy]el =o, 


und ihre Integration erfordert daler (von Quadraturen abgesehen) nur die- 
jenige der beiden linearen Differentialgleichungen 2" Ordnung u”+ ru==0, 
v’ + sv=0, wobei r, s durch eine Gleichung 2%" Grades bestimmt 
werden; 

c) Die vorgelegte Differentialgleichung kann (nach Nr. 16,11) durch 
eine Transformation y = oz folgende Gestalt annehmen: 


(2” + pa’ + qz) (2 + 4s2’+ 2s’2) = 0 
und ihre Integration erfordert dann (von Quadraturen abgesehen) nur die- 
jenige der beiden linearen Differentialgleichungen 2** Ordnung 


e+ pe tqe=0, uw’ +su=0. 
Aus dieser Auseinandersetzung folgt offenbar das zusammenfassende 
Resultat, welches in der Kinleitung ausgesprochen wurde. 


Capitel 8. 


Ueber lineare homogene Differentialgleichungen, deren Integral- 
curve in einer algebraischen Mannigfaltigkeit von gegebener Anzahl 
(< 3) von Dimensionen enthalten ist. 


Lineare Differentialgleichungen mit algebraischer Integral- 
F curve *). 

32. In Nr. 9, II ist bereits erwaihnt worden, dass die rationalen 
Normaleurven (» — 1)** Ordnung die einzigen Curven eines R,_; sind, 
welche eine nicht-integrable (und zwar eine 3-gliedrige einfache) pro- 
jective Gruppe gestatten. Wir diirfen daher folgenden Satz aussprechen: 

Eine lineare Differentialgleichung n*" Ordnung mit algebraischer Integral- 
curve ist stets durch algebraische Operationen und Quadraturen integrirbar, 
den einzigen Fall ausgenommen, in welchem diese Curve eine rationale 
Normalewrve (n— 1)" Ordnung ist. In diesem Falle wird die vorgelegte 





*) Wallenberg: Crelle’s Journal, t. 113, S.1—41; Fano: Rend. della R. 
Acc. dei Lincei. 1. sem. 1895, 8S. 18—26, 51—57. 
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Differentialgleichung (nach Nr. 13) durch die (m — 1)*" Potenzen der 
simmtlichen Lésungen einer linearen Differentialgleichung 2" Ordnung 
mit rational bekannten Coefficienten befriedigt, und ihre Integration ist 
folglich auf diejenige dieser letzten Differentialgleichung zuriickgefiihrt. 
Bringt man ihr zweites Glied zum Wegfall, so muss die hervorgehende 
Differentialgieichung folgender Gestalt sein: 


a) M+ ("sve ¢20("E eyes 
43 ee 4 Set st yo 4) 
+4(" EV lor Sets sl yo D4. 


und es geniigen ihr dann die (mw — 1)*" Potenzen der Liésungen der 
Differentialgleichung u” + su = 0. 

Erinnern wir uns endlich noch daran: 

a) dass die rationalen Curven die einzigen algebraischen Curven sind, 
welche unendlich viele projective Transformationen gestatten kénnen; und 
dass diejenigen unter ihnen, welche nicht ,normal“ sind (d. h. einem 
Raume niedrigerer Dimension als ihre Ordnung angehéren), simmtlich 
als Projectionen von rationalen Normalcurven derselben Ordnung erhalten 
werden kénnen; 

b) dass eine lineare Differentialgleichung mit unimodularer Ratio- 
nalitiitsgruppe, deren Integralcurve algebraisch ist und nur eine endliche 
Anzahl projectiver Transformationen zulisst, zugleich auch eine endliche 
Rationalitaétsgruppe haben muss*), und folglich algebraisch integrirbar ist; 

so diirfen wir auch sagen: Kine vom zweiten Gliede befreite lineare 
Differentialgleichung mit algebraischer Integraleurve muss: 

1) entweder algebraisch integrirbar sein; 

2) oder die Form (1) haben; 

3) oder auch kinnen ihre stimmtlichen Lisungen einer reduciblen linearen 
Differentialgleichung der Gestalt (1) und hiherer Ordnung geniigen**); doch 
muss in diesem Falle die Function s eine solche sein, dass die lineare 
Differentialgleichung wu” -+- su =O sich durch eine Quadratur integriren 
lasst (da ihre Rationalititsgruppe bloss eingliedrig sein wird). 


*) Diese Rationalitiitsgruppe muss nimlich das System der zwischen den Funda- 
mentallésungen bestehenden algebraischen Gleichungen (wodurch eben die algebraische 
Integralcurve dargestellt ird) in sich iiberfiihren; und letzteres gestattet nach Voraus- 
setzung nur eine endliche Anzahl von linearen Transformationen. 

“*) Diese Differentialgleichung héherer Ordnung ‘wiirde nimlich eine rationale 
normale Integralcurve haben; und die Integralcurve der vorgelegten Differentialgleichung 
wiirde in diesem Falle eine geeignete Projection der vorangehenden sein. 
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Lineare Differentialgleichungen, deren Integralcurve in einer 
algebraischen Flache enthalten ist. 


33. Aus der Theorie der algebraischen Flichen mit unendlich vielen 
projectiven Transformationen in sich entxfehmen wir folgende Siitze: 
»Gestattet eine algebraische Flache eine continuirliche, nicht- 
integrable, intransitive Gruppe projectiver Transformationen, so ist 
letztere geradezu eine dreigliedrige, einfache Gruppe; und die vor- 
gelegte Fliche ist dann auf eine Regelfliche mit einem invarianten 
Biischel von Leitlinien ein-eindeutig abbildbar“. *) 
»Gestattet eine algebraische Fliche eine continuwirliche, transi- 
tive Gruppe projectiver Transformationen, so ist sie rational (d. h. 
auf die Ebene abbildbar); und zwar kann man sie entweder auf 
die Ebene, oder auf eine nicht ausgeartete Fliche 2'° Grades, 
oder endlich auf eine rationale normale Kegelfliche [™ irgend 
eines Raumes R,,41 derartig abbilden, dass die vorgelegte Gruppe 
projectiver Transformationen in eine ebenfalls projective Gruppe 
auf dieser neuen Fliche iibergeht“.**) 
Aus dem ersten Satze folgt sofort: 


Liegt die Integralcurve einer linearen Differentialgleichung auf einer 
algebraischen Fiche, welche keine transitive Gruppe projectiver Transfor- 
mationen gestattet, so erfordert thre Integration nur algebraische Operationen 
und Quadraturen, oder hichstens die Integration einer linearen Differential- 
gleichung 2% Ordnung (oder auch einer Riccati’schen Gleichung). Ist eine 
derartige Integration erforderlich, so gehért die vorgelegte Differential- 
gleichung zu der in Nr. 15 untersuchten Classe (da ihre Rationalitiits- 
gruppe als dreigliedrige einfache projective Gruppe mit mehreren in- 
varianten Curven gedeutet wird); sie ist folglich reducibel und es lasst 
sich leicht eimsehen, dass sie geradezu die Lésungen einer gewissen An- 


zahl + von linearen Differentialgleichungen einer und derselben Ordnung 


k gestattet. — Die obige Flache enthilt nimlich einen Biischel invarianter 
(rationaler, normaler) Curven; sind dieselben (k—1)*" Ordnung, so miissen 


*) Fano: Sulle equazioni differenziali lineari di ordine qualunque, che defi- 
niscono curve contenute in superficie algebriche (Rend. della R. Acc. dei Lincei, 1. sem. 
1895, S. 329). 

**) Enriques: I gruppi continui di trasformazioni cremoniane del piano; Sopra 
un gruppo continuo di trasformazioni di Jonquiéres del piano (Rend. della R. Acc. 
dei Lincei, 1. sem. 1893, S. 468 ff.; 532 ff). Fano: Sulle equazioni differenziali lineari 
di ordine qualunque ... (Rend. della R. Acc. dei Lincei, 1. sem. 1895; S. 325). 
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mindenstens zwei der in Nr. 15 betrachteten Zahlen q, = k—1 sein*), 
Andrerseits aber muss die Gesammtheit der diesen Zahlen q, = k — 1 ent- 
sprechenden invarianten Raume Ry = R,-1 in keinem Raume niedrigerer 


Dimension als R,—; enthalten sein (da dies sonst auch fiir obige Flache 
geschehen wiirde); es miissen folglich die sdimmtlichen Zahlen g,—k—1 sein. 


Wir kommen jetzt zum zweiten und interessanteren Falle, dass die 
Integralcurve der vorgelegten linearen Differentialgleichung n‘** Ordnung 
auf einer algebraischen Flache gm des Raumes R,_, liegt, welche eine 
transitive Collineationsgruppe gestattet**). Mit y,,y,---, Yn bezeichnen 
wir die homogenen Coordinaten eines beliebigen Punktes der Fliche » 
und insbesondere auch der Integralcurve der vorgelegten Differential- 
gleichung (wobei wir dann die y; als Fundamentallésungen letzterer an- 


sehen). — In Folge des zweiten der obigen Sitze lassen sich nun ge- 
wisse rationale Functionen (mit constanten Coefficienten): 

a ee Rae 
(1) a = falYs Yo °* * Yn) + ag 


k= 3,4 od. m+2 
aufstellen, welche folgenden Bedingungen geniigen: 

1. Sie erfiillen, falls 4 4 ist, eine in lineare Factoren nicht zer- 
fallende quadratische Gleichung (mit constanten Coefficienten); und, falls 
(=m-+ 2 ist (m> 2), eine gewisse Anzahl von Gleichungen, welche 
auf das Verschwinden aller zweireihigen Determinanten der Matrix: 

2, by By °° * Sm 

By By Sy ° + * Sm pi| 

zuriickgefiihrt werden kénnen. Damit meinen wir gerade, dass diese Glei- 
chungen in Bezug auf die durch die Gleichungen der Fliche g verkniipften 
Gréssen y; identisch bestehen sollen; 

2. Ertheilt man den Gréssen 2, beliebige, (fiir k >3) den letzt- 
genannten Gleichungen geniigende Werthe, so werden die Gleichungen (1) 
durch die Coordinaten je eimes Punktes (y) der Fliche p befriedigt; 

3. Bei allen linearen Substitutionen der y;, welche die Fliche » in 
sich iiberfiihren, erfahren die z, eine ebenfalls lineare Substitution mit 


constanten Coefficienten, welche das System der zwischen ihnen eventuell 
bestehenden Gleichungen auch in sich tberfiihrt; 





*) Dies ist niimlich nothwendige und hinreichende Bedingung, damit un- 
endlich viele invariante Curven (/—1)‘** Ordnung vorhanden seien. Man vgl. meine 
Abhand. Sulle varieta algebriche... . (Mem. della R. Acc. di Torino, S. II, t. 46, 
1895 — 96), § 4. 


**) Vgl. meinen vorhin erwiihnten Aufsatz: Sulle equazioni differenziali lineari 
di ordine qualunque ..., S. 325 ft. 
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und dies alles ist nur die unmittelbare analytische Uebersetzung des oben 
ausgesprochenen Satzes. 

Denken wir uns nun die y; als (geeignet ausgewihlte) Fundamental- 
lésungen der vorgelegten linearen Differentialgleichung und die 


Zn = fa(Ys Yo - > * Yn) 


folglich als rationale (Differential-) Functionen dieser Lésungen, so sind 
offenbar die in der Matrix: 


fw) fr Y) --- f® AY) 
if’) f°) --- Y) ft) 
. e e e ° . . ° . . . . | 
AD OW KO FW! 
enthaltenen Determinanten i’ Ordnung rationale Differentialfunctionen 
der y;, welche bei allen linearen Substitutionen der y;, die die Fliche » 
in sich iiberfiihren — und darunter sind eben die simmtlichen Operationen 
der Rationalitiitsgruppe der vorgelegten Differentialgleichung einbegriffen —, 
sich bis auf einen und denselben constanten Factor reproduciren: ihre 
Verhiltnisse sind folglich rational bekannte Functionen. Wir sagen daher: 
Die k Funetionen fi(y,Yo +++ Yn) sind Fundamentallisungen einer 
linearen Differentialgleichung k'’ Ordnung mit rational bekannten Coefficienten. 
Ist k = 3, so ergibt sich eine lineare Differentialgleichung 3** Ord- 


nung: : 
2” + 2" + Ge + 34 = 0 
méglichst allgemeiner Gestalt. 

Ist k = 4, so ergibt sich eine lineare Differentialgleichung 4‘* Ord- 
nung mit einer quadratischen Relation zwischen den Fundamentallésungen 
21) %) 23, #. Die Discriminante dieser Relation diirfen wir als nicht 
verschwindend voraussetzen, da wir den Fall einer verschwindenden Discri- 
minante auf k= m- 2 (fiir m= 2) werfen kénnen*). Die entsprechende 
Differentialgleichung wird daher, durch eine Transformation z= @z, wo 
@ eine rational bekannte logarithmische Ableitung besitzt, folgende Ge- 
stalt annehmen kénnen: 





a -— = 2° 4+2(r+s)2"+ [BO + s’)— 2(r+s) - —*| Zz 


7? — gs? 5 cw ” ~ 
(f= 8" _ 9" 8) 3m 
*) Die einzige iibrigbleibende Gleichung z,z, — z,*—= 0 stellt niimlich im 


Raume R, eine Kegelfliche 2°” Grades dar. 
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und wird dann bekanntlich durch die Producte der Lésungen der beiden 
Differentialgleichungen u” + ru —=0, v”-+ sv =O befriedigt. 

Im 3 Falle (k = m-+ 2) bekommen wir endlich eine reducible 
Differentialgleichung (m+ 2)** Ordnung, welche durch die m‘" Potenzen 
der Lésungen einer linearen Differentialgicichung 2** Ordnung mit rational 
bekannten Coefficienten befriedigt wird. Dieselbe kann durch eine Trans- 


formation z= 0z (mit rational bekanntem e) auf folgende Form gebracht 
werden: 


(Z+12} (smn g (ME?) zm g.0(™T?) grams 
+3("17) (s+ 5m +5 s*) gim—) -L sale =(), 


Nehmen wir nun an, dass die fiir z erhaltene lineare Differential- 
gleichung integrirt sei, so lassen sich aus den Gleichungen 2, =/)(Y,Ye°:Yn), 
nach den gemachten Voraussetzungen (und falls man die zwischen den y; 
und zwischen den z, bestehenden Gleichungen beriicksichtigt), die y; alge- 
braisch und eindeutig, folglich auch rational berechnen. Die Integration 
der vorgelegten linearen Differentialgleichung ist daher auf diejenige von 
einer der drei letztgeschriebenen Differentialgleichungen zuriickgefiihrt; und 
zwar in dem Sinne, dass die Liésungen erst»rer, oder eventuell einer 


Transformirten derselben in yoy (mit rational bekanntem -); rationale 


Functionen der Lésungen irgend einer dieser letzten drei Differential- 
gleichungen sind. — Die Bestimmung der zur Transformation erforder- 
lichen Functionen /,(y; y.--- Yn) gehért eigentlich nicht unserer Theorie 
an, sondern vielmehr derjenigen der Linearsysteme von algebraischen Curven 
in der Ebene und auf den rationalen Fliichen; allerdings muss sie fiir 
jeden einzelnen Fall besonders ausgefiihrt werden. 

Wir schliessen mit folgendem zusammenfassenden Satze: 

Bestehen zwischen den Fundamentallisungen einer linearen Differential- 
gleichung von beliebiger Ordnung n irgend welche algebraische Relationen 
mit constanten Coefficienten, doch in der Art dass dieselben aus dem Ge- 
sammiraume Riri (Y= Yo i+ ++: Yn) eime hodchstens zweifach ausgedehnte 
Mamnigfaltigkeit absondern, so erfordert die Integration der vorgelegten 
Differentialgleichung, von algebraischen Operationen und Quadraturen ab- 
gesehen, hichstens die Integration : 

entweder von einer oder zwei linearen Differentialgleichungen 2‘ Ord- 
nung (od. Riccati’schen Gleichungen); 

oder auch einer einzigen linearen Differentialgleichung 3° Ordnung. 
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Lineare Differentialgleichungen, deren Integralcurve in einer 
dreidimensionalen algebraischen Mannigfaltigkeit enthalten ist. 


34. Ich habe neuerdings gezeigt*), dass jede dreidimensionale alge- 
braische Mannigfaltigkeit, welche eine transitive Gruppe projectiver Trans- 
formationen zulisst, rational (d. h. ein-eindeutig auf den Raum R, ab- 
bildbar) ist. 

Es wiirde daher keine Schwierigkeit darbieten, auch fiir derartige 
Mannigfaltigkéiten einen fhnlichen Satz aufzustellen, wie den 2*" Satz 
von Nr. 33 in Bezug auf algebraische Flichen. — Wir brauchen nur von 
der bereits vollzogenen Anfziihlung der verschiedenen ,,Typen“ von con- 
tinuirlichen Gruppen von Cremona-Transformationen des Raumes R,**) aus- 
zugehen (insofern eine jede projective Gruppe auf einer rationalen V,, bei 
Abbildung letzterer auf R,, in eine Cremona’sche Gruppe iibergeht), fiir 
eine jede dieser typischen Gruppen irgendein (ein fiir allemal bestimmtes) 
invariantes, einfaches***), mindestens co*-Linearsystem von Fliichen aus- 
zusuchen, und letzteres in der iiblichen Weise durch eine Mannigfaltigkeit 
V, darzustellen+). Dadurch werden wir eine endliche Anzahl typischer 
V, erhalten++); und jede V,, die eine transitive Collineationsgruppe zu- 
lasst, wird sich auf eine dieser letzteren in der Weise abbilden lassen, 
dass die betrachteten projectiven Transformationen in ebenfalls projective 
iibergehen. 

Dies alles ist auch in meiner Abhandlung: J gruppi di Jonquiéres 
generalizzati++}) wesentlich enthalten, obgleich der hier erforderliche Satz 
in dieser Form dort nicht ausdriicklich auftritt. 

Dieser Satz findet auf lineare Differentialgleichungen, deren Integral- 
curven in einer algebraischen V, mit transitiver Collineationsgruppe in 


*) Vgl. meinen Aufsatz: Un teorema sulle varieta algebriche a tre dimensiont 


con infinite trasformazioni proiettive in sé (Rend. della R. Acc. dei Lincei, 1. sem. 
1899). 

**) Enriques-Fano: I gruppi continui di trasformazioni cremoniane dello spazio 
(Ann. di Matem., s. II, t.26; 1897); Fano: JI gruppi di Jonquiéres generalizzati (Mem. 
della R. Ace. di Torino, s. Il, t. 48; 1897—98). 

*) Kin Linearsystem von Gebilden wird als ,,einfach* bezeichnet, wenn die- 
jenigen ihm zugehirigen Mannigfaltigkeiten, welche einen Punkt allgemeiner Lage 
enthalten, zugleich auch durch keinen anderen mit ersterem veriinderlichen Punkt 
gehen. 

+) D. h. eine V, zu construiren, welche auf R, in der Weise abgebildet 
werden kann, dass ihren ebenen (2-dimensionalen) Durchschnitten die Flichen des 
obigen Linearsystems entsprechen. 

+t) Doch werden dieselben eine ziemlich grissere Anzahl bilden, als im Falle 
algebraischer Flichen: niimlich 15 anstatt 3. 

+tt) Mem. della R. Acc. di Torino, s. Il, t. 48; 1897—98. 
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sich enthalten sind, eine ganz ahnliche Anwendung, wie wir es in Nr. 33 
fiir Integralcurven, die auf einer algebraischen Fiche liegen, gesehen 
haben. Ohne auf Beweise einzugehen, wollen wir uns darauf beschranken, 
folgendes leicht ersichtliches Resultat anzugeben: 

Jede lineare Differentialgleichung, deren Integraleurve in einer alge- 
braischen V,, die eine transitive Collineationsgruppe zuldsst, enthalten ist, 
kann durch eine rationale (und eindeutig wmkehrbare) Transformation 
2, = fa (Yi Yo*** Yn) im eine ebenfalls lineare Differentialgleichung einer der 
niichstfolgenden Gattungen iibergefiihrt werden*): 

1. Lineare Differentialgleichung 4° Ordnung; 

2. Lineare Differentialgleichung 5° Ordnung mit einer quadratischen 
Relation von nicht verschwindender Discriminante zwischen den Fundamental- 
losungen ; 

3. Lineare Differentialgleichung 6% Ordnung, welche durch die Producte 
der Lisungen von zwei ebenfalls linearen Differentialgleichungen bezw. 
2 und 3” Ordnung befriedigt wird; 

4. Lineare Differentialgleichung 8" Ordnung, welcher die Producte 
der Lisungen von drei linearen Differentialgleichungen 2°" Ordnung Geniige 
leisten ; 

5. Lineare Differentialgleichung (2m + 2)" Ordnung, welcher die 
Producte der Lisungen von zwei linearen Differentialgleichungen bezw. 
2 und (m+ 1)" Ordnung Geniige leisten — wobei noch zu bemerken ist, 
dass letetere durch die (m — 1)" Potenzen der Lésungen einer anderen 
linearen Differentialgleichung 2%" Ordnung befriedigt werden muss; 

6. Reducible lineare Differentialgleichungen irgend einer Ordnung k, 
welche die stimmtlichen Liésungen einer linearen Differentialgleichung (k— 1)” 
Ordnung gestatten — wobei hinzuzufiigen ist, dass die Integralcurve letzterer 
auf einer algebraischen Fliche mit transitiver Collineationsgruppe liegen 
muss. Das fiihrt noch auf drei verschiedene Fille, gemiss den Ent- 
-wickelungen von Nr. 33; 

7. Lineare Differentialgleichungen (m-+- 2) Ordnung, welche die Gestalt: 


woe ta(er (MPN eerns--)—0 


*) In dieser Aufziihlung habe ich fiir 1—5 dieselben Nummern behalten, mit 
welchen in meinem Aufsatze: Le trasformazioni infinitesime dei gruppi cremoniani 
tipict dello spazio (Rend. della R. Acc. dei Lincei, 1. sem. 1898) die infinitesimalen 
Transformationen der entsprechenden Cremona’schen Gruppen des R, bezeic*net 
wurden. Der jetzige Fall 6 entspricht den Gruppen [6], [7], [8] der genannten Auf- 
zihlung; und die Fille 7—9, 10—11 u. 12 entsprechen bezw. den Gruppen [9|—[11], 
[13]—[14] u. [15]—[16]. Die Gruppe [12] ist in R, intransitiv und findet hier folglich 
keine Anwendung. 
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haben, oder auch mit einer solchen dquivalent sind: dabei ist die zweite 
Klammer mit der linken Seite der in Nr. 13 auftretenden Differential- 
gleichung (A) identisch; 

8. Lineare Differentialgleichungen (m + n)*” Ordnung, welche die 
siimmtlichen Loésungen von zwei ebenfalls linearen Differentialgleichungen 
bezw. mi” und n*” Ordnung von der in Nr. 13 wntersuchten Classe gestatten; 

9. Lineare Differentialgleichungen irgend einer Ordnung m ("F *) +2 
von ziemlich complicirter Gestalt, deren Integration aber bloss diejenige 


einer linearen Differentialgleichung 2‘* Ordnung und eine gewisse Anzahl 
von Quadraturen erfordert; 


10. Lineare Differentialgleichungen 8" Ordnung, welche, vom 2'" Gliede 
befreit, eime achtgliedrige, mit der projectiven Gruppe der Ebene gleich- 
zu engesetzte Rationalititsgruppe besitzen. — Die Integration dieser 
Differentialgleichung erfordert bloss diejenige einer linearen Differential- 
gleichung 3‘* Ordnung; vermuthlich wird sie durch die Producte der 


Lésungen letzterer und ihrer Adjungirten befriedigt (worunter eben acht 
linear unabhiingige vorhanden sind); 


11. Lineare Differentialgleichungen m** Ordnung mit den Relationen: 














Y Yo °° * Yn—2 
Ys Ys * Ym—1|| = 0 
Ys Yoo Ym il 


zwischen den Fundamentallésungen, welche zu der in Nr. 14 untersuchten 
Classe gehdren; 


12. Lineare Differentialgleichungen 6” und 12" Ordnung mit gewissen 
quadratischen Gleichungen zwischen den Fundamentallésungen (Enriques- 


Fano, a. a. O., 8§ 26—27), welche ebenfalls zu der in Nr. 14 unter- 
suchten Classe gehéren. 


35. Ist eine algebraische V, bei einer continuirlichen projectiven 
Gruppe G, invariant, welche in Bezug auf sie intransitiv ist, so kann 
man leicht zeigen, dass einer der folgenden Fille auftreten muss: 

1. Die Gruppe G;, ist integrabel; 

2. Die Gruppe G; ist nicht-integrabel, enthalt aber eine invariante 


und integrable Untergruppe G,—; (insbesondere kann sie, fiir k= 3, drei- 
gliedrig und einfach sein); 


3. Es ist k = 6, und die Gruppe G, mit der umfassendsten conti- 
nuirlichen projectiven Gruppe einer nicht ausgearteten Fliche 2‘ Grades 
gleichzusammengetzt ; 
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4. Es ist k=8 und G, mit der projectiven Gruppe der Ebene 
holoedrisch isomorph. 


Es folgt daraus, dass die Integration einer linearen Differential- 
gleichung, deren Integralcurve in einer derartigen V, enthalten ist, je 
nach den 4 verschiedenen Fallen, entweder nur algebraische Operationen 
und Quadraturen erfordern wird, oder auch die Integration von einer oder 
zwei Riccati’schen Gleichungen, oder endlich einer nicht linearen Diffe- 
rentialgleichung 2** Ordnung, welche durch eine lineare Differential- 
gleichung 3" Ordnung ersetzt werden kann. 

Fassen wir Alles, was wir in diesem Capitel gesagt haben, zu- 
sammen, so kénnen wir folgenden Satz aussprechen: 

Ist die Integraleurve einer linearen Differentialgleichung in einer alge- 
braischen Mannigfaltigkeit von k <3 Dimensionen enthalten — d. h. be- 
stehen zwischen ihren Fundamentallisungen algebraische Relationen, welche 
eine hichstens dreidimensionale Mannigfaltigkeit darstellen —, so erfordert 
die Integration dieser Differentialgleichung, von algebraischen Operationen 
und Quadraturen abgesehen, nur die Integration: 

1. einer linearen Differentialgleichung 4° Ordnung ; 


2. oder einer linearen Differentialgleichung 3 Ordnung und eventuell 
auch einer von der 2" Ordnung; 


3. oder endlich von héchstens drei linearen Differentialgleichungen 
2 Ordnung (oder Riccati’schen Gleichungen). 


Colognola ai Colli bei Verona, Ende Juli 1899. 


Inhaltsverzeichniss. 


Capitel 1. 


ine Einleitende Bemerkungen. 

1.—3. Ueber Differentialinvarianten und deren Auftreten in den Unter- 
suchungen tiber lineare homogene Differentialgleichungen zwischen 
den Fundamentaliésungen 


Seite 


ESE Ta pre eee as Le eee a . 500—505 

4.—5. Rationalitiitsgruppe einer linearen Differentialgleichung, deren Auf- 

treten im vorgelegten Problem, und allgemeine Bedeutung fiir das 
Iebegrmtiomeverfaerem wd wt tt tt tt es 505— 511 

6. Ueber den Begriff der Irreducibilitit bei linearen Differential- 
ee orig as aie Soe ke eG hee Whe ee ee 511—512 














10. 


16. 
17. 
18. 
19. 

20.— 24. 


25. 


26 


27. 
28. 


. Zweierlei Erweiterungen des letztbehandelten Falles 


Ueber lineare homogene Differentialgleichungen. 589 
Capitel 2. 
Einfitihrung geometrischer Betrachtungen. Seite 
. Integralcurve einer linearen Differentialgleichung ....... 513 — 515 
Geometrische Auffassung des vorgelegten Problems ..... . 515 — 516 
I. Ueber den Isomorphismus zwischen linearen und projectiven 
Gruppen. II. Beschriinkung auf den Fall continuirlicher nicht- 
integrabler Gruppen. III. Ueber algebraische Mannigfaltigkeiten 
mit unendlich vielen projectiven Transformationen in sich . 516—520 
Capitel 3. 
Ueber eine verallgemeinerte, rein gruppentheoretische Auffassung 
SD WHEE wn ens ee Be le,» ety wo gees 520 — 523 . 


Capitel 4. 


. Ueber lineare homogene Differentialgleichungen 3'** Ordnung mit 


einer quadratischen Relation zwischen den Fundamentalliésungen 524 —528 
528 — 529 


Capitel 5. 


Ueber lineare homogene Differentialgleichungen mt Ordnung mit 


rationaler normaler Integralcurve 529 — 533 


. Ueber lineare homogene Differentialgleichungen n‘** Ordnung, deren 


Rationalitiitsgruppe eine invariante rationale Normalcurve zuliisst 533 — 535 


. Ueber lineare homogene Differentialgleichungen n‘** Ordnung, deren 


Rationalitiitsgruppe als dreigliedrige projective Gruppe des R,_ , 


gedeutet wird 535 — 537 


Cw © 6 6 + 2° OS + Bee © +. aoe See «© 


Capitel 6. 


Ueber lineare homogene Differentialgleichungen m'* Ord- 
nung mit einer quadratischen Relation zwischen den 
Fundamentallésungen. 


Allgemeine Bemerkungen. Der Fall einer verschwindenden Discri- 
WE, ne «odd: hie 6 Sa ot jungle. Gees ales 08 537 — 540 
Der Fall » = 4 bei nicht verschwindender Discriminante . . . 540—544 
Der Fall » = 4 bei verschwindender Discriminante..... . 544 — 545 
Weitere Bemerkungen. Heranziehen liniengeometrischer Betrach- 
tungen fir wm=65 und wm=6..............-.-. 545 — 548 


Differentialgleichungen 5**™ und 6'*t Ordnung und 2‘ Ranges in 
Bezug auf die quadratische Form ff. .........2.2.2.. 
Differentialgleichungen 5** Ordnung und 1%" Ranges in Bezug 
RRS a CE I | oe ee eee 
Differentialgleichungen 6" Ordnung und 1” Ranges in Bezug 
: RES eee ee ee ee eee 
Allgemeine Bemerkungen, die Fille » > 6 betreffend. ... . 
Ueber lineare Differentialgleichungen, welche mit ihren Adjungirten 
zur selben Art gehéren 


548 — 558 


558— 561 


561 — 566 
566 — 568 


568— 572 








29. 
30. 
31. 


32. 
33. 


34.— 35. 





Giro Fano. Ueber lineare homogene Differentialgleichungen. 


Capitel 7. Seite 


Specielle Resultate tiber lineare homogene Differen- 

tialgleichungen 3, 4" und 5%" Ordnung mit alge- 

braischen Relationen zwischen den Fundamental- 
lésungen. 


Lineare Differentialgleichungen 3** Ordnung. ....... . . 572—573 

Lineare Differentialgleichungen 4** Ordnung. . . . . . .. . . 573—574 

Lineare Differentialgleichungen 5** Ordnung. ....... . . 574—579 
Capitel 8. 


Ueber lineare homogene Differentialgleichungen, deren 

Integralcurve in einer algebraischen Mannigfaltigkeit 

von gegebener Anzahl (< 38) von Dimensionen ent- 
halten ist. 


Lineare Differentialgleichungen mit algebraischer Integralcurve 579 — 580 
Lineare Differentialgleichungen, deren Integralcurve in einer alge- 
braischen Fliiche enthalten ist... .. . Pac gy 1s. ch ole wa. or 
Lineare Differentialgleichungen, deren Integralcurve in einer drei- 
dimensionalen algebraischen Mannigfaltigkeit enthalten ist . . . 585—588 











Der Staudt-Clausen'sche Satz. 


Von 
J. C. Kiuvuyver in Leiden. 


Der von Herrn K. Schwering in den Annalen Bd. 52, pag. 171 
gegebene Beweis des obigen Satzes veranlafst mich zur Mittheilung des 
nachstehenden Beweises. 


Aus der Definitionsgleichung der Bernoulli’schen Zahlen 


zx e +1 _~ _, Ba 2 
7 a 1 2a 
n=1 


liest man sofort ab 











(—1)" B, = Dido 29, = Diag “log [1 —A—)] 


h=@ 
=— Din 5 e(l—ey>, 
h=1 


oder auch, da man offenbar hat 


Dinve(1—e*)’ =0, (a<). 
h=2n-+1 ‘ 
(—1)""" B, = ys 5, Dito e (1—-6*)'™. 
h=1 

Zur Bestimmung der gebrochenen Bestandtheile, die rechts auftreten, sind 
zwei Fille zu unterscheiden. 

I. h ist theilbar, etwa gleich a><b. Mit Ausnahme des Falles h = 4 
ist a+ b<h—1, folglich sind in 

Ditoe'(1— eo) = Dida(1—e)" x (1 x ey 

alle Exponenten positiv. Nach Ausfiihrung der Differentiation und Null- 
setzen des x verschwinden alle Glieder, in welchen nicht beide Factoren 
(1 —e*)* und (1 — e*)’ differentiirt worden sind. Die iibrigen Glieder aber 
enthalten simmtlich den Factor a >< b, mithin ist 


1 20 — 
h Ds e(l—e)y 
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ganzzahlig. Der Fall h = 4 liefert keine wirkliche Ausnahme, denn man hat 
Den ,@(1—e)® = 1 — 3-29" 4+ 3. 32" — 42" =). (mod. 4) 
Il. h ist eine Primzahl. Wir setzen 
2n=k(h—1)+a. (0<a<h—1) 
Aus den beiden Gleichungen 


D2" e(1—e)y = 12" — (h—1), 22" 4 (h—1),32*—--- ER, 


De_,@(i—e)y = 0 = 1* — (h—1), 2 +(h—1),3* —--- + he 
ergiebt sich durch Subtraction 
Dito @(l—e)t = — (h—1), [24-91] + 1), 31] 


fees t hefheO—Y— 4]. 
Wenn nun «> 0 ist, so ist dem Fermat’schen Satze zufolge die rechte 


Seite durch h theilbar, fiir « — 0 aber giebt das letzte Glied einen Rest, 
man findet in diesem Falle 

Da: e(i—e* =—1. (mod h) 
Hieraus schliesst man, dass nur diejenigen Glieder des Ausdrucks fiir 
(—1)"*" B, gebrochene Bestandtheile (von der Form — x) liefern, fiir 
welche h eine Primzahl und kh — 1 ein Theiler von 2n ist (der Fall h = 2 
eingerechnet), und daher 


v 1 1 1 
1» = ganze Zahl + (—1)"|> + Rt+R+-:); 
wo h; Primzahl und 2” durch h; — 1 theilbar ist. 











we 





Ueber Lésungen des Dirichlet’schen Problems, welche durch eine 
Combination der Methoden von Neumann und Schwarz 
gefunden werden. 


Von 


Artuur Korn in Miinchen. 


§ 1. 


Es sei @ eine stetig gekriimmte*), geschlossene Oberfliche, es sei 
ferner f eine Function der Stelle (€7§) auf derselben, welche mit ihren 
ersten Ableitungen eindeutig und stetig ist; wir bilden successive die 
Functionen der Stelle (wyz) des Innen- resp. Aussenraumes von @ (die 
Neumann’sche Reihe): 











BW, = 0, 
W, esi < aff soe da, 
(1) Se cos (rv) 
B=+ { (Bis, + BWi-11) a da, 
(j = 2,3,---), 
in denen v die innere Normale von dw, r die Entfernung und Richtung 
do (Ent) — (xyz) 


vorstellt, wihrend die 
BW, und BW (j=1, 2, 3,---) 
die Randwerthe der Integrale Y%; an der inneren resp. fusseren Seite 


*) Wir wollen den Ausdruck ,,stetig gekriimmt* stets in dem Sinne gebrauchen, 
dass die Richtungscosinusse der Normalen der Fliiche 


cos (yx), cos (yy), cos (v2) 


eindeutige und stetige Functionen der Stelle (§7&) auf der Fliche sind und endliche 
erste Ableitungen haben. 


Mathematische Annalen, LIII. 38 
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von @ an der Stelle (y£) repriisentiren, dann lisst sich in aller Strenge 
zeigen, dass die Functionen ¥&; den Bedingungen geniigen: 
(2) abs. B,<A-N, (j—1,2,---) 
wo A eine endliche Constante, A einen echten Bruch darstellt, falls 

a) die Fliche w in Bezug auf einen inneren Punkt O convex ist 
(d. h. falls sich ein Punkt O innerhalb @ angeben lisst, durch den keine 
Tangentialebene zu @ gelegt werden kann), 

b) die ersten Ableitungen des Integrales: 


in ganzer Erstreckung des Innenraumes, und in ganzer Erstreckung des 
Aussenraumes eindeutig und stetig sind und die Gleichheit der normalen 
Ableitungen zu beiden Seiten der Fliche gesichert ist. 

Die Bedingung b) ist im besonderen erfiillt, wenn 

b,) auch die zweiten Ableitungen von f auf @ endlich oder wenigstens 
die ersten Ableitungen von f auf @ regular*) sind, 
oder: 

b,) eine Potentialfunction**) F' eines von w und einer @ beliebig 
nahen, geschlossenen, ganz innerhalb (ganz ausserhalb) @ verlaufenden 
Fliche @; (@.) begrenzten Raumes existirt, welche an der Fliche @ die 
Randwerthe /f besitzt. 


Setzt man: 
Wia = Biri + B im Aussenraume, 
(3) (j=90, 1, 2,---) 
Wj; = B41 — B; im Innenraume, 


(Gj=0, 1, 2,---), 
so folgt in bekannter Weise mit Hilfe von (2), dass die Functionen: 
U. = i> Wia des Aussenraumes, 
0 
(4) ° 
0; = - i(— 1)/+! W;; des Innenraumes 
0 





*) Wir nennen eine Function ® der Stelle (Eng) auf @ reguliir, wenn fiir zwei 
beliebige Punkte (&, y, £,) und (& 7, &) derselben in geniigend kleiner Entfernung 1,, : 
abs. (®, — %,)<a . a", 

wo a@ eine endliche Constante, 4 einen echten Bruch vorstellt. 

**) Der Begriff der Potentialfunction schliesst die Kindeutigkeit und Stetigkeit der 
ersten Ableitungen in ganzer Erstreckung des betreffenden Gebietes ein. Vgl. A. Korn, 
Lehrbuch der Potentialtheorie, Ferd. Diimmler’s Verlagsbuchh. Berlin 1899, S. 180—181. 











Ueber Lisungen des Dirichlet’schen Problems. 595 


das Dirichlet’sche Problem fiir den Innen- und Aussenraum von @ bei 
den Randwerthen 
f resp. f + const. 

lésen (Neumann’sche Methode des arithmetischen Mittels); es lisst sich 
ferner mit Hilfe eines von Liaponnoff*) gegebenen Beweises zeigen, dass 
bei den obigen Voraussetzungen U; resp. U, wirkliche Potentialfunctionen 
des Innen- resp. Aussenraumes sind, d. h. dass auch die ersten Ableitungen 
von U;(U,) in ganzer Erstreckung des Innenraumes (Aussenraumes) von 
w eindeutig und stetig sind. 

Da sich jeder geniigend kleine Theil jeder stetig gekriimmten Fliche 
als Theil einer Flache auffassen lisst, welche in Bezug auf einen inneren 
Punkt convex ist und sich die Neumann’sche Methode auch fiir abtheilungs- 
weise stetige Randwerthe f unter Bedingungen beweisen lisst, wie sie 
zur Anwendung der Schwarz’schen Methoden des alternirenden Verfahrens 
nothwendig und hinreichend sind, so gelingt es durch Combination der 
Methoden von Neumann und Schwarz das Dirichlet’sche Problem fiir den 
Innen- und Aussenraum einer beliebigen geschlossenen, stetig gekriimmten 
Flaiche @ zu lésen, unter den folgenden sehr allgemeinen Bedingungen 
fiir die Randwerthe /: 

c,) Es existirt eine Function F eines von und einer @ beliebig 
nahen, geschlossenen, ganz innerhalb (ganz ausserhalb) @ verlaufenden 
Fliche @;(@,) begrenzten Raumes, die in demselben mit ihren ersten 
Ableitungen eindeutig und stetig ist, endliche zweite Ableitungen hat (an 
Stelle der Endlichkeit der zweiten Ableitungen geniigt auch bereits die 
Regularitiit der ersten Ableitungen) und an der Fliche die Rand- 
werthe f besitzt; 
oder: 

c,) Es existirt eine Potentialfunction F des von @ und @;(@q) be- 
grenzten Raumes, welche an der Fliaiche @ die Randwerthe f besitzt. 

Den Beweis, dass man unter diesen Bedingungen die Lésung des 
Dirichlet’schen Problems durch Combination der Methoden von Schwarz 
und Neumann wirklich finden kann, habe ich in meinem Lehrbuche 
der Potentialtheorie (Theil IV) ausfiihrlich gegeben, den Beweis indessen 
dafiir, dass die so gewonnenen Liésungen auch wirkliche Potentialfunc- 
tionen des Innenraumes (Aussenraumes) darstellen, dass also auch ihre 
ersten Ableitungen in ganzer Erstreckung des Innenraumes (Aussenraumes) 
eindeutig und stetig sind, habe ich dort nur angedeutet (ib. 8. 341—344), 
und dieser Beweis soll nun im folgenden in aller Strenge geliefert werden. 


*) Liapounoff, sur certaines questions qui se rattachent au probléme de Dirichlet 
(Journ, de mathém. 1898). A. Korn, Lehrbuch der Potentialtheorie S. 332—340. 


338* 
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§ 2. 
Der Beweis schliesst sich eng an die Beweismethode von Liapounoff 
an, und wir werden auch hier von folgenden Hilfssiitzen Gebrauch machen. 


Ia) Ist x eine auf dem stetig gekriimmten Flichenstiicke w eindeutige 
und stetige Function, so geniigen die Werthe des Integrales: 


Ww =x cos (r) 
r? 
auf der Fliche selbst: > 
1 
WwW. = > (W.+ Wi) 


fiir zwei beliebige Punkte (&, 1, €) und (& 1%. §) der Fliche in gentigend 
kleiner Entfernung 7, der Bedingung: 


(5) abs. | Wu (E> %2 6) — Wo(Eim &)] << @- abs. Max. x - ri5* 


12 ? 
wo abs. Max. x den absolut gréssten Werth von x auf w, a eine endliche 
Constante und 4 einen echten Bruch vorstellt. Weder a und 4, noch die 
obere Grenze, unter der r,. liegen muss, hiingen dabei von der Function 
x ab, sie sind lediglich der Flache @ zugehérige Coustanten*). 
Ib) Ist H eine auf dem stetig gekriimmten Flichenstiicke @ eindeutige 
und stetige Function, so geniigen die normalen Ableitungen des Integrales: 


v—{u% 
Tr 
1 ov 

* zl | 


ov 
fiir zwei beliebige Punkte (&, 4, €) und (& 4, §) der Fliiche in gentigend 
kleiner Entfernung r,, der Bedingung: 


6) abs. | FT| Gms) —|5y 


auf der Flache selbst: 
oV 
ov 


ov 


Ov 








oa 


a 























(E, ‘)| < a-abs. Max. H- “7, 


wo abs. Max. H den absolut gréssten Werth von H auf @, a eine endliche 
Constante und 4 einen echten Bruch vorstellt. Weder a und A, noch die 
obere Grenze, unter der 7, liegen muss, hingen dabei von der Function 
H ab, sie sind lediglich der Fliche m zugehérige Constanten*). 

Ila) Geniigt auf der geschlossenen, stetig gekriimmten Fliiche @ die 
Function x fiir zwei beliebige Punkte (§, 7,€,) und (§ 7,6) im geniigend 
kleiner Entfernung r,, der Bedingung: 


*) Lehrbuch der Potentialtheorie S. 389. 
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a endlich, $ 
(7) abs. (%,—%,) << a- riz, ( echter Paresh) 


so ist bei geniigend kleiner Entfernung r des variablen Punktes (« yz) 
von @: 


(8) abs. rs n cos (rv) da S] c, abs. ae +c -a 


yr? 








wo h eine beliebige Richtung, 4’ einen echten Bruch vorstellt, wiaihrend 
c, und ¢, zwei endliche Constanten reprisentiren, die von der Function x 
ganz unabhiugig sind*). 

IIb) Geniigt auf der geschlossenen, stetig gekriimmten Fliche @ die 
Function H fiir zwei beliebige Punkte (&, 7, §) und (& 7 §&) in gentigend 
kleiner Entfernung 7,, der Bedingung: 


~ m — a endlich, ) 
(9) abs. (H, — H,) <a- ri’, G echter Bruch/’ 


so ist fiir einen Punkt (wyz) der Normalen y, in irgend einem Punkte 
(Eo &) der Flache bei beanbag kleiner Entfernung r von (& % &): 


ss abs. Max. H + ¢,-a 
(10) abs. i “i 





wo h eine beliebige Richtung, 4’ einen echten Bruch vorstellt, waihrend 
¢, und ¢, zwei endliche Constanten reprisentiren, die von der Function 
H ganz unabhingig sind*). 

Bemerkung*) zu Ila) und IIb). Ist in Ifa) und IIb) @ nicht ge- 
geschlossen, sondern ein von der Curve 6 begrenztes, stetig gekriimmtes 
Flachenstiick, so kommt in den Formeln (8) und (10) rechts noch ein Glied: 


¢, abs. Max. x say abs. Max. H 
me ROL ene 
hinzu, wobei c, eine der Fliche zugehérige Constante, P die kiirzeste 
Entfernung des variabeln Punktes (xyz) von der Randcurve 6 vorstellt. 


§ 3. 
Wir gehen nun zu unserer eigentlichen Aufgabe iiber und betrachten 
die unter den auf S. 595 gegebenen Bedingungen durch Combination der 
Methoden von Neumann und Schwarz construirbare Lésung U; des 


*) Lehrbuch der Potentialtheorie 8S. 390—391; aus den Beweisen daselbst ergiebt 
sich auch leicht die hier hinzugefiigte Bemerkung fiir nicht geschlossene Flichen. 
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Dirichlet’schen Problems fiir den Innenraum*) einer beliebigen geschlossenen, 
stetig gekriimmten Filliiche @, und zwar in der Nihe eines Punktes (& 1%) ) 
der Fliche. 

Wir construiren um 
(&)% &) als Centrum eine 
Kugel mit einem geniigend 
kleinen Radius, so dass das 
innerhalb der Kugel ge- 
legene Stiick @, der Fliiche 
@ als Theil einer gegen 
einen inneren Punkt con- 
vexen Fliache Q aufgefasst 
werden kann, der im iibri- 
gen noch ein endliches 
Stiick der Fliche @ iiber 

Tie 1 @, hinaus angehéren mége; 

den innerhalb  gelegenen 

Theil der Kugelflache bezeichnen wir mit w,, den Theil ausserhalb mit o,’. 

Da wir die Werthe von U; an den Flachenstiicken , und @, kennen, 

kénnen wir bei diesen gegebenen Randwerthen das Dirichlet’sche Problem 

fiir den von @, und @, begrenzten Raum mit Hiilfe der Schwarz’schen 

Methode des alternirenden Verfahrens durch Combination der Kugelfliiche 

mit der Fliche Q lésen**), und diese Lésung muss mit der Function U; 
identisch sein. 

Die auf diesem Wege construirbare, mit U; identische Function setzt 
sich dann aus einer Lésung des Dirichlet’schen Problemes fiir den Innen- 
raum der Kugel und einer Lésung des Dirichlet’schen Problems fiir den 
Innenraum der Fliche Q additiv zusammen, die beide mit Hilfe der 
Neumann’schen Methode construirbar sind. Bezeichnen wir die erstere 
mit u’, so sind die Randwerthe der zweiten (uw) an der Fliache Q: 





f —w' an der Fliche a,, 
an dem der Fliche Q iiber @, hinaus angehérenden Theile von a, 


eine beliebige endliche Constante an dem iibrigbleibenden Theile 
von Q. 


In (& 7%), als in einem innerhalb der Kugel gelegenen Punkte, sind 


’ , i Se : 0U; 
die Ableitungen von wu’ eindeutig und stetig; zum Beweise dafiir, dass -_ 
*) Die Untersuchung fiir die Lésung des iiusseren Problemes ist genau analog. 
**) Lehrbuch der Potentialtheorie S. 319, Zusatz zu Xb); die Randwerthe JU, 
erfiillen in der That die Bedingungen dieses Satzes. 
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in (§ % &) eindeutig und stetig ist, haben wir zu zeigen, dass die Lésung u 
des Dirichlet’schen Problems fiir den Innenraum von Q bei den Rand- 
werthen (11) in (&%§) eindeutige und stetige normale Ableitungen hat. 

Dieselbe ist aus den Randwerthen (11) mit Hilfe der Neumann’schen 
Methode construirbar, und wir bilden daher die der Fliiche Q und den 
Randwerthen (11) zugehérigen Functionen %; (somit auch W;; und Wjq) 
der Neumann’schen Reihe. Wir construiren ferner um (& % §) als Centrum 
eine Kugel mit einem Radius R;(< R), nennen @;, den innerhalb Q ge- 
legenen Theil der Kugel (R;) und 2: den innerhalb der Kugel gelegenen 
Theil von Q (Fig. 2). 


Dann ist: 
bus taf ov a ee") de 
4x r 
— wy 9; 


fiir jeden Punkt (xyz) im Innenraume von @;; @j2, wenn wir mit v’ die 
innere Normale des von @;; und 2— @j;; begrenzten Gebietes bezeichnen, oder: 


0B; do "0B; da " 
rf wer. Ov or or 
a “ts “ (&mdy) 





edt: s fe es 
—@ja+o; Wee: 


(im Innenraume von @;; - . “ht 


so dass (j= 1,2,---): 


0B; a 
(120) Wie ae) ae 








= °0B; da 2 
~ 2x —y Tr Fig. 2. 
@1+O;9 
+z. J B,, cos -(r*) ie — {B, =~ aol, 
—@53 my 4 


(im Innenraume von @j; @;2), 


wenn wir jetzt mit » die innere Normale von w und die in den Innen- 
raum von @;;@;2 hineingehenden Normalen von @;; und @;: bezeichnen. 
Analog ist (j = 1,2, ---): 


*) Lehrbuch der Potentialtheorie 8, 252. 
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ie J 6B; da "2B; da 
(12b) We= ref Sro-uloar 
51+; 9 








+ ec [fms cos Pa ie — fm, cos (*) 4 do| 


‘] 
(im Aussenraume von 2), 
und es folgt aus (12a) und (12b) (j —1,2,---): 














0B, OW,. 
oy, +1 — - ain * 
: Me 1 4 Ho, 
1 é 0B; da 
seal 4 OM 3 we rt 
M1 +o%9 
7 "0B; da | 
(13) a xf = +t 
O51 FO; 9 








1 we “on C08 (19) 
+ 2x dv, Lf 85; i rs) da 


- fa omen g | 


ain fiir irgend einen Punkt (& % & ) des 
Flaichenstiickes o;:. 

Wir construiren schliesslich noch um (& 7 &) als Centrum eine Kugel 

mit dem Radius R;4; (< R;) und bezelichnen den innerhalb der Flache Q 

gelegenen Theil der Kugelfliche (Rj4:) mit 4:1, den innerhalb der 

Kugelflache gelegenen Theil von Q mit +412, dann gilt die Formel (12a) 

fiir jeden Punkt (xyz) im Innenraume von @;+;,1 @j+4:,2 und die Formel 
(13) fiir jeden Punkt (&,'m,' 6) der Fliche +1. 














g 4. 


Es folgt aus (2) und den Hilfssitzen (Ia) und (Ia), falls wir R und 
somit auch alle R; kleiner annehmen als eine geniigend kleine Linge: 
- cAi—! ‘ 
abs. -— ~_ a ae (j= 2, 3, ‘a ‘) 
fiir irgend een Punkt des von @;; @j2 begrenzten Raumes mit der kleinsten 
Entfernung r von 2, wobei ¢ eine endliche, lediglich von der Fliche Q 
abhingige Constante ist, 4 und A echte Briiche vorstellen. 


*) Lehrbuch der Potentialtheorie 8. 254. 
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Wir wollen mit Hilfe dieser Ungleichung die Formel: 
0B’ _ 
(14) fabs. a5 da<C-N-, (j=2,3,---) 
dB | 
beweisen, wo C wieder eine endliche Constante vorstellt. Wir theilen 
hierzu @,; in zwei Theile, einen Theil I, fiir den: 
tS P, 
Dube: Rt? (‘ endlich 


WV echter Bruch/’ 
und einen Theil II, fiir den 


t<P, 
dann ist der von I herriihrende Theil des in (14) links stehenden Integrales 
R? 
< endl. Const. = No <A-A-, (A endlich); 


der von II herriihrende Theil 
< endl. Const. A’—! f ee 
it 





o” sin* @’ 


wo @ die kiirzeste Entfernung des Elementes dw von der Randcurve der 
Flache @;,; und © den kleinsten Winkel vorstellt, den @;, und @;: mit 
einander bilden, somit 


<B-Ai-', (B endlich), 


und damit ist die Formel (14) bewiesen. 


0B; 

Wir bezeichnen nun mit A; den absolut gréssten Werth von = 
CB; 

an @j:, also mit Aji; den absolut gréssten Werth von ~— + an 0541,2, 


dann folgt aus (13) (j = 2,3, ---): 
= r ai- a : 

(15) Aj 2a: As +5- eA, GF endlich); 
denn der von qj: herriihrende Theil der ersten und zweiten Zeile rechts 
ist seem absoluten Werthe nach: 

< endl. Const. Aj, 
der von @;; herriihrende Theil der ersten und zweiten Zeile nach (14): 

Ppa 


_ A 
< endl. Const. -.——_=—-~~ 
ba (BR; — By)?’ 
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der absolute Werth der dritten und vierten Zeile nach (2): 
= endl. Const. —"’ 
| < endl. Const. (R—Ba.? 
Damit ist die Forme! (15) bewiesen. 

Es folgt weiter aus (13) fiir zwei beliebige Punkte (&,,¢,) und 
(&%_&) des Flachenstiickes 4:2 in geniigend kleiner Entfernung 7,, 


(j= 2, 3,---): 
(16) abs. [|= | < {a A; +8: aay rie”) 


v 
wo @ und #8 endliche Constanten, 4 einen echten Bruch vorstellt, denn 
diese Differenz ist fiir den von qj: herriihrenden Theil der ersten und 
zweiten Zeile rechts in (13): 
<A-A;- ri", (A endlich, 4 echter Bruch} 


nach Hilfssatz Ib), fiir den von ;; herriihrenden Theil der ersten und 
zweiten Zeile rechts in (13): 


— |e 











2 ov 


j-1 
" 


<B- (= R) ,  (B endlich) 


unter Beriicksichtigung von (14); endlich fiir die dritte und vierte Zeile 
rechts in (13): 

ag te 
(B; ai. R41) / 
unter Beriicksichtigung von (2); damit ist die Formel (16) bewiesen. 


<f- (F endlich) 


§ 5. 
Wir denken uns jetzt auf der Normalen v,’ in (& y) &') einen Punkt 
(é' x &) in der Entfernung 1; (< Rj41) von (& yo &), dann ist identisch: 


tj 
| O° W5 


OW, |2W%ye| ie 
Gye) J | dn * 
0 


r= |" se 
Ov, | Ov, 


(17) 











dr;: 
eye” 





; : 0W;; — ' 
wir verstehen dabei unter ay -, Wenn wir diesen Ausdruck ohne weiteren 
0 


Zusatz gebrauchen, den Werth der normalen Ableituig von Wj; an der 


Stelle (&' m9 &'). 
Nun ist nach Hilfssatz Ia) (j =3, 4,---): 





(18) abs. - 





2% ni, (W endlich) 


o Ke yt) j 


unter Beriicksichtigung von (3) und (2). 




















Ueber Lésungen des Dirichlet’schen Problems. 603 
Ferner ee aus (12a) (j=3, 4,---): 


(19) abs. 








a r 


» Aj_ Ai? 
ewe) ZF en R 


(« und £ endlich), 


i) 


wenn wir jedes: 

R; — Rigi << Bu — BR; 
annehmen; denn der von aj: herriihrende Beitrag des ersten Integrales 
rechts in (12a) zu |2/*|_ _ ist nach Hilfssatz Ib) und (15), (16): 
Ov * \@ye) 


a hai hike 


+ % le. Aj_1 + B- (B, a ml} 


AJ— 
Cs 


+ gg [2 44 +8 aE *); 


der von o;; herriihrende Beitrag des ersten Integrales rechts in (12a): 








Aj— . 
< es (R— Baa)’ (y endlich) 


unter Beriicksichtigung von (14); der von der zweiten Zeile rechts in 
(12a) herriihrende Beitrag: 


; A’ ' 
— ' endlich 
<7 (B— Ry43)"’ (y endlic. ) 


unter Beriicksichtigung von (2); damit ist die Formel (19) bewiesen. Es 
folgt aus derselben (j= 3, 4,---) (a@’ B’ endlich): 
ty 


(20) abs. is 


0 


¢ 


ew; 
i d o —2 
—_ ty < (a’ A; i+ pN ) eB Byys)”’ 


On? 








und wenn wir von dieser Formel und der Formel (18) Gebrauch machen, 
aus (17) (j= 3,4,---) an der Fliche @;41,9: 


a 


° ji=W’ = , i Aj— ie 
(21a) = abs. = < “hed 2+ («Aja + p’N-*) (B—Ray”’ 








C, A; 
*) Diese dritte Zeile R ~ z -) kommt nach der Bemerkung zu Hilfssatz IT a) 


und IIb) hinzu, da @;, ungeschlossen ist. 
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analog: 





J 


OWiasWy, , , Sa 
(21b) abs. Oe <f N- + (a Aji + B N-*) (R,— Ray? 


somit auch*): 
12’ 


— ae ’ v 
(22) Aj41 <= %, N-* + (@ A,_1+ BN —_ (R;— B43)! , 
Wir setzen nun: 
j-—2 
(23) t= y-A**, (> endlich) 
und 
1—2 
(24) N’—* — XK, 


so dass A wiederum einen echten Bruch vorstellt, dann kénnen wir (22) 


so schreiben (j = 3,4, - --): 


=n i N- a : 
(25) Aji <(@+6 Aj) (Ri — Bi)” (| endlich ‘ 
Wir setzen schliesslich (j = 2, 3, 4, - - -): 
(26) Ri = BR, 
wo / einen echten Bruch vorstellt und wahlen / so, dass: 
(27) '=7 <1"), 
dann folgt aus (25) (j =3,4,---): 
- . = a,b endlich 
(28) Hes, 0784-0", (K echter Bruch) 


Wir kénnen bei geeigneter Wahl von a und b die Ungleichung (28) 
auch fiir j—1 und j—2 ansetzen, da A, =O und 4A,A, endliche 
Gréssen sind. Mit Hilfe dieser Ungleichung lisst sich nun leicht die 


Eindeutigkeit und Stetigkeit von phe in (& mo &) beweisen. 


*) Es ist (Lehrbuch der Potentialtheorie 8. 254): 
Biss 1 OMe 2M). 
ov 2\ dv Ov 
*) So dass: 


i>l>Va. 
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§ 6. 

Um die beiden Fille, dass j eine gerade und dass j eine ungerade Zahl 
ist, nebeneinander zu behandeln, theilen wir die Ungleichung (28) in die 
die zwei Ungleichungen: 

(23) aa <(4@+bAjA)NG, G=1,2,---) 
Agj42<(4+bAx; JAN, (G=0,1,2,---) 
wenn wir: 


(30) A’ = N? 
setzen. Die rechten Seiten in (29) kénnen dadurch, dass wir Ag;_, resp. 


Az; hinzuaddiren, nur vergréssert werden, und wir kénnen dann die Un- 
gleichungen (29) so schreiben: 


Asjts + < (Aja + G) +04"), (J=1,2,--), 


Ariza + FZ (45 + 5) G+00), (= 0,1,2,--)5 
es folgt somit: 


Asst + 5 = (Ai + $) A +0A") (140A). -- (1 00", 
(31) p x (j = 1,2,---) 
Aagts + FZ (4o + F) (+0) (LDA) (1+ 0A").-- (140%), 
(j =, 1,2,---). 
Das Product: 
(32) Qa = (1-+BA") (1-4 0A"%)--- (1-00) 
convergirt mit wachsendem » zu einem bestimmten endlichen Grenzwerth, 


da A” ein echter Bruch ist; nach (31) bleiben daher alle Ag;4, und Ag;+2 
unterhalb einer bestimmten endlichen Grenze, und es folgt aus (28) 


(33) 3 Aj<ze-Ni-, j=1,2,--- 
wo ¢ eine endliche Constante, A’ einen echten Bruch vorstellt, somit im 
besonderen an der Stelle (& 1m &): 





0B, _ i , 
abs. = <e-Ni—, (j=1,2,---), 





oW;, — 
(34) { abs. —§ Sc- Ni, 
ov : 
(j =0, 1, 2,---). 














ow, , 
abs. — ze-Ni-, 


Wenn wir die Kugeln (Rj) nicht um (§ 4, €) als Centrum, sondern 
um irgend einen anderen Punkt von , (in endlicher Entfernung von der 
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Randeurve) als Centrum geschlagen hiitten, so wiren wir auch fir diesen 
Punkt zu den Formeln (34) gelangt, so dass dieselben also jedenfalls in 
einem endlichen Gebiete um den Punkt (& 7, &) gelten. Die Formeln (34) 
beweisen somit sowohl die Convergenz der Reihen 








0B, 0k, 
(35) H=—7(3-S re be —--), 
ou 1 (OW); OW,; 0W3; ) 
(36) v 2 ( Ov Ov _— Soe 


ais auch die Eindeutigkeit und Stetigkeit von H und the in einem end- 
lichen Bereiche um (& 7%). Damit ist zuniichst die Eindeutigkeit und 


oU, 
Stetigkeit von = in (& %o €&), und da dieser Punkt beliebig gewihlt war, 
an der ganzen Fliche @ bewiesen. 


§ 7. 
Es bleibt itibrig, zu beweisen, dass auch alle ersten Ableitungen in 
ganzer Erstreckung des Innenraumes 


2, von @ eindeutig und stetig sind. 
ee Wir construiren hierzu um (£&) 1% &) 
/ (Ente) \ als Centrum eine Kugei mit dem 


Smsbo) Radius P, klein genug, dass der 
im Innern der Kugel (P) gelegene 
Theil Q, der Fliche Q ganz dem 
Gebiete angehért, in dem die Un- 


gleichungen (34) gelten, und 























\ nennen den im Innern von Q ge- 
me legenen Theil der Kugel 2,. Dann 
ee sae folgt in derselben Weise, wie wir 
Fig. 4 dic Formeln (12a) und (13) ge- 
bildet haben (j = 1,2,---): 
¢ , 0B; dw cos (rv) soo) 
(37) Wi= = ae + Lf do — | do| 
(im Innenraum von Q, Q,) 
OB, 1 af @ (2B, do @ (0B, do 
Ov, de ov rr ii A ince) ae T 4 
(38) 








= . [fs B,, one) de 4 B,; cos a? de 
ea— 


(fiir jeden Punkt (&,' %)'§') von Q,). 
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Die Formel (38) beweist uns zusammen mit (34) und der in derselben 
Weise, wie (14), abzuleitenden Formel: 


0B, an 
(39) Jo =, daZO-M—4, (j= 1,2,3--)), 


dass fiir zwei beliebige Punkte (7,6) und (& 1, §) der Fliche Q, in 
geniigend kleiner Entfernung r,, und in endlicher Entfernung von der 
Randcurve: 


- (OB 44 OB, = 
abs. >)(—1)) (GH mt) — GH Ging) ZA-rie, 





wo A eine endliche Constante, 4 einen echten Bruch vorstellt, unter 
Beriicksichtigung des Hilfssatzes Ib). Da bei unseren Bedingungen die 
Ableitungen von Wo; Wi, stetig sind, so ergiebt uns die Formel (37), 
wenn wir dieselbe unter Zugrundelegung eines etwas kleineren Radius P 
bilden, dass die ersten Ableitungen der Function: 


u = — = (Woi— Wirt Wai —-*) 


in einem endlichen Raumgebiet um (&) 7) eindeutig und stetig sind*); 
gleiches gilt daher auch fiir die ersten Ableitungen von U;; da der Punkt 
(&) %&) beliebig gewihlt war, so ist damit in aller Strenge bewiesen, 
dass bei den von uns zu Grunde gelegten Bedingungen U; eine wirkliche 
Potentialfunction des Innenraumes von @ ist. Fiir U, ist alles anaiog. 


§ 8. 

Wir kénnen das folgende Resultat unserer Untersuchungen aussprechen: 

Die Combination der Methoden von Neumann und Schwarz liefert 
uns fiir den Innen- und Aussenraum einer beliebigen geschiossenen, stetig 
gekriimmten Fliche @ Lésungen des Dirichlet’schen Problems und zwar 
wirkliche Potentialfunctionen des Innen- und Aussenraumes bei folgenden 
Bedingungen A) oder B) fiir die Randwerthe /: 

A) Es existirt eine Function F eines von w und einer w beliebig nahen 
geschlossenen ganz innerhalb (ganz ausserhalb) w verlaufenden J'liiche w; (aq) 


*) Wir machen dabei von dem folgenden Satze, Hilder, Beitriige zu: Potential- 
theorie (Stuttg. 1882), Lehrbuch der Potentialtheorie S. 392, Gebrauch: Die ersten 
Ableitungen des Flichenpotentiales eines stetig gekriimmten Flichenstiickes: 


fut 
r 
in dem H eine auf dem Flichenstiicke reguliire Function darstellt, sind, so lange man 


auf ein und derselben Seite der Fliche bleibt, in der Umgebung jedes von der Rand- 
curve durch endliche Entfernungen getrennten Punktes der Fliche eindeutig und stetig. 
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begrenzten Rawmes, die in demselben mit ihren ersten Ableitungen eindeutig 
und stetig ist, endliche zweite Ableitungen hat (an Stelle der Endlichkeit der 
zweiten Ableitungen geniigt auch bereits die Regularitat der ersten Ableitungen) 
und an der Fliche w die Randwerthe f besitat. 
B) Es existirt eine Potentialfunction F des von o und @;(@q) begrenzten 
Rawimes, welche an der Fliiche @ die Randwerthe f besitet. 
Man kann die Bedingungen B) mit Hilfe der ing A) noch 
weiter verallgemeinern: 
Verallgemeinerung von B). Es existirt eine Function F' der Stelle des 
von @ und @;(@.) begrenzten Raumes t, welche an der Fliiche @ die Rand- . 
werthe f und alle Eigenschaften einer Potentialfunction besitet, mit der Aus- 
nahme, dass der Ausdruck: 
JF CF er 
AF= — Oa? + oy? Oz", 
in dem gegebenen Raumgebiete nicht = 0, sondern eine eindeutige und stetige 
Function der Stelle ist, welche die Bedingung: 


afar =—42AF, (in dem Rawme rt) 
erfiillt*). 


Setzen wir namlich: 


1 dt 


so geniigen die Randwerthe von ® der Bedingung B), die Randwerthe von 
i { dt 
: | 4F 


der Bedingung A), und wir kénnen die gesuchten Lésungen des Dirich- 
let’schen Problems als Summe zweier Potentialfunctionen finden. Diese 
Verallgemeinerung bringt die Combination der Methoden von Neumann 
und Schwarz auf dieselbe Allgemeinheit, wie die Balayage-Methode von 
Poincaré, sie leistet aber noch mehr als diese, indem sie bei den obigen 
Bedingungen auch auf den Beweis der Stetigkeit der ersten Ableitungen 
der Lésungen fiihrt. 


*) Diese Bedingung ist erfiillt, wenn die ersten Ableitungen von AF in dem 
Raume t endlich sind, oder auch, wenn nur AF in dem Raume rf regulir ist. (Hélder, 
Beitriige zur Potentialtheorie, Stuttg. 1882.) 











